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DOMENICO POLLERÀ 

A CHI LEGGE. 


E fra le mani foltamo d’ Uomini nelle Matematiche 
più che mezzanamente verfati folle per cadere quello 
Corfo di Matematica Pura , fuperfluo farebbe il pre- 
venire il giudizio de’ Leggitori. Senza bifogno di tro- 
varne a parte raccolti i principali pregi , dii in po- 
che occhiate li rileverebber ben folio , e ne portereb- 
bero un giudizio cos'i vantaggiofo , come è quello, 
che ne hanno dato » primi Matematici dell’ Europa. Ma non fono 
molti quegli uomini coraggiofi , che abbiano fuperate le difficoltà , che 
fu i principi di quelli ftudj apprefentanfi : non evvi quali altro ecci- 
tamento per applicarli a quella fetenza fubliine , fuorché F amore di 
poffederla, la nobile ambizione di diflinguerfi , e la neceflità , che han- 
no di quella le dilettevoli, ed utili facoltà, che ne dipendono. For- 
tunatamente però per i progredì delie cognizioni vantaggiofe all’ uman 
Genere i detti motivi vanno acquetando viemmaggior forza; poiché il 
genio del fecoio corrente pare, che fiali rivolto a quelle facoltà, nelle 
quali la ragione umana può veder chiaro , e, a differenza di quanto 
inutilmente Itudiavali in fecoli tenebj-olì , ft è da qualche tempo in 
buona parte diminuita F applicazione , che una volta era intenfilfima, 
degli ingegni piò acuti fopra parole vuote di fenfo; ed introdotte, ed 
ampliate fonoit quelle feienze , che trovanfi a portata deli’ Uomo. 
Folla quefia felice rivoluzione effer condotta al fuo termine, il quale, 
benché lontano, non è però onninamente chimerico. 

Uno dai primi polli fra le feienze e per la loro certezza, e per 
la loro utilità degne dell’ Uomo occupafi dalle Matematiche . Dico 
per la loro certezza, avvegnaché la Matematica eflendo la feienza dei 
rapporti, o relazioni aflratte, che paffauo fra i Corpi , relazioni in- 
variabili per chiunque, perché fondate fopra nozioni femplicirtime , cui 
niuno ha internile di travifare ; gli Uomini perciò di lor natura con- 
vengono della certezza delle conciufioni , che dalla combinazione del- 
le diverfe nozioni , e relazioni fra loro deduconfi . Dico poi per la lo- 
ro utilità, poiché moltiffimi, e di non lieve momento fono i vantag- 
gi, che F Uomo ha ricavati da tutte le loro parti, come da alcuni 
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gravi Scrittori è flato evidentemente moftrato : ed oltre a ciò quanto 
bene non ne rifentirebbero le Scienze tutte , fe dopo avere affuefatta 
la mente alla precifione Matematica mediante un non mediocre di 
lei ftudio , il medelìmo fpirito , dirò cosi, matematico fi trasferiffe 
alle altre facoltà? vale a dire intender fi voleffe il lignificato precifo 
di ogni parola , e non fi voleffero ammettere per dimoftrate fe non 
quelle propofizioni, che effettivamente lo foffero? 

Non è dunque maraviglia, che riconofciutafi la Matematica fra 
tutte le feienze umane la piò fublime, e, tranne l’Etica, e la Politi- 
ca , la più giovevole , e vantaggiofa all’ uomo , all’ avanzamento della 
diverfe parti della medefima fiali in ogni tempo confacrata buona par- 
te di quei grand’ Uomini , i cui nomi con forumo onore fi conferve- 
ranno infieme colla faenza , che fu 1’ oggetto delle loro profonde me- 
ditazioni. Fra quelli degni foggetti benemeriti delle Matematiche non 
tutti ebbero un medefimo genio : altri applicaronfi unicamente ad am- 
pliare i confini della feienza , ed altri della fatica affai più tolleranti, 
non contenti di averla arricchita delle proprie feoperte , rivollero le 
principali lor mire a raccogliere, e fittemare ancora le altrui, per ren- 
dere agli lludiofi facile al poffibile l'acquifto di quelle attratte cogni- 
zioni, il quale altrimenti e per la diverfità dei metodi, con cui più 
cofe fono Hate dai loro fcuopritori, o riftauratori trattate , e per la 
difficoltà di rinvenire moltiffimi parziali Opufcoli, farebbe pel maggior 
numero (lato affai malagevole . 

In tal maniera hanno recentemente illuflrato fe (ledi, e l' Italia le 
AGNESI, i R ICC ATI, i SALADINI, i GHERLI, applicandoli prin- 
cipalmente alla parte, che quantunque fra le altre fia la più ardua, e 
forfè la men dilettevole , è però di tutte la bafe , e il fondamento ; & 
compilando le tanto vantaggiofe loro Ittituzioni di Matematica Pura, 
mediante cui notabilmente fi è aumentato , e fi aumenta il numero 
dei di Lei coltivatori. Non egual partito per altro potranno quelli al 
prefente trarre dalle fuddette Opere indiftintamente : a mifura della 
loro anteriorità diminuire il lor pregio , perchè quafi tutto giorno 
nuove feoperte, o rifehiarimenti fi pubblicano, di cui profittar poffono 
i più recenti compilatori. Che ciò fiali verificato riguardo alle Iftitu- 
zioni della celebre Agnefi , onor del fuo feffo , e dei chiariffimi Ric- 
cati, e Saladini facilmente rilevar fi può da chiccheffia colla fola let- 
tura delle Prefazioni a quell’ ultime ; e che ciò itteffamente fi verifi- 
chi rifperto alle prelodate più recenti Ittituzioni paragonate cogli Ele- 
menti dell’ ornatiffimo P. Gherli , farà dimoftrato fra poco . 

Frattanto prima di venire ai dettagli fiatiti permetto un generale 

con- 
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confronto di quelle due Opere fra di loro. Offervo dunque, che il P. 
Gherli ha formato pe’ fuoi Elementi un piano tale, che tutte abbrac- 
cia le parti della Matematica Pura, e che quefle 1’ una dall’ altra fe- 
parataraente venendo trattate, altrettante particolari Opere fi forma- 
no, delle quali una fervendo all’altra di fondamento, vengono pofcia 
talmente collegate, che coftituifcono in un fol corpo un Corfo com- 
pleto di quella Scienza. Ma nulla evvi di più ovvio, che il concepi- 
re cos't il piano d’ un opera di fimil fatta : tutta la difficoltà condite 
nell’ efecuzione del medefimo; e in fatti da quella deriva il buon me- 
todo, onde collocar le nozioni più facili, prima di far parola delle 
cognizioni più fublimi ; la chiarezza nell’ efporre , e nel concatenare le 
verità, e le dottrine, che fra loro dipendono ; la precifione , che ri- 
cercali, affine di non imbrogliare la niente dello lludiofo con degli 
oggetti analoghi bensì, ma che detraggono dal feguito immediato del- 
la materia, che fi ha fra le mani; e la quantità delle notizie mate- 
matiche , de’ vari metodi tendenti al medefimo fine , ognuno de’ quali 
feco porti qualche particolare utilità. Ora qual diligenza, ed accura- 
tezza fu fiata dal P. Gherli ufata nell’ efeguire il concepito piano del- 
la fua opera rifpetto all’ erudizione matematica , e moltiplicità di me- 
todi , in virtù della quale puJr lo fiudiofo poi francamente confutare 
le immortali Opere degl’ Inventori , alcune occhiate a diverfi luoghi 
degli Elementi chiaramente il dimoftrano ; e quanto all’ ordine , alla 
chiarezza, e precifione, pregi principali richielti in qualunque libro, 
ma effenziali in quelli di Matematica , poffo io per la mia propria 
efperienza afficurare della pieniffiraa intelligenza di tutto quello Corfo 
chiunque iniziato nelle prime operazioni del Calcolo, fi applicherà al 
medefimo, anche fenza e fiere ajutato, ed alfiftito da altro , che dalla 
dovuta attenzione. 

Affai diverfo da quello degli Elementi fi è il piano delle intui- 
zioni. Comprendono quelle folcanto il calcolo delle quantità indeter- 
minate, la di lui applicazione alla quantità continua, ed i calcoli dif- 
ferenziale e integrale, le quali quattro parti vengono trattate, dirò 
cosi, a due a due; cioè, difiribuendo la materia fecondo i gradi dell’ 
equazioni, alle diverfe dìvifioni del calcolo algebraico viene unita la 
rifpettiva di lui applicazione alla quantità continua: e fimilmente alle 
diverfe parti, in cui trovali il calcolo differenziale divifo , è imme- 
diatamente congiunta la rifpettiva maniera di paffare alla integrazione. 

Quello piano avrà forfè i fuoi vantaggi: ma a me fembra tanto 
per la difficoltà d’ incaftrarvi molti diverfi metodi , fenza cadere in 
digrclfioni lunghifftme, quanto per la confufione , che fi produce nella 

men- 
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mente de’ principianti con tanti paffaggi dalla parte algebraica alla geo- 
metrica , dal calcolo differenziale all’ integrale , mi fembra dico , che 
fia molto inferiore a quello, che, le varie parti feparatamente trat- 
tando, conduce lo ftudiofo dai primi elementari principi di ciafcuna 
di loro fino al loro apice, e che, fenza lafciar tra le Beffe alcuna la- 
cuna, velo conduce con unità di metodo, lo che è quali imponibile 
poterli ottenere nelle produzioni di più d’ una penna . 

Confiderando quanto ho detto finora intorno ai vantaggi, che fo*' 
pra le Ifiituzioni hanno gliElemeoti per motivo della diverfità del lo- 
ro piano; offervando, che il P. Gherli ha riferbate alcune fue utilif- 
lime fcoperte, e nuove rifleffioni per ornarne il fuo Corfo ; e a tutto 
ciò unendo l’effere gli Elementi alquanto alle Ifiituzioni polleriori , 
non è forprendente , fe olcre quello, che trovafi in quelle , quelli con- 
tengano quanto fegue. 

1. Tutto il calcolo delle quantità determinate , che occupa.il 
primo Tomo di quelli Elementi, e nel quale tutta comprendefi con 
fomma eleganza efpolla la teoria delle proporzioni , la dottrina delle 
potellà, dei logaritmi, e di molte altre parti, che formano, dirò co- 
si, un’Aritmetica fublime. 

2. Le formole generali per la eliminazione delle incognite dalle 
equazioni di primo grado, e il modo di ritrovarle. 

3. Le ingegoofe nuove offervazioni del Sig. de la Grange dateci 
nell’ Accademia di Berlino intorno alla rifoluzione dei problemi ferai- 
determinati di fecondo grado. 

4. Il modo di ritrovare le formole generali per 1 ’ eliminazione 
di una, di due, ec. incognite per mezzo di due, di tre ec. equazio- 
ni di qualfivoglia grado a due, tre, ec. incognite. 

5. Alcuni metodi di rifoluzione delle equazioni dei gradi filperiori 
al quarto , e fpecialmente gli efpofli agli Art. p. e io. del Cap. III. 
nel fecondo Tomo, i quali meritano maggior rifleffione per l’aria di 
novità, che feco portano. 

6. Il modo di eflrarre da un corapleffo di radicali una qualun- 
que radice. 

7. Preffochc tutto quello, che contienfi nel Cap. IV. del fudder- 
to Tomo II. relativamente alle efprcfiioni algebraiche delle ragioni , 
proporzioni, progreffioni, logaritmi, e loro formole generali. 

8. Molte parti riguardanti la teoria generale delle ferie, come 
la dottrina delle frazioni continue, del regreffo, e dell’ interpolazione 
delle ferie , ed alcune oportune offervazioni Lulle formole efibcnti la 
fomrr.a , e i termini generali delle ferie . 

9 - 
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p.' Tutto quello, che occupa il terzo Tomo, vale a dire i. gli 
elementi geometrici trattati io tutta la loro eftenfione , c corredati 
delle neceffarie, utili, e dilettevoli applicazioni pratiche, che da quel- 
le dipendono; 2. il calcolo dei triangoli piani, e sferici adornato col- 
la foluzione di non pochi fra i più bei problemi ottici, e nautici; 
e 3. le tavole logaritmiche, e trigonometriche, le quali immuni fi. 
danno da ogni errore, lo che ne coftituifce 1’ effenziale lor pregio. 

10. Molte proprietà delle fezioni coniche confideraodole iepara- 
ramente, e paragonandole fra di loro: molti punti di villa, fotto cui 
effe ravvifare fi fogliono : e la mifura dei foli generati dal rivolgerli 
una qualunque fczione intorno a un affé. 

11. La dottrina delle quantità dipendenti dal circolo; della ri- 
foluzione delle formole in trinomii, e della moltiplicazione, o divido- 
no degli archi. 

12. La coltruzione, e 1 ’ ufo del triangolo analitico per indagare 
le diverfe proprietà delle curve , ed una fulheiente efpofizione del me- 
todo del Sig. Cramer. 

13. Alcune offervazioni , mediante le quali rella affai (furio facili- 
tata la coltruzione delle curve algebraiche. 

1 4. Le proprietà delle curve a doppia curvatura. 

15. Un nuovo metodo generale per coftruire con fomma facilità 
le equazioni determinate di qualfivoglia grado. 

1 6. La maniera di differenziare le funzioni inefplicabili . 

17. Il modo di liberare dall’ affimetria le quantità differenziali .' 

18. L’ invenzione dell’ integrale algebraico di certe equazioni, 
i di cui membri feparatamente prefi non fono algebraicamente inte- 
grabili . 

ip. L’ integrazione delle equazioni differenziali a due variabili 
per mezzo delle ferie. 

20. L’ integrazione delle equazioni a differenze parziali . 

21. L’integrazione delle formole duplicate, triplicate, cc. 

22. Il calcolo delle variazioni. 

23. La maniera di trovare gli integrali particolari. 

In Francia egualmente che in Italia vi è fiato chi, confiderando 
il numero delle nuove feoperte fpettanti all’ analifi, e riflettendo fui 
poco frutto, che gli ftudiofi ne traggono, finché ifolate reftano negli 
Atti delle diverfe Accademie d’ Europa, fi è addoffato il non lieve 
carico di fare una compilazione metodica, ed ordinata degli Elemen- 
ti, offa delle diverfe parti, che collituifccno quella Scienza. Quelli è 
fiato il dottiffmo Sig. Abbate SAURIS, il cui eccellente Corfo, pub- 
Tom. VII. b bli- 
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blicato fono gih circa tre anni , a giudizio dell’ Accademia Reale del- 
le Scienze di gran lunga fupera tutti quelli , che in Francia 1 ’ aveva- 
no preceduto. E’ egli comprefo in cinque grofli Tomi di grande otta- 
vo, e il di lui piano trovaft egualmente ben concepito che quello de- 
gli Elementi del P. Gherli . Ma fe al confronto veniamo delle due 
Opere Italiana , e Francefe, facilmente ci accorgeremo della fuperiori- 
tk dell’ Italiana . Per avere un faggio delle ragioni , per le quali il pri- 
mo porto convienfi all’ Opera del P. Gherli, non eflendo mia inten- 
zione di far qui 1’ enumerazione di quelle dottrine , che in quella del 
Sig. Sauris fi defiderano, mi rillringo ad cflervare foltanto, che, oltre 
all’ edere 1’ Italiana di nuove fcoperte arricchita, contiene un non pie-, 
col numero di metodi, i quali fono di un giovamento grandiifimo, e 
iorfe tali, che debbano necedariamente in tali compilazioni aver luo- 
go. Molte fono le equazioni eccedenti il quarto grado, la cui rifolu- 
zione non può ottenerfi , fe non fe con un certo metodo ; altre non 
fono trattabili, che con un altro adii differente, dappoiché rinvenute non 
fi fono peranche le formolo generali efibemi le radici di qualfivoglia 
equazione. Lo (ledo dicafi di molte formole differenziali, le quali feu- 
za certi metodi particolari non pofiono artòlutamente integrarfi : Ora 
di quanto venga il Francefe corfo dall’ Italiano fuperato in riguardo a 
quelli due punti, ognuno con una leggiera ifpezione può da fertelfo 
comprenderlo. 

In comprova di quanto finora ho detto, potrei qui inferire una fe- 
rie di fentimenti di alcuni fra i primi Matematici dell’ Europa, i quali 
dir fi pofiono con tutta giuftezza encomj ben meritati degli incompa- 
rabili Elementi del celebre P. Gherli. Efiftono quelli in lettere com- 
pitilfime de’ preclarifiìmi Uomini P. JACQUIER , P. BECCARLA, 
Sig. Ah. FRISI, Sig. Dott. Sebartiaoo CANTERZANI Pubblico Pro- 
fedbre di Matematica, e Segretario dell’ Inftituto , e dell’ Accademia 
delle Scienze di Bologna fra i Matematici , che in Italia foggiornano ; 
e fra quei, che foggiornano oltramonte de’ profondi Geometri il Sig. 
de la GRANGE, il Sig. Marchefe di CONDORCET Segretario della 
R. Accademia delle Scienze di Parigi , il quale con fuo gentilidimo 
foglio de’ 6 . Aprile 177 6 . al P. Gherli diretto lo afiìcura dell’ appro- 
vazione, che dall’ Accademia avrebbe la di lui Opera riportata, fe 
fofie data alla medelima prefenrata prima, che fi forte data alle ftam- 
pe. Ecco le fue parole: „ Elle (l’Academie) s’eft abfolument interdir 
„ tout jugement fur les livres imprimé* : Je ne doute que fans cela 
„ le vòtre n’eut obtenu d’Elle l’approbation la plus fi.ureufe “ . Ma 
per non ripetere con diverfi termini le medefime cofe, riporterò foltan- 
to 
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to i giudizj pronunziati da un Matematico d’Italia, e da uno di fuo- 
ri d’ Italia , benché Italiano. Il primo fia quello contenuto nella fe- 
guente poiitiffima lettera al tìollro Autore del dottiflìmo Sig. Dottore 
Canterzani , giacché in quella noti folo contieni! quello del prelodato 
Sig. Dottore, ma gli elogj ancora vengono indicati, che da alcuni 
membri della ragguardevole Accademia delle Scienze di Bologna fono 
flati fatti di quelli Elementi. E fe il rifpetto, e la venerazione che 
ho per 1’ orna filli mo Sig. Dottore mi trattiene dal mutilare, e tron- 
care la di lui Lettera, dichiaro per altro ingenuamente, che immeri- 
tevole mi riconofco di quanto per effetto della gentilezza del di lui 
bell’ Animo ha egli voluto inferirvi relativamente all’ Editore 

Molto Rev. Padre Sig. Sig. Padrone Colendi/s. 

Il altro jeri ho preferitati alt Accademia dell lnflituto in nome di 
y. P. Molto Reverenda i primi cinque Tomi del celebre fuo corfo di 
Matematiche pure , i quali a tale effetto m erano flati dianzi confina- 
ti dal degnifflmo P. M. Giufeppe Arrighi Agoflininno . Siccome qtteflo 
é un corfo affai conofciuto per la utilità fua grandifflnia , trovandofi in 
ejfo con belf ordine efpofli tutti i metodi , e tutte le f coperte anche piu 
recenti in materia d anali fi , così non fono mancati Accademici , che nel 
prefentarlo , che ho fatto prendeffero occaflone dì farne il ben dovuto elo- 
gio. Ha dunque l' Accademia applaudito ai talenti delf Autore , e cre- 
duto degno di lode ancora il zelo del cbiarifflmo Sig. Domenico Pollerà , 
che, anche come verfatifflmo in queflo genere di ffudii , ha tanta parte 
nella pubblicazione di una tale Opera. Io pertanto da parte dell' Acca- 
demia mede ft ma , che me ne ha efpreffamente incaricato , ringrazio in 
particolar modo V. P. Molto Reverenda del dono fattone , che è flato 
graditiffimo , e feco Lei mi rallegro delf onore, che Con una s) ragguar- 
devole produzione s ha univerfalmtnte acquiflato , Abbraccio ben volen- 
tieri quefl' occaflone di atteffnre alta P. V. Malto Reverenda la mia per- 
fetta /lima, e il /incero rifpetto , col quale offerendomi ai fuoi pregi tuf- 
fimi comandi bo f onore di fottoferivermi 
Di V. P. Molto Reverenda 

Bologna il dì i. d Aprile 1775. 

Umilifs. ed Obbligati fs. Servitore 
Sebafliauo Canterzani 
Segretario delf Inff it. , e dell' Accad. 
delle Scienze di Bologna. 
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Il fentiménto dell’ Italiano Geometra foggiornante fuori d’ Italia 
fi è gii intefo effere quello dell’ impareggiabile Sig. de la Grange. Ri- 
ferifco con fommo piacere la pregiatilFima di lui Lettera al noltro Au- 
tore , tanto per 1’ onore , che fa a quello corfo di Matematica Pura , 
quanto ancora perchè avendo pel totale compimento dell’Opera il di- 
ligentiflimo P. Gherli (limato bene di difcutere alcune parti di calcolo 
indicate nella medefima ; perciò ho il vantaggici di poter qui oltre 
la Lettera foggiungere la fuddetta dilcuflione dell’ inftancabil noltro 
Autore . 

Lettera del Sig. De la Grange al P. Gherli feguita da alcuni rifchia- 

rimenti di quell' ultimo intorno a qualche parte di calcolo. 

Troppo et onore tri ha fatto V. R. col mandarmi un efemplare del 
fuo nuovo corfo di Matematica , provenutomi folamente la f ettimatta paf- 
fata ; e le ne rendo le dovute cordialifftme grazie. Io l bo fcorfo con 
grandijftma foddisf azione , ed bo ammirato la vajla erudizione matemati- 
ca di V. R. , e la fingolar chiarezza , con cui ella ha fviluppati i piu 
profondi miferi dell’ Anali fi . Codejìo corfo è a mio giudizio il piU com- 
pito di quanti fin ora ne ftano flati pubblicati , e la noflra Italia ba 
grandi obbligazioni a V. R. per un così preziofo dono. Me ne rallegro 
feco molti fimo, e fpero , che ella farà per ricevere quell applaufo , che 
i ben dovuto alle fue nobili fatiche . Il fecondo Tomo è intereffantiffi- 
mo per il gran numero di materie , che vi fon contenute , e che man- 
cano nella maggior parte degli altri trattati et Algebra . Defidererei che 
ella avejfe avuto il comodo di leggere una lunga memoria fulle equazio- 
ni , che fi trova ne ’ due primi Tomi de’ nuovi Atti della noflra Acca- 
demia , pcrcbì fon certo , che ella avrebbe trovato da poterne cavare al- 
cune riflejfìoni per rif chiarire i metodi del Cardano , del Bombelli ec. 
Bramerei ancora , che V. R. avejfe detto qualche cofa intorno alle radi- 
ci immaginarie , e alla maniera di ridurle alla forma A + B V 1 — I me- 
diante la multiplicazione degli angoli . Il metodo dell Articolo IX. del 
Capo III. per trovar le radici delle equazioni numeriche è flato da pri- 
ma propojlo dal Lagni nel Tomo delle memorie di Parigi dell anno 
1 722., ed è certo uno de’ piu femplici , e pili e fatti, che aver fi pojfa- 
Tto , ma egli richiede di effere accompagnato dalle regole , che bo date 
nella mia memoria fopra quejìo argomento , le quali fervono a far cono • 
fcere qual progrefftone aritmetica fi debba fcegliere per fcuramente f co- 
prire tutte le radici dell equazione propojìa . 

Afpet- 
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Af petto con gran deflderio il fettimo , ed ultimo Tomo ; nel quale 
fptro di trovare la maggior parte de' metodi concernenti il calcolo inte- 
grale , e foprattutto quelli , che fono flati /coperti in qucfli ultimi tem- 
pi . Io bo letto 1’ anno paffato alla noftra Accademia una memoria , che 
contiene una aggiunta importante da farfl al calcolo integrale , ejfa farà 
pubblicata nel Tomo, che è di prefente flotto il torchio, ma poichl ne 
bo fatti tirare alcuni efemplari a parte, procctirerì di trafmettergliene 
uno coflì in Modena per la via di Torino , acciocchì fe farà ancora in 
tempo, e fe lo giudicherà a propoflto, ne poffla fare un eftratto per in- 
ferirlo nel medefimo Tomo. 

Ho f onore di proteflarmi colla ptU profonda flima 
Di V. Riv. 

Berlino 5 . Luglio IJJÓ- 

Umilifs. ed Ohligatift. Serv. 

. De la Grange. 

ù 


All’ onor fommo , che con quella lettera s’ è degnato farmi F incomparabile 
Geometra , io perfo di non poter meglio fòddisfare , che rifehiarando i punti pro- 
porti colle ftefl'e di lui profonde dottrine . E quanto al primo io non potei appro- 
fittare della belliffima, e interefTantirtima memoria , che ha pubblicata ne’Tomi de- 
gli anni 1770., 117 i.» perchè quelli non fortirono dai torchj, che negli anni 1771, 
1 773. 5 quando nel precedente anno 1771. era già ufeito il mio IL Tomo# Comin- 
cia egli a riflettere nella citata memoria , che in qualfivoglia equazione di terzo 
grado *1 -l- ?•* 4- 1 — o l’incognita x ha fei valori, che riduconfi a tre, poi- 
ché ognun di quelli è doppio, e cne in confeguenza la rifoluzione di una equazio- 
ne di terzo grado è a parlar con rigore la rifoiuzione d’ un’ equazione di fello gra- 
do . Per acccrtarfi di ciò non altro halli a fare, che prendere le due equazioni 


f p 

(t ) »•* + — — f* = o» (l) * = m — — , o fia (3.) m % — mx 


— -j- p = o del num. 585. del II. Tomo (in avvenire intenderafli fempre citato 

il II. Tomo, quand’ altro non fi dica), e per mezzo loro eliminare la m, mentre 
l’equazione ri fu! tante da quella eliminazione farà (x } -+• px -+- qfl ~ a . Per 
efeguire tale eliminazione inalzo primieramente al cubo P equazione (z), lo che mi 

p* p* 

dà x J =3 mJ — pm 4- — ; — o, che ordino cosi m* — pm* •+■ 

1 3« 271»» r 


a’jc 5 -+- — . Surtituifco aderto quello valore di m* nell'equazione (t)r 

3 *7 


e mi 


\ 


\ 
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e mi viene pm ♦ 4- x» -+- q X m) — 



=. a , che rapprelenro cosi (4) 


*3 -f- q I 

m 1 4- — — - — X w — — t — 0 ’ Finalmente con quelle due equazioni (3), 
(4) riduco a termine la eliminazione facendo ufo della forinola ( A'C — AC') 1 — 


B'C 4- BC'XA'B — Ab' =0 del num. 563.) in cui deve edere 

X* 4 - q 

A' — i , B = C = 


*’ -f- 9 r _ ± — * 


3 P> B ' = — *j C' = — — p ; che 


però fatte le debite fodituzioni la detta forinola mi efifcifce 
x 1 4 - q 


I . . x» 4 - q 

pX* - * ~ 

ì 1 A t 




4 - x — o , cioè 


x J 4- px -+- qX x> P* 4 - 7 = o» 0 fa (*’ 4 - px -+- qY =z o. 

Non è meraviglia pert.into, che l’equazione ridotta (1) fia <Si fedo grado * 
dalle di cui radici dipendono le radici dell'equazione propofla x 5 4- px 4- q —o, 
come coda dalla rifoluzione data al num« )8j. ; e ciò non folamente, ma ancora 
dalle radici di quella dipendono le radici dell’ equazione ridotta, come or ora 
citò. Mentre 1 ’ equazione ridotta dipendendo dai coefficienti dell’ equazione propo- 
fla, ne’ quali hanno luogo le tre radici di quella [pei num. 477., 47 9-], neH’efpref- 
fione di m devonfi poter permutare fra loro le tre dette radici , lo che fa , che 
tale quantità m debba avere altrettanti valori , quante permutazioni fu di loro far 
fi poltono , vale a dire 6 , e (Tendo quello il numero delle permutazioni , che fubir 
polfono tre cofe (pel num. 894.). 

Prima però fi oITervi, che eflendo 1 , fi , t le radici dell’ unità , o fia dell’equa- 
zione x* — 1 = o, fi ha giuda il num. 574. flf — 1, /!* — !, P ! — i, 


f = y = /»*, I* = y = P*, poiché fi — t l . 

Ecco poi come dalle radici dell’equazione x } 4- px 4- q — o dipendano le 
radici dell'equazione ridotta fri. Per procedere con maggiore generalità fi prenda 
l’equazione completa x* 4 - Px’ 4 - px -h q = o, le dì cui radici fupponganii cl- 
fere a , t, c. Da quella equazione li levi il fecondo termine con fare 


x = x' k, la qual foflituzione riduce l’equazion propolla ad ‘ 


X '3 -i-VX* V + *- jH 



che (con fare 


r — 
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t ~ P —t'>q — — fk +• — * 3 == 9') rapprefento cosi x'> -f- pV 

"+■*' = o. Ora facendo a norma del num. j8j. x' — —, fi ha l’equa- 

l<n ’ 


zione ridotta m‘ + ^ p" = o, e ponendo la di lei radice 

l/ — - ?' + J/- j u + i p'J = r , fi avranno i tre feguenti valori di 
m, cioè m = r, m = fir, m — Ir, confeguentemente i tre valori di x' fono 

x' = r — x' = fir —, x' = fr — ( mentre — - — 

i Ifir i'r v j r 

p' £p' p' t' 

~ - > e — = ^77). c però i tre valori di x (con fare — - = , ) fono 

* — 7 * + r — t; x == 7 k + fir — -i; x = — 1* 4-fr — 

3 3^3 

1 • Q uin di (5) * — — -7 K + r — /; (6) b — b + (t r 

* ì i 0 

I f 

( 7 ) c — — — i-J-Pr — — : Che però fe per mezzo di quelle tre equazioni 

fi elimineranno le due quantità <•, s, fi giungerà al valore di r dato per *, b, c 
e per le tre radici dell’unità. A tal effetto fi fottraggano fuccefliramente le equa- 
zioni ( 6 ), (7) dall’equazione (j ), c ne verranno le due feguenti 

a — b = "1 — fi X r + -L-, a — e = 1 — r + -L, o fia 

/0 fi X u — b a — t ' 

W ~ _ p — fli" + f, (9) P X ~ ^ r -f- r; e per ultimo fpttraendo la 
(9) dall* (8), fi avrà — * X7E7 = *~*X r > e però r = 


'X 
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a — b x a — c 

"{-e ~ * X i—t 


i e—t 

M 


, la qual equazione con fpezzar la frazione fi riduce a (io) 
Pb t c 

r — — 4- — 4- — — — ~~ . Ma con fare fu le radici 

p-iXP-f t-i^t-P 

dell’unità le qui accennate moltiplicazioni è cofa facile il rilevare, che 
i — /» X * — * — 35 f ~ ‘Xf — t = i fi ‘> — P = Z* 1 '- Laonde fatte 

quelle foftituzioni il valore di r fi trova eflere r = — 4 4- — -f- —, o fia 


[perchè, come fi è veduto di fopra, — =zt, y = p] r = 

Poiché adunque r rapprefenta la radice dell’equazione (1), vale a dire è r — m, 


4 4" bt -f - pc 
' l 


fi avrà , con cambiare $ in t , lo che fi può fare , m — 


4 4 * p b 4 " ^ C 


. Ed ecco 


come le radici dell’equazione (1) dipendono dalle radici dell’ equazione propofta. 
Se pertanto nella ritrovata efprcffione di m fi faranno tutte le poflfibili permuta- 
zioni delle tre radici 4 , b , c , li troveranno i feguenti fei valori dell’ equazione ri- 


dotta m az: 


pb 


te 


4 4- pc 4- tb 


b + pi - 4 - tc 


m — 


b -h Pc -h ti 


Pb 


la 


c + pa 


tb 


Che fe fi porrà (11) r = a 4- Pb 4- J'r, (n) t d= 


1» pc -f- tb (non confidcrando il denominatore 3.), faranno r > tr, <i P<> 1 ‘ le 
fei radici dell’equazione ridotta, olia»; — r = o,m — Pr—o,m — tr=o, m — t=o, 
m — pt = o, m — t< = o. Si moltiplichino le tre prime, e fi avrà n , 3 —r 3 = a, e pari- 
mente il prodotto delle tre ultime dà »/ 5 — 1* =0, delle quali il prodotto efibifee ( equa- 
zione ridotta m‘ — (t 3 4- /*) ir, 3 4- r 3 1 3 — o , in cui hanli a determinare i valo- 
ri di r 3 4- t 3 , e di r> l 3 coi coefficienti dell’ equazion propofta. A tale oggetto fi 
ofiervi, che le di lei radici ellcndo a , è, c, fi ha ( pei rum. 477., 479.) — 4 
— « 4- t + r; f = «i + « 4- ir; — q — abe; quindi 


a+ .fc4_c)( ab 4- a c 4- bc = a'b 4- b l c 4 - 4C* 4 - ab 1 4- bi* 4- 4V 4 - %*bc 
— — tj> , e in conlèguenza a : b 4- b l c 4- ac‘ 4- ab 1 4- be’- 4- a 2 c — — kp 4- 

Zlj 
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x vìi 

3 + f — * 5 4 - è 3 4 - c } 4 $a 2 b 4 3a‘c 4 - lab 1 4 3 & 1 e 4 3--'* 
4 3 èc* 4 óabc — — 4 r J , e però a 3 ■+• è 3 ■+■ c 3 = -r- k 3 3 kp — .3 q; a 3 4 
b 3 4 c 3 4 6 abc = — è 3 4 3*/ — 99 ; a 3 è 3 4- a 3 c 3 4- b 3 c 3 — («è 4ac 4èc) 3 

— 3 *tfX •» 4 - ac 4 bc )(« + 4 4 -r - 3a*è*c* == /> 3 3^9 4 - 39*; 

a*è 4 - è*c 4 - a*c X “b‘ 4 4 «‘f = a 3 è 3 4 - a 3 c 3 4 - è 3 c 3 4- 3 «*è*c* 4 

aècX<P 4 b 3 4 c 3 — p 3 — 3 kpa 4- 39* 4- k?q — 3^/9 4- 39*. Stante ciò 
fi pad! a trovare i valori di r s , p, e primieraineice per avere il valore di r 3 , fi 
alai a! cubo 11 valore di r (n), e offervando che fil — fi 1 — 1, fi avrà r 3 =s 


a 3 4 - è 3 4 - c } 4 - < 5 aèc 4- lfi\b 2 c 4 - a*è 4 ac* 4 - 3 t 1 '/ x ab l 4- èc* 4- a 1 e ; 
confeguentetnente cambiando tiiuli troverà r 3 = a 3 4- è 3 4- c 3 4- óabc 4. 

3 /X flJf + bc 1 4- ab * 4- j,f*X ac* 4 - è*c 4- a*è . Quindi r 3 4 * 3 = 

2X« ! 4 è 3 4c 3 4<5aèc 4- 3 Xi* 4- 1* 1 X a*è 4- è*c 4 ac* 4 ai* 4- bc 1 4- a*c = 
(perchè effóndo r, fi, fi 2 le tre radici dell’Unità, fi ha 1 4- fi 4 /f*=2 0, e però 

fi 4 i* s — — 1 . ) 2 X a 1 4 - è 3 4 c 3 4 - óabc — • 

3 Xa*£ 4- è*c 4- ac* 4- aè* 4- èc* 4- a*r — (con rimettere i corrifpondenti va- 
lori dati per i coefficienti /(, /, 9 ) — 2è 3 4 - 64 / — 189 4 - 3</> — 99 z: — 

li 3 4- § 4 / , — 279; ed r 3 / 3 = (con foftituire — 1 in luogo di 9 4 e I* 

% ■ . ■ - ■ i. * — 1 

in vece di fi 3 ) a 3 4- è 3 4- e 3 4- *ibc — 

3 X a 3 4- è 3 4- c 3 4- 6abc X a*è 4- è*c 4- ac* 4 aè* 4- bc * 4- a*c 4 
9 X a*è 4- è*c 4- ac* * 4- aè* 4- èc* 4 a*c — 

9 X <r“è 4 è*c 4 ac 1 X aè 1 4- èc* 4 a’c = ( ccn aggiungere a quella quantità 

la quantità i 8 Xa*è 4 è*c 4 ac* X a ^ 4 - èc* 4 a*c prefa tanto col fegno po* 
litivo, che col fegno negativo) ai 4 è 3 4 c 3 4 6abc — 

3 X flJ 4- b 3 4 c 3 4 óaèc X a*è 4 “ è*c 4 ac* 4 aè* 4 èc* 4- a*c 4 
9X» l b 4 b‘c 4 ac* 4 aè* 4 èc* 4 «*f — ' 

t 

27 X a*è 4 è*c 4 a’c Xaè* 4 èc* 4 a*c = ( con timettere i corrifpondenti va- 

-1 . ■ . . . t 

lori dati pei coefficienti *, / , q) — A 3 4 l k t — 91 ~ ' 

T. Vii c 3 X 
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3X— * J -f-i k P — 9 ?X~ k P ■+■ 3 ? + 9 X— kP + }9 ~ 

2 7 )(pJ — -j_ nf 1 -4- — (con fare le indicate operazioni, con 

ridurre i termini limili , e togliere quelli, che li elidono) 4 ' — ghp 4- l~k l p x — 

27P } = — 3 p 3 . Adunque la ricercata equazione ridetta è 

m 4 4 - 2* J — 9*? 4 - 27 qX mi + — IP* — . .... 

Di pari palio procedendo il Sig. de la Grange rifpetto alle equazioni di quar- 
to grado, fa vedere, che la rifoluzione di una equazione di quarto grado 4 a par- 
lar con rigore la rifoluzione di una equazione di duodecimo grado , che riduce!! al 
quarto, in quanto che i dodici valori di x riducenti a quattro , a motivo che 
ognun di loro è triplo , confeguentementc 1 ’ equazion da rilòlverfi 4 

x* 4. px 1 4- qx r* =0, alla quale (i giunge con eliminare la quantità m 

per mezzo delle due equazioni 4- 2 pm 1 4- p l — 4 r X OT — y* = o del num. 

_____________ » 

607. , ed (x l -i — )* = mVx' — — x — »- d e i num.(504- 

2 /\ m Ot qrn 

Di fatto chiodici fiano i valori di x rendei! manifefto coll’ offe rvare, che V 

equazion ridotta m l 4- 2 pm 1 4 - p* — q r X m — q 1 = o effendo di terzo grado, 
deve neceflàriamente aver tre radici, ognuna delle quali potrà egualmente foltituir- 

t tf 2 p -f- M 

fi nell’efprelfione di x, che è x — ± — *Jm 4 — , con che 

2 ' 2V" 4 

a motivo dell'ambiguità de’ fegni dodici rifuiteranno i di lei valori . 

Efibifce in feguito un metodo diretto con cui ottenere l’equazion ridotta data 
pei coefficienti dell' equazion propolta, ficcome ci fopra fi 4 trovata rifpetto alle 
equazioni di terzo grado , la quale equazion ridotta relativamente all’ equazione 

1 4? — ar 

completa x* 4- kx } 4- px 1 + 4 r = o è *' — — pm 1 -i m 4- 

2 2 

4 r-t'Xr- 1 1 _ 

8 ~ ’ 

Raccoglie!» da tutto ciò, che comunque fi tenti la rifoluzione delle equazioni 
di terzo , e quarto grado , devonfi fempre trovare fei valori di x rifpetto alle pri- 
me, che pei riduconli a tre , e dodici rifpetto alle feconde , che riduconfi a quat- 
tro . 

Ma potrebbe dire qualcuno : Siccome fi rifofvono le equazioni di quarto gra- 
do con atfijinere due equazioni indeterminate di fecondo grado , come li 4 prati- 
cato al num. 637., e non fi potrebbe giungere alla rifoluzione delle equazioni di 
terzo grado x> 4 - tv* 4- px -f- q — o con affirmere due equazioni indetermi- 
nate, una di fecondo grado x l 4- mx 4 - „ o, c falera di primo grado 
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it 4- Tt — o , tanto più che ciò riufcirebbe comodiamo , ftante che determinato 
che fi folle il valore di b , Tetterebbe anche torto determinata l’ equazione di fe- 
condo grado k* ■+• mx 4- n — o , coi fi potrebbe dar quella forma 


x* + K—‘ &X* -+• 


7 

k 


= o? Cui fi rifponde, che un tal metodo nel prefenteca- 


fo riefce del tutto inutile, perchè non eflendovi alcuna ragione, per cui la lettera 
b rapprefenti piuttorto una, che 1’ altra delle tre radici dell’equazione propotta, le 
deve nel tempo Hello rapprefentare tutte tre , in confeguenza di che la provenien- 
te equazione, che deve elibire il valore di b, non folo deve edere di terzo gra- 
do, ma in oltre aeve efferc la ftefla, che la data equazion da rifolverfi: Di facto 
il calcolo fomminittra b 1 — k.b‘ -t~ pb — q =. o . L’ equazione poi 

x 1 4- T^—b'fi x 4 - = o mediante la fortituzione de’ tre valori di A fi cambia 

in tre equazioni di fecondo grado, delle quali la prima (fuppofto che le radici 
dell’equazione propofta fiano a, b, r) avrà per radici a, è; la feconda avrà a , 
c\ e della terza le radici faranno c, b. 

Ai num. 114,, 160., i< 5 r., 162, ho detto cofa fiano le quantità immaginarie, 
e donde nalca la loro impollibi'ìtà . Al num. 383. ho detto come quelli immagi- 
nar) , a quali fi perviene nella foluzione de’ problemi , indicano le condizioni ripu- 
gnanti , che in voi ve il problema (tettò. Quelli cafi poi inchiudenri contradizione 
vengono per lo più introdotti dalla natura del calcolo, che di quantità negative 
efibifce radici d’ efponente pari ; alle volte ancora introdotti vengono dalla manie- 
ra , con cui la quettione (1 enuncia. 

Al num. 417. avendo dato il modo di ritrarre la radice quadrata da una quan- 
tità immaginaria di quella forma M + N y' — 1 (le quantità M, N fono rea- 
li), ho ritrovato, che la cercata radice, elTendo A 4- B y — it ha pure la me- 
defima forma; onde al num. 418. ho conchiufo, che la forma delle radici immagi- 
narie di qualfivcglia equazione farà Tempre A 4- B y' — x • Ma per procedere ge- 
neralmente , e far ufo della moltiplicazione degli angoli , dico che fc nell’equazio- 
, ne di fecondo grado x l -j-px-i-q = oìep, q faranno quantità immaginarie 

della forma M +• N y' — 1, le di lei radici faranno pure della medefima forma 
A -+- B y 1 — i (le quantità M, N, A, B fono reali). Si rifolva la detta equazio- 


ne, e fi avrà x =z — j- p ± j/* ~ p l — q: Ma tanto p , che q avendo que- 


lla forma M 4- N y' — j, fi potrà adunque ridurre la quantità l/ p x — q 

4 


a quella forma j/M' 4- N s y — 1 , e però 1 ’ anzidetta radice troverafli elfere 


c z 


Digitized by Google 



XX 


* — — “• P - j/M' 4- N' y'— i (M' } N' fono quantità reali). Ora in un 


cui feno 
«ggio 


cerchio, il di cui raggio fia y M'* + *'* fi prenda un’angolo fi. il di ci 
lia = N , ed il cofeno = M' (eflèndo — N' il feno dell’angolo e, e il 

~ V -l- N' 1 i ficcome (pel nura. 2j. del calcolo de’criangoli piani Tomo 
1 U.) il cofeno è — j/i Sen. , fi troverà, che il colòno dell’angolo fi * — - 
VM'* -h N'* _ N r ‘ = VM- = M'), con che la quantità 
VM'+N'/Zl « trasformerà in j/CcC g +■ Sen.fi y~ — ( pc i „um. 34. 
del calcolo de’ triangoli piani Tomo HI.) Cefi ~ fi Sen. - f yZTJ, Quin- 
di facendo Co fi fi — M", Sen. {fi — N", farà |/m' N' — 


M v ' 4- N'V— i) confeguer temente perchè anche la quantità p ha la medefima 
forma , la radice x — — p •+. M" 4- N" y' — 1 troverai!! efprelTa cori 

* = A 4- B v / — 1 . 

Ma andiam più oltre, e vediamo come le quantità immaginarie di qualunque 
forma elle fiano, fi poffano effe fempre ridurre a quella efpn filone A + B y tZTJ. 


E primieramente avendo detto poc’anzi, che la quantità ? fi pB ò ri- 

durre a quella ferma |/M' 4- N' y— 1, per poterfene accertare fi olfervi, che 
la quantità p avendo (per ipotefi) quella forma M 4- N vf^T, la quantità 

p 1 — q farà per efempio j/ ~X‘» + £y— 1 — e — i y 37 } c h e , 

con prendere in un cerchio, il di cui raggio fia — ya 1 4- **, l’angolo fi, del qua- 
le il Ceno lia = b , eJ il cofeno — a , li trasforma in 

/ | * _ 

V ^-X Cefi 4 4- Sen. fi y— t — c — d y— 1 , 0 fia (pel num. 34. del cal- 


colo 
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colo de’ triangoli piani Toma ITI.) 


sxi 

j/ — XCoC • fi + Sen. a fi y' — x — c — d y — x , la quale efpreflione con fa- 

I > I 

te - Cof. tfi — c = e — Scn. 2 <» — d = N' fi cambia in 

*r *» • 

|/M' 4- N' V — 1 • Si poteva anche fenza altro inalzare al quadrato la quan- 
tità a 4- b V — t> 1° che dà a 1 4- lab y — x — b* , onde facendo 
~X«* — b % — c ss M' , e — ab — d ~ N', la quantità 

|/Lx- + b V— 1 — c — d y~ [ fi riduce a j/m' + n% yZTT. 

Generalmente fe fi avrà la quantità (M + N y^T/, con trasformarla nel 

modo anzidetto così (CoC (I 4- Sen. g y_ x ) r , e fla fi ridurrà a Cof. tfi 4- 

Sen. tg y~, che con fare Cof t g — A, Sen. tfi = B, acquifta la forma 

A 4- B y — t • Si o (fervi thè la lettera t può rapprefentare tanto un numero in- 
tero , che un numero fratto. Ma (è l’efponente t farà negativo, con che fi abbia 

(M+N y~ ) — * = ( Cof. fi 4- Sen. fi ss 

__ r 1 

Col .f 4- Sen. fi 1 / — a Cof. / /? 4- Sen. r /? y — x> in tal calo fi moltiplichi il 

i • . 

numeratore, e il denominatore di queft’ultima frazione per CoC t g — Sen .tfi y_L ,, 

CoC tfi — Ser. tfi ‘y/ — 1 . 

io che darà ======* =+" : ' -i ' . = (perchè Cof tfi 1 + Scn. tfi'=i\ 

Coi. t fi 4- Sen. r fi * 

CoC tfi — Sen. tfi y— x, che fi riduce ad A 4- B sj— x con fare CoCrtfss A, 
«— Sen. tfi — B. 

Vediamo ad e fio come alla fieflà forma A 4- B y — j fi riduca la quantità im- 
maginaria M 4- N V — * elevata a una potellà, il di cui efponente fia una quan- 
tità immaginaria della medcfima forma, cioè a 4- b y — x, vale a dire fia (13) 

(M 4- 
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___ 4 4 * 4 y — * , 

( M + N V— I ) = A +■ B y— I . A t*re oggetto pertanto 

offerviamo, che al narri. 497. Tomo IV. fi 4 trovato fi V — 1 i = 

x Cof. # 4- Sen. /i V— 1 1 Cof fi 4 - Sen fi y — 1 

— A =.; ma — A — — ^_=r — 

2 Cof. fi — Ser. fi V — 1 2 Cof fi — Sen, fi y — 1 

l. Cof fi 4- Sen. fi y — 1 j poiché pattando dai logaritmi ai numeri fi ha 

C of fi -t- Scn _ fi _ y — __ ^ Cq( - Sen ^ Y) 1 ; che riducefi ad 

Cof fi — Sen. fi y— 1 

1 = Cof fi 4- Sen. fi y— 1 X Cof. 4 — Ser.# y— i, vale a dire ad 1 = x ; 

« però fi ha fi y— 1 = /. Cof# 4 - Sen # y — 1. Stante ciò fi faccia 

M N 

yM*4_N* = R; yA l 4- B* = R'; e però — = Cof #; = Sen./; 

A B 

— ~ Cof fi, — v = Sen. t, de’ quali valori la foflituzione cambierà l’ equazione 

R' K 

— * -f - b y — x — . 

(tj) in R X Cof fi 4 - Sen .fi y- r = R'XCoU 4- Sen.X y— 1, 

che con pattare Uai numeri ai logaritmi diverta 

a 4- ^ y — r^(/. R 4 " A Cof fi 4* Sen. 4 y — “ x rete /• R' 4 * 

/. Cof t 4- Sen.# y — 1 > vale a dire (con foftituire fi \' — 1 in luogo di 

A Cof fi 4- Sen.# y^T, e / y~ in vece di I. Ceffi 4- Sen.# y— 1) 

a 4- b ylTTXA R + fi = f- R ' + * V~, o Ga « A R 4 - 

b y~ Vf R 4- <r# y“ — bfi — l. K' + fi : Onde eguagliando le 

quantità reali alle reali, e le immaginarie alle immaginarie fi ha <1 l R — bfi = 
/ R' e b A K 4- u# = f, delie quali equazioni la prima efibifee R = (la lette- 
la /,R — b # 

ra e rapprefenta labafe logaritmica nel fiftema de’ logaritmi iperbolici) e ' • 

o fia (con foftituire i valori di R, fi, che fono R =: yM* 4-N 1 , fi = ad arco 

«=«l™»«S» _—•)*' = 

N 

« A yM* 4- N* — b arco del Sen. —— ^ 

. , e la feconda trovafi cflere 
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t = H. VM'+N* 4 - a Arco de! Sen, ^ : Che però e (Tendo A = 

V M* 4-N* 

R' CoC f , B zz R' Sen. /, fi ha A zz 


•l y M* 4- N* — 4 Arco del Sen. 


N 


< Arco del Sen. ■ 


N \ 

=r) ), e B - 
1 j-N‘ / 


VM 1 4- Wj 

(, CoC ( 4 l. y m 1 4- N* 4- 


yM 1 4-N* 


4 /. y M* 4-N 1 — 6 Arco del Sen. 


N 


yM'4-N* 


4 Arco del Sen. 


yM 1 


1 X 

1» 4_N*V 


( Sen. (4 /. yM 2 4- N* 


Quindi efTendofi trovati i valori di A , B, re fi a ancor ridotta la quantità 
4 4- 4 y — t 

M 4 - N y — i alla forma A + B y — i . 


D‘eguai maniera fi dimofheri , che alla forma A 4 -By — i fi riduce qualunque 
quantità razionale politi va P elevata alla poterti deli’ esponente 44 -4 y — 1 . Di 
44-Ay — 1 _____ 

fatto ponendofi P — A 4-' B y — fi determineranno i valori di A, B 

, «A > g 

cosi. Si faccia y A‘ + B' =z R'; — zz Cof. t, — - ~ Sen. f, con che Te* 

is. K 

_ 4 4 " ^ y — 1 

quazion precedente fi cambierà io P = R' X Cof. 1 4- Sen. f y — 1 , 

che con paflare dai numeri ai logaritmi diventa 

44-4 y~^/. ?=l. R' 4. 1 . CoC t 4- Sen. t yZT, o fia 4 4- 4 V — T)( '• P 

~l. R 4-Jy_i. Che però facendo l’indicata moltiplicazione, e paragonando 
le quantità reali alle reali, e le immaginarie alle immaginarie, fi ha al. Pzzl.R.', 
a a 

e però R' = P , t l , = 4 IP; confeguentemente A = P CoC 4 /, P; 

4 

® = P Sen. 4 /. P. Quan- 
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Quanto al fommare, o fottrarre le quantità immaginarie della forma M -f-Ny' — i . 
già cotta abbaltanza, che la loro fammi , o differenza faià Tempre della meden- 

ma forma A 4- B — x. Lo fletto cotta eziandio quanto alla moltiplicazione. 


Rifpetto poi alla divifione, fe fi dovrà dividere — i perM'4-N'y — r, 

fi faccia M , pofeia di quefta frazione fi moltiplichi il numeratore , c 

M' + NV-i 

il denominatore per M' — N'V — 1> lo che darà 

MM* 


MM'+NN' + M'N — M N' X V — t 


, che con fare 


M'N _ MN' 


M u +• N' 1 
ss B, fi riduce alla forma A 4 - B y* — r , 


M' 


NiN' 

-j^r 


= AJ 


M u 4- N' 

Al num. 485. fi è veduto, che nelle equazioni immuni dagli immaginar) le radici 
immaginarie fono Tèmpre in numero pari, cosi che fe una qualfifia equazione avrà 

una radice rapprefentaca da A -f-B y' — x, ne avrà eziandio un’altra rapprefenta- 


ta da A — B\/ — 1 , vale a dire un di lei quaffiafi fattore x — A — Bv^ — isso fi- 
li Tempre accompagnato dal fattore corrifpondente x — A + B)/ — 1 so; e fic- 
comc il prodotto ai quelli due fattori è x'-iAx+A' + B’so , quindi ne fo- 
glie, che qualfivoglia equazione fi potrà Tempre rifolvere in fattori realidi primo, 

0 fecondo grado. A fine poi di dimottrare quella propofizione, batta provare, che 
ogni equazione di grado fuperiore al fecondo può fempre elfer divifa in altre due, 

1 di cui coefficienti fiano quantità reali , lo che ha fatto il Sig. de la Grange in 
una memoria inferita nel Tomo dell’anno 177Z. dell’Accademia di Berlino. 

Non fo come , mai mi è caduta fott’ occhio la memoria del Sig. Lagni , ond’ è r 
che al Sig. Mover ho attribuito il metodo dell’ Art. IX. Gap. III., di cui 1 * inven- 
tore è (lato I’ anzidetto Sig. Lagni . E’ necelfaria affatto, e indifpenfabile raggiun- 
ta, che a quello metodo ha fatta il Sig. de la Grange , ed io già prevalici men'ero 
pet inferirla a filo luogo, ma bifogna aire, che fra 1’ altre mie carte quello fogliò 
volante andalfe fmarrito, del che fe non dopo la (lampa accorto mi fono. La re- 
gola di cui ora parlo confitte in faper determinare qual ferie aritmetica debbafi afc 
fumere per le fuppofizioni dell’ incognita x , affinchè niuna delle radici manchi di 
manifeftarfi nella ferie dell’equazione, lo che fuccede ogniqualvolta hanno luogo i 
cali rilevati ai num. 708. , 709. Dico pertanto , che affumendofi la ferie 
o, ni, 2 m, %m, 41» ec. , dovrà la quantità m eflere eguale, o minore della più 
piccola delle differenze eGftcnti fra le radici dell’ equazione , di cui fi tratta, la 
che è per fe evidente: Che però tutta la difficoltà riducali a determinare quello 
numero , che non forpafli la minore delle differenze dell’ equazione data . A tale 
oggetto fi trasformi l'equazione propofta x" — Ajt'“' 4- B *' -1 — Cx"~ ! 4- 
Dr'~ 4 4- ec. ss a (2) in un’altra, le di cui radici fiano le differenze delle ra- 
dici della data equa7.ione (2). Ma per fare quelli trasformazione fi offervi, che 
ficcome la x rapprefenta una qualfiiia delle radici dell* equazione (2.) , cesi fe un’ 
altra qualunque dette dette radici fi rapprelentctà con x', T equazione (2.) fi cam- 
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bierà in (3.) x'* — Ax'*”'* 4 - Bx''"'* 1 — Cx N, ”i + ec. = o. Ori fia » la diffe- 
renza, che paffa fra le due radici x, x', onde fi abbia x'sjf + n; che però fo- 
jlituendo quello valore di x' nell’ equazione (3.), fi avrà 


*- + - „x-« + «>x-* 4-l^"~ lX "r-l w ,x-i + . 

I 1. a. I. 2. 3. 


~Ax"~‘ — (— Attx" - *— ("■ ■ l -X_.,Ì Au'x — 3 — 


ec. 


4-Bx’ 3 ■+■ - — - B« x°~ 3 ■+• ec. 

1 

«— Cx" -3 — ec. 



r=®» 


nella quale equazione, andando a zero il primo termine a motivo che egli è la (leda 
propolla equazione (1.), fe fi farà nx "~ 1 — (« — i,Ax*"“ + b — 2 . Bx" — 3 ec.:= K; 



,n — tX” — 2. . .. 

~ ( 0. Ax 3 ec. = M; 


» X« — 1 X" — a 

— ti — x 3 ec.e=Nec, 

1. 2. 3. 


indi fi faccia la divifione per a, fi ridurrà a K 4- Ma -f- N« l 4- ... 4- a” - 1 = o (4-). 
Siccome pertanto quella equazione (4) con follituire in luogo di x una qualunque 
delle radici dell’equazione (2.) viene ad aver per radici le differenze, che pattano 
tra quella radice, e tutte le altre della (letta equazione (2.) così fe per mezzo di 
quella equazione (4.), e dell’ equazione (2.) fi eliminerà la x, fi giungerà a un» 
equazione data per u , le di cui radici faranno le differenze tra ciafcuna delle ra- 
dici dell’ equazione (2.) , e tutte le altre radici della fletta equazione ; e in confe- 
guenza efla farà l’equazione cercata, la quale avrà quella forma • 

au x, ~ l 4- bu 2, ~* — cu x, ~ 6 4- — ec. = o , o fia ( con fare ir = v ) 

v* — av , ~ l 4- tv* 1 — cv *~‘ 3 4- * — ec. — o (6.). Che poi tale eflèt 

debba la forma dell’equazione cercata, fi rileva dall - oflèrvare, che il numero del- 


le radici farà efprefTo da n )(n — < sz iq , e che ogni due di quelle radici faran- 
no eguali, e di fegno contrario, lo che fa, che nell’equazione debbano mancare 
tutte le potenze impari di u: Come fe le radici dell’equazione (2.) ditterò $ f, 
j,, 1, le radici dell’equazione ($.) faranno fi — t, fi — y. fi— « t - fi f — y, 
f — 1, y — ‘fi,y — *,y — »i 1— (8, « — t — y Ritrovata che fiali l’equazione 


( 6 .) fi ponga 

3 

I • b 



mercè la quale follitu/.ione ettendofi etti trasformata in 
— y C — } + «• =0 , o fia ? — f?~‘ 4- gy'~* — 


by 3 4- ec. = o (-7.), fi ritrovi di quella equazione (giuda le cofe dette nell’ 
Art. Vili. Cap. 111 . Metodo IV. Tomo il. ) il limite delle radici pofitive , quale 


Tomo VII. 


d 


fia 
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fia =p , cosi che elfendo p maggiore di ciafcuno dei valori politivi di j, fari 


t 

P 


minore di ciafcuno dei valori pofitivi di — , o fia di v , e però minore di 

3 -VP 

qualunque dei valori di », vale a dire minore di qualunque delle differenze, che 
parta fra le radici reali, e ineguali dell’ equazione (a.) Ora non potendo l’ equa- 
zione (2.) aver radici, le di cui differenze fiano minori dell’unità, fe non in cafo, 
che lìa \fp eguale, o minore dell’unità, ogniqualvolta ciò fuccederà , fi dovrà fare , 


m— , o pure < di ; ovvero (elfendo k il numero intero, che i eguale, o 


proflìmamente maggiore di V f ) m — — : Per 1° che la ricercata ferie aritmo- , 

* 

I 2 2 4 

tica per le fuppofizioni di x farà o, —, — , — , — ec. Ma per ifchivare l’in- 
comodo, che feco porta la foftiruzione de’ numeri fratti, fi trasformi 1’ equazione 


(2.) con foftituire 


X 

T 


in luogo di x, indi all' equazione trasformata fi applichi il 


metodo foftituendo in luogo di x i fuccclfivi termini della ferie naturale o, 1,2, 
3, 4 ec., e le rasici cercate troveranfi cadere fra i numeri conferitivi di quella 
ierie naturale, che nella ferie dell’equazione daranno rifultati affetti da differenti 
fegni , avvertendo però , che gli anzidetto numeri devono edere divifi per 4 . 

Prendiamo 1’ efempio dall’ equazione x 3 — 7 x 4-7=0, la quale ( fupponendo 
che x ' fia un’altra di lei radice) fi cambia in x' 3 — 7x'-f-7 = o. Quella equa- 
zione con foftituire x4- u in luogo di x' fi trasforma in x 3 4- jx'u 4-3XI1 1 4-rr 3 
— -)x — 7«4-7=o, clic riduce» a jx* 4- 3x11 4- u 1 — 7 = 0. Ora mediante la 
formola d’ eliminazione del nu.11. 568. fi elimini con quelle due equazioni x 3 — 


7* 4- 7=0, qx l 4- ixu -f- »* — 7 — 0,0 fia 3X 3 4-3x l « 4- ** — 7 X x — O la 
x. Facendo pertanto le convenienti foftituzioni fi troverà As=t, B — o . C=— 7, 
U=:7,A'=j,B'=^«,C's=* J — 7 onde l’anzidetta formola diventa (634- 3M 3 — ai») 1 — 

Ó 3~3“‘‘l _ 2 l +9“ 1 X — atn'-f- <47 — 03 “ — ie* 4 - 14' 1 - 49 “ o, o fia 

( A3 4- j» 3 — 21» )* — 42 4 - òn 1 X — 7» 1 — ** — 6?a 4- y8 .= 0 , che con fcre le op- 
portune operazioni riducefi ad u e — 42«*4"44 : " 1 — 49— °> c quella con porre 

1*— zi paffa ad elfere v 3 — 4221*4-441» — 49 = 0, quale con foftituire — in 

y 

42 1 

luogo di » fi trasforma in y 3 — 97* 4 y =0 . Cercando aderto il li- 

49 4à 

mite proffimp maggiore qi y, fi trova, che egli è 9, onde fi ha p = g, ed 


1 
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— I— = = — , e però £=3. Quindi I’ equazione proporla x* — ix-t-'i—o 

VP V 9 3 

x 

con foftituire — in luogo di x fi triformi iti x } — 63x4-189=0, cui appli- 
cando il metodo fi ha , 

— io— 9 — S— 7— 6 — 5 — 4— 3— 1— 1— <3 113456 

6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 666666 

— 66 — 60 — 54— 48— 41— 36— 30 — 24— 18— ri— 6 0+ 6+12+1S+24+30 

4-268+2o3-f-i 54+ ro6+ 64+ 28— 2 — - 26— 44— 56— 62— 62 — '56—44 — 26— 1+28 
— 181+ 27+181+287+351+279+377+351+307+251 + 189+127+71+27+ i— 1+27 


delle radici adunque dell’equazione propofia una cade fra — — , e — la 

3 3 

conda fra — e — , e la terza fra — , e — * 

3 3 3 3 

Si oflèrvi , che fe l’equazione (2.) avrà tutte le radici reali, nell’equazione (5.) 
faranno pure tutti reali i valori di « , confeguentemente nell’ equazione (6.) i va- 
lori di v faranno non folo reali, ma anche politivi, perchè è Tempre politivo il 
quadrato di una quantità, comunque fia ella politi va , o negativa; e ficcome (pel 
nunr. 500. ) fe un’equazione ha cutte le radici reali, i di lei legni fi devono alter- 
nare da politivi a negativi , perciò fe nell’ equazione (6.) non lì alterneranno i lé- 
gni , ciò dirà indizio, che 1 ’ equazione (2.) ammette radici immaginarie. Perchè poi 
le radici immaginarie fono Tempre in numero pari, ed hanno quella forma 

A ± B y / — 1 , perciò farà o=± 285/ — t, ed v — — 4 B 1 ; onde I* equazio- 
ne ( 6 .) avrà tante radici reali negative, quante para diradici immaginarie ammet- 
te 1’ equazione (2.) 

Ho detto doverli giungere per mezzo dell’eliminazione all’equazione ( 6 ) 1 , per 
altro anche indipendentemente dal metodo d’ eliminazione fi potranno determinare 
i valori de’ cceflicienti , a , b , c, ti cc. , e cosi tolto ottenere la ricercata equaz ; c* 
ne ( 6 ) , A tale oggetto fi ofièrvi, che eflèndo fi, t, y, t ec. le radici dell’ equa- 
zione (2.), faranno P— t , 0 —y* , 18 — • * , t-y 1 , f— «* , y - * 1 , le radi- 
ci dell’ equazione ( 6 ). Si ponga pertanto A v = $ -t-t + 7 + < + ec.; A"=/l l +« 
i“-hy l + . l +- ec. ; A"' = ^ , + X , + ). 3 + < ! ec.; A""=/t‘ + f* + y ► + «'+•«.; c 

u P P P P 

generalmente A = /J + t 4- y + « 4- ec. , ove è fe non che la 

lettera <4 denota gli apici, e la lettera p denota numeri : Che pero delignando colla lct- 

cera (4 il numero degli apici , fi avrà A = A A — B A + CA — ■ 


d 2 


DA 
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DA * 1 4 4 - ±p HA * 1 '**. cioè ( fe fi=i ) A'_A; fe u — "> A" = 

AA' iB; fe ='"7 A"' = AA"-BA + 3 C; fe A"" = AA'»- 

BA" -+- CA' — 4 D ec. In oltre ponendo è' — fi— l -+- fi— V 4- fi — « •+* 

j'—j . 2 + t - « 1 -+- ec. ; 4" = fi—** 4- fi ->* 4 - fi- t ■+■ t-t* 

.+- t—i* + y -, 4 -+- ec. ; è'" = fi—t* 4- fi— y 4- fi—* + t—> s +- 

j- , 6 4 - y — , 4 ■+• ec. ; è"" = ec., fi avrà L 11 — nA ,- “ — CftA'A’^ ‘ 4 - 

x~ ~t A „ iryJjEr. Ixjj *- 2 


A"' A 


— *X 2 ^ — 2 


2 . $ 
A*** 


* — 2 -‘ ^ . ; onde fe làrà f* = I , fi avrà 

è' = n A" — 2 X — , fc M=", farà 4" = » A"" — 4 A S A'" 4- 4 X~ 


3 


fe u — fi avrà 4"' = » A""" — 6 A' A'"" 4 - i 5 A"A""— 20 X — ec. 

Ora elfendofi trovati i valori delle quantità è' , è" , è'" ec. , fi avranno tofio » 
valori de’ coefficienti « , b, e, d ec. dell’ equazione (6), che fono 

ab' — b" bb'-ab"-t~b'" cb' — bb" + ab'"—b"" 

a—b' ; 4= ; e = d — ec. 

* l ’ 4 

Quindi per avere i valori de’ coefficienti a, b, e, d ec. dell’equazione (6.), fi cer- 
cheranno primieramente medianre le date formolo i valori delle quantità A', A", 
A'" fino ad A*' , pofeia coll’ ajuto di quelli fi cercheranno i valori delle quantità 
è', b" , b'" fino a 4 ? , e finalmente per mezzo di quelli fi determineranno i cer- 
cati coefficienti », b, c, d ec. 

Se nell’equazione (2 ) mancherà il fecondo termine, fi avrà A = A'=o; A" — 
— 2 B, A'" = 3 C; A""=-BA"- 4 D; A'"" = — B A'" 4 - C A" -I- J E ec. ; 

A" 2 A'"* 

4'=*A"; 4"=»A u " 4-6 X~ — i 4"' = n A""" 4 -i 5 A" A "" — 20 X ec- 

A tenore di ciò cerchiamo le radici della precedente equazione *1 — 7 * 4-7 = 0 , rifpetto 
alla quale è A— o, Ber— 7 , C=— 7 , «=? e però A'=o , A" — 14 , A' v '— 21 , 
A""=98 ! A" w rr-245,A''"'"-8jj ) 4'rc 4 2,4"rrS82,4" v r=i8.ò59,come S uenteme[i- 

, ab' — 4" 46' — «4" 4-4"' 

te «=4—42,4= - = 441 , c = = 49 , e però P equa- 

zione (6) rifalca , cerne fi è antecedentemente trovata, » } — 42& 1 4-441®— 40=0. 

Ho 


/ 
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Ho detto , che i! numero deile radici dell’ equazione (5.) viene efpreflò da 

n X »-*-i , ma ciò develi intendere in fuppolizionc , che le radici dell’ equazione 
(2.) liano tutte ineguali . 

Abbiamo veduto di fopra, che fe l’equazione (2.) avrà radici immaginarie, la 


di cui forma deve eflère A ± By — 1 , farà — 4B 1 ; onde fe nell’equazione 
(6) fi cambieranno i fegni alle poterti impari ai v, tale equazione avrà tante ra- 
dici reali pofitive, quante para di radici immaginarie avrà 1 ' equazione (2.) Se adun- 
que di detta equazione fi cercheranno le radici reali polìtive, quali fiano •»" ec., 

faranno , , ec. valori di B. Reftano aderto a cercarli i valori di 


A, a tin d’avere i valori delle dette radici immaginarie. A tale effetto fi follitulfca 


A -f- B v* — 1 in luogo di * nell’equazione (2.), e con ciò, che ne verrà fi for- 
mino due equazioni, delle quali una contenga i termini, che non fono moltiplicati 


per y/ — 1 , e P altra tutti quelli che fono moltiplicati per V — 1 . Se i valori di 
B fono tutti ineguali, fi divida una di qaerte equazioni per l’altra (quelle equa- 
zioni devono edere ordinate per A), e li continui la divifione, finché fi giunga a 
un refiduo, in cui la quantità A monti alla fola prima dimenfione, e quelle) refi- 
duo eguagliato a zero, con follituirvi i valori di B, fomminirtrerà i ricercati valo- 
ri di A . Che fe dei valori di B due faranno eguali , fi dovrà continuare 1’ accen- 
nata divifione, finché fi arrivi a un refiduo, in cui la A afeenda a due dimenilo- 
ni; cori nel refiduo la quantità A dovrà elfere elevata al terzo grado, fe dei va- 
lori di B tre faranno eguali fra loro ec. Da quelli refidui poi eguagliati a zero fi 
ricaveranno i ricercati valori di A dopo averci foftituiti i valori di B. 

Defumiamo 1’ efempio dall’equazione (7) x 3 — 8x ! -f-25x — 26=0, e cerchia- 
mo la forma delle di lei radici immaginarie. Determinando giuda le cole dette i 
coefficienti a. b, e dell’ equazione^ (6.), trovali che erta rifulra z/ 3 -+- 22z/*-f- 1212» 
-(-400 = 0, che con cambiare i legni alle poteftà impari di z» diventa — z> 3 -)- 
ixv 1 — laiz/ + 400 = o, olia — 22K 2 mv — 400 = 0, della quale la 


radice reale politiva è i< 5 , onde fi ha = 2 = B. Ora per ritrovare il va- 


lore di A, fi fertituifea A -4- B \/ — 1 in luogo di x nell’equazione (7.), lo che 
fatto fi avrà A 3 — 8A 1 — jB 1 -+-25 X A -+• 8B* — 2(5 -f- j A* By' — 1 — 16 AB y' — 1 


— B 3 4-25BX>/ — 1 = o, donde fi ottengono le due feguenti equazioni 

A 3 — 8A 1 — ~6‘ 4-2; X A-l-SB 1 — 25 = 0 , 2 A 1 — i6\ — B l 4 -Z 5 =0. Si divida 
la prima di quelle equazioni per la feconda finché fi attivi a un refiduo, in cui la 


quan- 


Digitized by Google 



TtX* 


quantità A monti alla fola prima dimeninone , e tale refic'uo farà 





o fia 22A — 24AB l +(54B* — 34=0, la quale equazione 


con foftituire il poc’ anzi trovato valore di B , e con fare la riduzione de’ termi- 
ni, palfa ad eflère — 74A 4- 2*2= o, da cui fi ricava A=g. Le radici adun- 


que immaginarie della propella equazione (7.) fono g ± 2 \/ — 1 . 



IL 
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PREFAZIONE. 

P Opo avere ne’ precedenti quattro Tomi , le varie parti trattate delle Ma- 
tematiche pure riguardanti la quantità finita , fia eia dilcreta , o con- 
tinua, rimane per ultimo, che i tre feguenti io deilini alla più intere^ 
fante, e fublims feoperta del paflato fecolo , quale è il Calcolo delle 
quantità evanefeenti a tutti i Geometri dei precedenti fecoli affatto 
fionofeiuto, e ignoto. Ebbero bensì in villa, egli è vero, gli antichi Geometri le 
quantità evanefeenti , a cui richiamavano tutto il loro metodo delle efaullioni ,ma 
le idee, che da loro ne trafiero. furono per ellì un Iònie infecondo, mentre a quell’ 
ufo profittar non ne feppero, cui di poi applicate le hanno i due Genj immortali 
dell’ Alemagna , e dell’ Inghilterra Leibnitz , e Newton con sì felice ('uccello nella 
foluzione de’ più ardui, e ailrufi problemi fiati fino allora, o in tutto , o per lo 
meno nella loro generalità infolubili, e con tanto incremento di quella feienza. 
Non è già però, che d’altronde non ne riconofceffero quelli due grand’ Uomini 
le traccie, c i primi lumi, che fcielfero a guida nel difficile camino. Devonfi a 
Keplero le prime idee, che maravigliofaniente influirono di poi nella feoperta di 
quello nuovo calcolo . Fu egli il primo , che nella fua Opera Rampata in Lintz 
nel 161 J. intitolata Stereometria Deliorum ardì coraggiofamente introdurre in Geo- 
metria il nome, e l’idea dell’ infinito, confideranno il circolo come l’aggregato 
d’infiniti triangoli infinitefimi aventi il vertice al centro , e le bali alla circonfe- 
renza, in conleguenza di che riguardava il cono come l’aggregato d’infinite pira- 
midi triangolari infillenti fu gli anzidetti triangoli della bile circolare del cono, e 
aventi coi medefimo il vertice comune ; cosi pure fecondo lui il cilindro formato 
veniva da un’infinito numero di prillili triangolari, cui di bafe fervivano i poc’an- 
zi menzionati triangoli. Ed ecco di qual maniera nuova del tutto, e non più in- 
tefa rifolvevanfi da Keplero ne’ fuoi clementi le linee, le fuperficie , c i corpi. 
Le rette, i triangoli, le piramidi, i prifmi , ma d’ordine infinitelimo, quegli cle- 
menti furono, che quali vane fpeculazioni non ifierilendo nell’Opera del Matema- 
tico d’ Alemagna, paffarono ben tofto i' Alpi, c al Celebre Cavallerio di nafeenti 
germi fcrvirono alla fua Geometria degli indivifibili, che con efiendere , e genera* 
ìrzare quelle prime ville ingeniofamente architettò, e pubblicò in Bologna nel 
1635. Offelé di primo tratto la geometrica feverità di alcuni il nome d’ indivifibi* 
li, quali che non alerò foffero quelli indi vifibili , che quantità, quantunque minime, 
pure d’ordine finito; ma dappoiché le difficoltà tutte fpianò lo fteffo Cavallerio 
.nel rifpondere al P. Guldini nel 1640., dichiarando non altro effere quelli, che ele- 
menti infinitefimi, non mancarono del nuovo luo metodo valenti follcnitori , chs 
lo coltivarono, eftefero, e promoffero applicandolo alle fpirali degli ordini fupe- 
riori, alle aree , e ai centri di gravità delle fezioni coniche, e ai folidi in diverfe 
maniere formati mediante la rotazione de' loro fegmenti. Mentre però negar non 
fi può al Cavallerio la gloria d’ aver pubblicato il primo un metodo , che I’ epo- 
ca ha fiffata de’ forprendenti progredì fattili in feguito nella Geometria fublime, 
d’nopo è non pertanto confelfare , che contemporaneamente il Roberval con un 
metodo non dilfimile, ficcome nel 1644 egli fcriff; al Toricelli , fciolfe i problemi 
propofti dal Fermat riguardanti la determinazione delle aree della Parabola cubi- 
ca, e quadrato-quadrata, la mifuta dell’area della cicloide, e dei folidi , che dalia 
medefima vengono generati colla rotazione intorno al proprio affé: Anzi lo Beffo 
Fermat con tma tegola poco differente da quella del D. Barovv tant’oltte promof- 
Tcm. VU. e le 


Digitized by Google 



tXXÌT 

fc il calcolo delle tangenti, dei mafiimi , e dei minimi, che la fola notazione di- 
fcorde la rende da quella, che col prefente calcolo differenziale oliamo. Che le al 
Cavallerio devefi la lode d’aver ofato introdurre con una totale rivoluzione nuo- 
ve idee, e un nuovo linguaggio in Geometria, al Wallis compete il merito d’ a- 
vcrne colla fua Aritmetica negli infiniti Rampata nel 1655. accelerati i rapidi pro- 
gredì . Applicando egli il calcolo al metoao degli inoivifibili del Cavallerio , e 
nelle ricerche fu le curve ufo facendo di quello fuo metodo, un’ampia mede rac- 
eolfe di novità geometriche, che pubblicò l’anno 1Ò59. nel fuo Trattato: De cur- 
varum reflificmicnc, & comtlanalìoHt , e nell’ altro Trattato fu la Cicloide, ove 
fàcile i problemi di M. Palesi. Nidi ciò contento ancora, più oltre avanzando 
le file feoperte, con fotromettere all’ eia me non folo tutte le figure curvilinee, la 
di cui confiderazione tenuti aveva finallora occupati i Geometri , ma molte altre 
di più, determinò nel fuo Trattato de centro gravitata pubblicato nel i66g- le lo- 
ro aree, i folidi di circonvoluzione, i centri di gravità , e que’ de’ loro legmenti , 
lo che efegul a nonna delle regole (lede del prefente calcolo inhnitefimale , da 
cui foltanto fi feofta nella maniera d’ elprimerfi, mentre dilegnando gli clementi 
delle aree delle curve mediante il rettangolo fatto dall’ordinata, e da una porzio* 
ne infinitamente piccola dell' abfcifia , che rapprefenta colla lettera A, trova che 

l’elemento per efempio dell’area circolare viene efibito da Aj/a 1 — x*; e ge- 
neralmente edendo 1 x 1 x* x 5 ec. l’ordinata di una curva, fa vedere, che 
l’elemento dell’area di quella curva è A-f- Ax* - 1 - Ak*+A*‘ ec. , e che però la 
. 1 1 t 1 i 

di lei area cercata è xh x J — x s -1 x 7 ec. Quelli ritrovati del Wal- 

3 5 7 

lis prefentaron ben rollo certi punti di villa, di cui non tardarono d’ approfittare 
gli altri Geometri : quindi Milord Brounker trovò il primo la ferie infinita efpri- 
mente l’area dell’ipcrbola , con una ferie efibì Nicolo Mercatore T area dell’ iper- 
boli fra gli afiintotì , Gulielmo Neil rettificò la parabola cubica , M. Van-Heuraet 
determinò molte altre parabole rettificabili , e Giacomo Gregori dopo aver dimo- 
ilrata d’ una nuova maniera la quadratura dell’ iperbola data da Mercatore , e 
aver efpreda con una ferie la circonferenza del circolo, propofe la ferie, che dà 
l’arco pel feno, e quella , che lo fomminiftra per la tangente , indi li avanzò a 
efibir la tangente, e la fccante per l’arco, lo che palefa efferlì egli già melTo in 
polle Ifo del regrelfo delle ferie : In feguico poi produffe altre due ferie per trova- 
re il logaritmo della tangente, e della fecante , dato eflèndo l’arco, e vice verfi, 
e una terza per la rettificazione dell’ eliflè, ove oflèrva, che bada cambiarvi qual- 
che fegno per ottener quella , che compete all’ iperbola . Un paffo più oltre 
avanzò il D. Barow, che nel 1669. fece pubbliche le file lezioni geometriche , 
opera ripiena di profonde ricerche fu la diluendone , e le proprietà delle figure 
curvilinee , producendo il fuo metodo delle tangenti inedificato al triangoletto ca- 
ratterillico formato dagli elementi della curva, dell’ordinata, e dell’abfcilTa, mer- 
cè cui il fuo calcolo non in altro è differente dal prefente calcolo differenziale , 
fe non che egli difegna colle lettere e, a , gli incrementi infinitefìmi deli’ abfciffa , 
e dell’ordinata, che noi rapprefentiamo con d. x, i. y; per lo che breviffimo re- 
flava il tratto , che portar doveva alla compiuta (coperta del nuovo calcolo . Pu- 
re un paffo cosi ovvio, e facile riferbato era foltanto ai due più fublimi ingegni 
Leibnitz, e Newton, de'quali il primo dopo aver data nel la fontina di '■vie- 

te le ferie infinite, i di cui termini fono frazioni, che hanno l’unità per numera- 
tore, e per denominatore numeri triangolari, o piramidali, e aver moftrata lai 
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quadratura del circolo con una ferie razionale, che oomunicò a M. H uyghens , e 
di più aver detto fcrivendo nel 1674. a Oidembourg, che col mede (imo metodo 
poteva egli alfegnar l’arco, dato effondo il ftno , nel 1677. a * xl - di G ; ugno fcrit 
le da Amilerdam a Collins notificandogli la fua (coperta del calcolo differenziale , 
del quale pofeia nel 16S4. dette un faggio negli atti di Lipfta , e di cui refegli il 
Newton una onorevole teftimonianza nello Scolio del lem. z. lib. 2. de’ Cuoi prin- 
cipi, donde nonmeno , che da tre luoghi del commrrcio epiftolico rilevali, che del 
metodo ifteflo trovava!! il N.-wcon di già in politila . Balenarono appena i primi 
lampi di quefto calcolo, che fatto la (corta di una tal luce viderli entrare a gara 
in quella nuova carriera i più valenti Geometri; Sopra tutti però la batterono con 
incredibile rapidità i due illurtri fratelli Giacomo, e Giovanni Beruoulli, de’ quali 
il primo produfle un faggio di calcolo diiferenziale , e integrale negli Atti di Liplia, 
c il fecondo la gloria vantò di trasferirne le prime cognizioni in Francia, ove slie- 
vi ne fece il Marchefe de i’Hòpital, e M. Varignon. Non si torto tratto fu a 
giorno il calcolo differenziale , che tra le lor mani contò ancora 1’ ultima fua per- 
fezione, e per mezzo loro (i vide felicemente applicato al metodo diretto delle 
tangenti, alla foluzion dei problemi de’maflimi, c de’ minimi, de’ raggi ofculatori , 
de’quali data aveva la teoria M. Huyghens nella fua Opera de Orologio ofcillatorio, 
de' raggi riflelli , e rifratti generanti le curve caurtiche, alle quali nel tóyo. penfa- 
to aveva ii primo M. Tchirnaufcn, con conliderare foltanto però le curve formate 
dal concorfo de’ raggi paralleli riflerti da una fuperficie curva, e riunenti!! nel fo- 
co, fenza potere inoltrare le fue difamine fu le curve formate, o da raggi ri ledi 
tanto convergenti, che divergenti , o da raggi rifratti, o pure originate aa curve 
mecaniche. A Giovanni Bernoulli devonfi pure le principali leggi del calcolo loga- 
ritmico, ed efponenziale, e gli artificio!'! metodi riguardanti la determinazione del- 
le Traiettorie . Tutta per altro il ritrovato fin’ ora, quantunque molto , non veni- 
va tuttavia a formare, che una minima parte di quanto con penetrante fguarde 
'mifurava ancor da lungi lo fpirito inventore di quelli, e d’altri grand’ uomini, o 
l'eftenfione, e il complertò fi riguardi delle materie, o le difficoltà fi conliderino, 
eh» in gran numero rertavano a formontarfi . Di quelle difficoltà fentirono ben clu 
torto il pefo rifpetto al calcolo integrale, in cui tratto tratto fatto venivagli d’in- 
contrar tali forinole , moltirtime delle quali ricufavano algebraica integrazione , e 
inoltìrtime altre talmente erano complicate, che veftigie non apparivano, per cui 
poterle condurre aila integrazione. Quindi fi pensò, e fi è penfato in feguito a 
trovar varj metodi, che di guida ferviffèro a! fine bramato. Si traduffero primiera- 
mente in ufo dal Newton, dal Leibnitz, dai fratelli Bernoulli , e di poi dal Sig. 
Iconardo Eulero le ferie infinite. Si prevatfero della quadratura delie curve il New- 
ton , Giovanni Bernoulli, M. Cotes , il Moivre, il Simpfon. Ricorfero alia rettifi- 
cazion delle curve Giovanni Bernoulli, il Moc-Laurin , ii Sig. d’ Alembert, il Sig. 
Leonardo Eulero. Ai metodi di feparare le indeterminate li applicarono i fratelli 
Bernoulli , il Sig. Gabriele Manfredi, il Sig. Conte Jacopo Riccati, il Sig. d’ Alem- 
bert, il quale per mezzo de’ coefficienti indeterminati tratta con pari facilità le 
equazioni di primo ordine, che quelle degli ordini fuperiori. Nell’ invenzion del 
fattore, che rende integrabile una propofta equazione ha impiegate le fue ricerche 
il Sig. Leonardo Eulero, e per mezzo pur de’ fattori è giunto all’integrale algebri- 
co di certe equazioni, i di cui membri feparatamentc prefi non fono algebrica- 
mente integrabili , lo che con altro metodo ha fatto eziandio il Sig. de la Grange. 
Con far ulo delle quantità efponcnziali ha data la maniera lo (ledo Sig. Eulero di 
ridurre all’ordine proflìmo inferiore un gran numero d’equazioni degli ordini fupe- 
riori. A lui non meno, che al Sig. de la Grange fiamo debitori, e ci quanto lap- 
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piamo fu l’ interazione delie equazioni a differenze parziali , e dei metodi di ri- 
trovar quelle curve, che godono della proprietà di un maffimo , o di un minimo, 
mentre il primo ha ampiamente, e generalmente trattato quello problema nell’ec- 
cellente libro intitolato Metbodut inveniendi lineai curvai maximi, minìmive proprie » 
tate gaudente t , e il fecondo ha a quello oggetto penfato a gettare i fondamenti di 
un nuovo calcolo detto delle Variazioni. Per l’invenzione degli integrali particola- 
ri, patte di calcolo intereflantilfima , data aveva qualche regola il S:g. Eulero, ma 
poi con una mirabile facilità, e chiarezza ne ha pienamente efaurita la materia il 
Sig. de la Grange , infegnando come tanto delle equazioni differenziali di quallivo- 
glia ordine , che delle equazioni a differenze parziali trovar fi poffono gli integrali 
particolari, non folo per mezzo degli integrali completi , come anche indipenden- 
temente dagli integrali completi, cui pofcia propone il modo di ritrovare. Per non 
procedere inutilmente co* tentativi neli’invelligazione degli integrali d’uopo era di 
un metodo, che i criteri efibifse indicanti , (e una data forinola, o equazione è, 
o non è integrarle. Di qucfli criteri hanno trattato M. Clairaut, il Sig. Lexcll , 
e il Sig. Marchefc di Condorcet, il quale in oltre ha data la maniera di determi- 
nare generalmente l’integrale cercato, lo qui però non ho intefo di nominare tut- 
ti gli Autori , cui devefi il merito , e la lode di qualche invenzione , mentre trop- 
po lunga cofa farebbe quella, e nejofa, anzi contraria allo fcopo prefiffomi dimet- 
tere brevemente in villa foltanto l’origine, e gli incrementi , che mercé i ritrova- 
ti più rilevanti , e generali é tratto tratto andata quella faenza acquiflando . Ri- 
marrebbemi ora a dare un’ idea delle materie, che comprendono quelli tre Tomi , 
e dell’ ordine, che vi ho olTervato , ma giacché parlano abballanza gli indici a cia- 
fcun di loro prefilli, mi contenterò puramente di avvertire, che approfittato aven- 
do» anche delie più recenti feoperte de’fopra lodati Autori, ho procurato di nulla 
ommettere di quanto richiedevafi a un completo Trattato di Calcolo differenziale » 
e integrale. 
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C A P O I. 

Dell’integrazione delle formole, ed equazio- 
ni DIFFERENZIALI DI PRIMO GRADO, NELLE 
QUALI ENTRANO DUE, O PIU’ VARIABILI. 

ARTICOLO I. 

Dei criterj , che moftrtno integrabili le formole differenziali -contenenti due, o più va- 
riabili, e del modo di ridurle all' integrazione . 


Bbiamo veduto nello Scolio generale nutn. ^ t , Tomo VI,, 
che fe fi avrà da integrare una forinola a più variabili rifia- 
tante da più termini, ognuno de’ quali fia affetto da una fo- 
la variabile, fi potrà ella integrare colle regole nel Tomo ci- 
tato efpofte. Ma ficcome tra le formole, e le equazioni a 
più valichili poche fe ne incontrano fiotto una tal forma, o 
pure che a quella forma ridur li pedano mediante le opera- 
zioni comuni del calcolo di moltiplicazione, divifione, e tra- 
fpoiizione di termini , perciò è fiato di mefiiere , che gii Analilli ricorrano ad altri 
metodi, a fine tu giungere aiP integrazione bramata. Ora ciò fomminiftrerà la ma- 
teria a quell' ultimo Tomo. 

2. Per procedi* re con maggior chiarezza , e ordine tratterò foltanto in quello 
Capo delle forinole differenziali , nelle quali entrano due , o più variabili me» 
fiolate comunque fra loro, Ir quali formole non oltrepaffàno il primo grado. Sic- 
come poi eg i è aver fatto un gran palio il concfcere fe una forinola propofta è, 
o non è integrabile, perciò comincieiò d.ll’efporre il metodo Sfidatoci dal Signor 
Clairaut negli .itti dell’ Accaccnva delle Scienze all’anno 1740, con curi rilevanti i 
neceffarj criteri per giudicare fe una data forinola e integrabile, o fia pet cono- 
feere 11* calla d.ff. renz : azione di una qualche funzione abbia potuto nafeere la for- 
inola differenziale piopolfa da integrarli, che fe chiameremo Complete quelle tali 
forinole diff. renai li, che nafeono dalla differenziazione di una qualche funzione, 
gli anziderti criteij fcrviranno a mamfodare fi una data formola differenziale è, o 
non è* (empietà . 

4 Dal modo di diffrenziare elpofto nel V. Tomo fi fa, che per differenzia- 
re una forinola a più variabili develi etti» differenziar tante volte , quante vengo- 
no indicate dal rumerò delle variabili, fupponendo in ciaficuna volta una (bla la 
variabile, e conliderando tutte le altre variabili come collanti; Onde è, che fe la 
lettera Z rapprvfenterà una funzione, nella quale entrino per efempio le quattro 
variabili x. y , u, z , il di lei differenziale avrà quella forma M d.x 4 - N d.y 4- 
Pd. s f- QJ.u , ove le lettere M, N, P, Q, fono date per le dette variabili x, 

Tom. TU. A y, z, 
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j, z, u. Che però elfendo data per efempio da differenziarli la foratola ja’xy** 
— $bx l yu'z, , il di lei differenziale trovali effere 


^a 3 y'z — lobxyu 2 s X^ -A: + 6 a } xyz — 5 bx l u'z ){dy -f- 


jatxj* — jbx 1 ytt 1 X^' s — io bx'yazd.u , rifpetto a cui è 
M ss 3« 5 j , z< — iobxyu x z\ N ss 6 a'x yz — }bx 1 u*z ; P=e 3« ! x } 1 — j bx'yu* ; 
Qjzs — iobx 1 yuz. 

4. D’ altra maniera ancora fi poffono rapprefentare i coefficienti di d x, di 
iy ec., che ho efpreffo colle lettere M , N, P ec. , ritenendo Tempre che la fun- 
zione propella da differenziarli venga efibita dalla lettera Z: Si differenzi cioè la 


funzione Z, facendo variare la fola x, e fi avrà 



facendo varia- 


,i. 7. \ 

re puramente la y , fi troverà ^ - — J — N; non facendo variare che la a, fi 


otterrà ^ ) = P; e facendo variare folamente la u, fi avrà 

Quindi è, che il differenziale di Z nella fuppofizione che la fola x fia variabile è 

^ ilJl- ^ dx\ nella fuppofizione che fia variabile foltanto la y, è ^ ^Jycc. 


, d. Z\ 

j. Coll* efpreflione pertanto f -j— J , 


d. Z 
3 

vuoili indicare il differenziale di Z 


prefo nella fuppofizione di x foltanto variabile divifo per d.x. 

6 . Preinelfe avendo le precedenti neceflarie nozioni, cominciamo adeflo da 
quelle foratole , nelle quali entrano due fole variabili. Ma prima di tutto vediamo 
come fi polla prendere il differenziale di quella quantità 5. M d.x nella fuppofi- 
zione di y variabile, ed x collante , mentre M d x è il differenziale di Z preio nel- 
la fuppolizione di x variabile, e y collante, e la lettera M è data per x, y. Se 
di Mix fi potette prendere l’integrale algebraico, nulla farebbevi di più facile del 
propofto problema, poiché in tal cafo batterebbe fare $. M/l * = Z, indi iZz= 


N/ y ; che però tutta la difficoltà riducefi al cafo, in cui Md.x non è algebrai- 
camente integrabile. In tal cafo adunque dico, che il differenziale di S* Mrf.x 

nella fuppofizione , che varii la fola y, è d.y S. ^ ^ d.x . Di fatto effendo 


S- Mrf.x =1 V, e nella fuppofizione della fola y variabile avendoli 

d. g. M d.x — ( — 'l d y = Nd.y, fe fi differenzierà l’equazione S. M/x n=V 
\ d.y J 

t d. V \ 

con prendere foltanto la x variabile, fi avrà M d.x — t — — ) d.x , di cuipren- 

den- 
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dendo il differenziale con ritenere x, tf.x collanti, e la y variabile, ne viene 


( 77 ) = -sr ( 77 ) l * e p " 0 ( ry ) ■'•' = 


-àr(H) rf.x d.jr. Si prenda ora l’integrale di quella equazione netta 
fuppofìzione , che la fola x fi» variabile , c fi troverà 

S ( 77 ) * * = h ( ) ** confc fi uentemente ^ S- ( 7? ) ** 


/i V\ 

= ^ -yr J •■3 = Nd.jf. Adunque netta fuppofizione di j foltanto variabile fi 


ha ^ S< M i.x ~ d.y ^ ^ d. x, lo che dovevafi dimoftrare. Se pertan- 

to Z farà una funzione data per le due variabili x , y , col differenziarla nella 
fuppofizione, che fia variabile la fola x , fi avrà d Z — M dx, ove M farà pure 
una funzione delle ftcflè variabili x, 3 , che differenziata darà dM zz: pdx -4- 

Qdj, onde farà ^ ^ : Che però fe fi differenzierà la Z fupponendo 

variabili la x, e la v, fi otterrà dZ = d. S- Mdx ~ Mdx -4- dv S- Qdx 
C ne ^ integrale S Qd x fi prende variabile foltanto la x . ) Che fe la M farà 

e il ourneTO delle dimenfioni venga 
f , confeguentemente integrando 


una funzione omogenea delle variabili x, 
efpreffo da m , fi avrà d M = P d 


"M = p* + Qjr; e però Q^= — _ Li. : Quindi $• Qdx = 


P-* 


tft I 

— S-Mdx — — S Pxdx ; e poiché la jr t collante, fi ha Pdx =<fM; adufr 
que S- P*dx = S- *d M = Mx — S- Mdx: Onde fi ha S- Qdx = 

S- Mdx — —, e dz = d. S-Mdx = Mdx JlliZ. 4. 

y 3 3 

1 * 4-1 • iy 

“ S- Mdx. Ho detto che 1 ’ integrale delP equazione dM = Pdx -4- 

Qdji in cafo ihe la M fia una funzione omogenea delle variabili x, jt, e che il 
numero delle d'menfioni fia efpreffo dajn,èmM=:Px-4- Q y. Di fatto fé fi 
"x, la funzione M mediante la fofiituzione acquillerà quella forma 
v * 1 ov c la V rapprefenterà una funzione di *, il di cui differenziale fia d.V = 

V'drr, confeguentemente fi avrà dM =s x m V'da -4- mW x m *dx. Che fe pren- 

A 2 dere- 
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derenao d M r= P</x Q dy, fi avrà (a motivo di dy — udx 4- xdu) d M 

=. l ’ A x -f- Qyt dx 4- Q xdu, la quale efprellione dovendo eircre identica alla 

* a < , \ j« 

precedente , fi ha perciò mediante il paragone P 4 - Q“ rz m V x m 1 = 

. . ■ • • * i .* - 1 


/ 


i* 

)T ~ 


a motivo di M = Vx”: Per lo che le fi follituirà in luogo di u y fi avrà fi- 

Q y jfj ^ i 

nalmente P 4- — ^ = — — , confeguéntemenee Px 4-Q,^ = i»M. Nello ftef- 

/ / \ 

fo modo fi ditnoflra, che, eflfendo M una funzione omogenea delid . variabili x , jr, 
'z , e il numero delle dimenfioni fià cfpreffo da m, l'integrale dell’ equazione d M 
= V d x 4- Q dy ■+■ Rdz è mM r= Px -f- Qy, 4 R», al che n giunge con 
porre y — tix , z wx, indi continuare le operazioni col calcolo precedente- 
mente praticato. . ’ 

7. Dichiarerò con un’ efempio la data dimoflrazione , c affinchè meglio veder 
fi polla il procedo dell’operazione, lo defumerò da una foimola differenziale alge- 


braicamente integrabile. Abbiali la formola znxy 4- ^bx l y l \d.x naca dalla fuppo- 

„ l' ' 1 . . > t 

fizione di y collante, e però ìaxy jèx'jr* )(d.x — M d.x. Di quella formo- 
la fi prenda l’integrale confideranno variabile la loia x, e li otterrà ax*y +-bx ì y* 
ere g. M d x re V. (A). Si differenzi quella equazione ritenendo variabile la fola 

. I .1 v ' - ! ■ ■ / j v \ 

■yy .' e fi avrà «x 1 ■+• i^x'y X dy — dt S. M d.x — ( - — jd.y ±e N dy. Si dif- 

.... . ) > .!• ’ a , t.V - ' \-d.y/ 

ferenzi l’equazione (A) prendendo variabile la fola x, e fi otterrà come prima 

2 axy -t- ibx 1 y i \d.x = M <Lx — l -d— - J d.x, che fi differenzi nella fuppo- 
fizione di dx. collanti, e y variabile , e nj verrà lex q- 6 bx l y ^dxd.yzz 

( XJ ) V, d u = Tòe ) l * i >' e però 

rd. M n . 1 ,d. V, 

— w*x ;= —, — — ( -3 — 
y ' d. x d.y V d. y 1 

tegrale nella fuppofizione, che la x foltanto Ila variabile è 

dx" 4 - zbx'y— '(^~ ") d x — -j ~ — (t~“) con kg uentemente 

«X* -+- lbx>y %dy = d y (^-y) i-x — = Nd jf , che è il 

cercato differenziale di $. Md x nella fuppofizione, che la fola y fia variabile. 


,7rv, ; /-«• M, . 1 ,rf. V. , , 

zux 4- óox ‘y\d.x r= — - J d*x —j — (-j — ) d.x d.y, il di cui in- 

m y w. x &• y ' —• V * 


8. Ora 
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8. Ora di ciò è fidi cofa il dedurre una proprietà, che compete alle for- 
inole differenziali a due variabili nate dalla differenziazione di una qualche funzio- 
ne data per le ftefTe variabili. Effendofi nel precedente num. trovato 

S d ' * = fi ha S (x?) d ' * = (7l) diy ’ cbe fi 

differenzi nella fuppofìzione di x foltanto variabile, e ne viene 
(^~ ) d ' * ~ ~T~y (tx) d ' X d J’ onde ^' vit * en ^° un0 > c l’dtro mem- 
bri» di quella equazione per d. x, fi ha y t che con 

d N 

togliere il comune denominatore d. y diventa d. M = (j~x) d •*' con ‘ ri 'g ucntc " 

è il differenziale di M 


,d! M v .i. N . . ,d. M . 

mcnte (XT ) = (XX )’ Ma C? el num - 40 (77 ) 


prefo nella fuppofìzione di x collante, e j variabile divifo per d.y ; e (y— 

è il differenziale di N prefo nella fuppofìzione di y collante, ed x variabile divifo 
per d.x: Dunque fe Z rapprefentera una qualunque funzione data per x, y, ecc- 
itanti, onde differenziando fi abbia d, Z — Mix -t- Nì.y; il aifferenziafe di 
Mi.x prefo nella fuppofìzione di x collante , e jr variabile lari eguale ai differen- 
ziale di N d.y prefo nella fiippolizione di y collante, ea x variabile, lo che dà ■' 

,if. M, , , ,i. N v , , „ d M .d N 

( ry ) x d y - ( zie) d - *• d valc a d,re ( 77 ) = (tx ) • Per 

lo che fe fi avrà una qualunque forinola differenziale MZx + N d.y data per x, 
y, la quale abbia un'integrale comunque o algebraico, o tranfeendente , ludi itera 

r . . ,d. M x ,d. N, 

Tempre quelta equazione ^ -j — y = f -j — ì, i i . » i 

»• y 4. x , . , 

9. Prendiamone P efempio dalla quantità ax’y +• bx ’y 2 1 quale fi differenzi 


prendendo la fola x variabile, e fi avrà laxy 4- gb.v'y* \ d. x , e differenziando 
di nuovo quella differenza con affumere variabile la fola y , nrf verrà (£) > 

lux -+- Otx‘yXd.x d.y. Parimente fi differenzi la quantità propofla ritenendo va- 

. ! J . ( )( ) ' ) 

riabile la fola jr, q fi otterrà ax 2 ibx 3 y )(i jr, che àncora fi differenzi pred- 


icendo variabile la fola x, e fi troverà lux -j- obx 2 y)(d. x d.y , che è la fleflà 


quan- 
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i. M i N 

quantità (B) , vale a dire fi ha ( y — ) == ( — ) , o fia z*x 4- 6 bx'y — 

*• J «.X 


2*x 4 - 6bx*y . 

10. Dalle forinole a due variabili paffiamo a quelle , che ne contengono tre, 
e tale fia la feguente M J. x 4 - Nd.y + Pd.z . Dico pertanto che qualora la det- 
ta forinola differenziale nafee dalla differenziazione di una funzione Z data per le 
lteffe variabili x, y, z, trovanfi fempre fuflìltere le feguenti equazioni 

M. iN d. M. ,/P, ,d.N s .d P x r „ 

d. y d.x 'd.z ' a. x d. z *• 3 
alone Z li fupporrà collante la a, fi avrà (pel muti. 3.) d.Z — M i.x 4- N d.y, 
d. M d. N 

e però (pel nura. 8.) (-j — ) = (-^ — ). Se nella funzione Z li fupporrà c»- 

flante lajr, fi avrà d. Z = Md.x -f? Vd.z, e in confeguenza (t-^) — 
d P 

(■j — ). Finalmente fé nella funzione Z fi fupporrà collante la x> fi avrà 

, „ _ , _ , . / N, , d 1* „ „ „ , . 

d.Z = Ndy 4- Fdz, e quindi (j-^-) = (-y-^)* Dunque le nella funzione 

Z faranno variabili tutte tre le x , y , z nel tempo fteflb, dorran valere le tre 

. . ,d.H ,d N, ,d M, ,d P s d. N ,d. P, „ . 

equazioni (_) = (_);(_) = (_);( -^ ) = ( ^-^ nella pn- 

tna delle quali fi prende il differenziale di M nella fuppofizione di y loltanto va- 
riabile, e il differenziale di N nell'ipotefi, che fia variabile la fola*; nella fecon- 
da fi prende il differenziale di M aflumendo variàbile la fola z , e il differenziale 
di P nella fuppofizione , che la fola x fia variabile; nella terza fi prende il diffe- 
renziale di N nell’ipotefi di z foltanto variabile, e il differenziale di P nella fup- 
pofizione della fola y variabile . 

11. A norma adunque di quanto pur ora ho detto fe la forinola differenziale 
Mi x 4- N d y 4- P d z 4- Qj/. u rifulterà dalla differenziazione della funzione Z 
data per le fteffe quattro variabili x , y , z , u , fi verificheranno le feguenti fei 

^(7j) = (rr)^3T) = (7T)i(2TÌ=Crf)i 
(zT) = (j7)- (iT) = (zT) ; (zT) = (rT)- p " s ”"- 

te fe la forinola differenziale Md.xd-Ni/. ji 4 -P<£a 4 - Q_d! #+Ri» nafeerà 
dalla differenziazione di una funzione Z data per le flcife cinque variabili x,y,z,u t », 


avran- 
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» 


. ,d. M . ✓ </. N . 

avranno luogo le feguenti dieci equazioni ^ — — J =z ^ j-j J J — 


(rr)*(ìf) = (7?)'(5=) = (H)>(2i)-(77). 
(ti ) = ($f Mw) = (ry)- .( arf J = Ci#). 

(re ) = ( zr M re) = ( zr ) • Lo " cir ° * p";”™"' “ dl “ 

delle formolc differenziali, che ammettono un maggior numero di variabili. 

12. Dopo aver rilevato le proprietà, che competono alle forinole differenziali 
rifultanti dalla differenziazione di funzioni date per le fteffe loro variabili, dimo- 
ftriamo aaelfo, che quelle fteffe proprietà fono altrettanti criteri indicanti , che le 
formole differenziali , cui effe competono , fono integrabili . Per dimofìrarlo , mi 
prevaierò della forinola Md.x N d. y Pd.z Q d.11, giacché il modo di 
dimoftrare ì applicabile a qualunque altra. Dico adunque die ogniqualvolta fi tro- 

vano fuflì fiere le equazioni = = 

f±H\-r dQ -.r iN ì-r ,lf \ r d - N \ ±Sì ■ r±L\ 

y d.u ì — \ d.x' V <Lz ) ~'TJ J’ \ d.u ' — ^ d y J’ V d.u ) 

= ( ) i la formoli differenziale propofla ò integrabile. Si prenda I’integTale 

del di lei primo termine Mé* nella fuppoftzione, che la fola x fia variabile, e 
però fia 5. Mé*— X. Si differenzi in feguito quella quantità X confiderando 
variabili tutte quattro le x, y, z, a, e tale differenziale lia d. X == M' d. x -+- 

N'J.J + p'z* + oy.»,- pt. lo d,e ù>à (f^.) = (it): (i!l) 

= Cr?)*(^) = (7?)i(T?) = CÌ7)i(S) = 


d. M 


*0. 


d. M 


d. R 


d N. 


P, 


( ( j— ) — ( 1 ) • O fa poiché é S* M d.x = X, ed M7,* è 


d P' 


d q: 


•y ' ~ ' a. u ' ' 

il differenziale di X predo nella fuppofizione , che fia variabile la loia x, egli é 

d M 

’y 

,*■ N. .d. M'. W.N'v r ± nr f J N \ f 1 N\ 

( 7T )’ e ( Z7 ) = ( 7* )> trovafi perc ‘ ò cirerc ( 77) = ( 77>> 


evidente dover effère M — M' ; confegucnteraente effendo ( ) = 


c per 
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« 

, „ , d. p . p\ ,d.Q . .ìq) . 

e per la fteffa ragione ( _ ) = ( _ ) ; ( _ ) = (_ ) . Se per- 


tanto con N" fi rapprefenteranno quei termini di N, ne’ quali non entra la x, 
con P" quei termini di P , e con Q" quei termini di Q_, ne' quali non entra la 
fteffa x, fi avrà N = N' 4- N" ; P — P' 4- P" ; Q := Ql 4- Ql' ; e però N' — 
N — • N"; P'n=P — P" : Q 1 ~Q_— Ql'; onde nell’equazione d X=MV.* + 
N' d. y -f- P' z +• Ql d. a. fr ftittiendo i ritrovati valori di N', P', Ql, ne verrà 
d. X = M d. x -f- N d.y ■+■ P d. z 4- Q d. u 
r~ N "d'.j — P "/ z — Q "J.U 


^ ,d N'\ VP". VN" 

rifpetto a cui deve eflerc parimente ( ) > (. ~j~iì ) — 



formola M // x 4- N i/. y 4-Pi/z4-Qi/-«, qualora lo fia la formola N" d. y 4. 
P "d Z4-Q ''d.u. Suppongali perciò che X' fia l’integrale di N" d y nell’ ipotelì , 
che la fola y fia variabile, e le altre due z.h liano cc Danti. Si differenzi X' rite- 
nendo variabili tutte tre le j , z , », e ne venga d, X' = N'" d. y P' u d. z 4- 

, d. N'" 

Q '"d.u: Già ben fi vede dover elfere N" = N'" , c ( — - ) — 


d P"' 


)* ( 


d. N 


d - y 

confeguentemcnte ( 


) = ( 

d. P" 


) = (■ 


d Ql" 

d y 

d. p'" 


d P'" 

0* (^T7-)=< 


d, 7» 

J { d. y d.y 


)• 
) • 


d.y ' ' dy 

Quindi con P"" rappre Tentando quei termini di P" , e crn Ql'" quei termini di 
Ql', ne’ quali non entrano le variabili x, y, fi avrà p'= P"' 4- p"" ■ 0'' — 
Ql" 4 - Ql'", e però P'" = P" — P""; Ql" = Ql' — Ql'"; per lo che folli- 
tuendo quelli valori di P'" , Q'" nell’ equazione d. X' = N'" d.y +■ P'" d z 4- 
Ql" d.u , nc verrà 

d X' = N" d.y -t P" / z 4- Q" d u 
— P"" d z — q^'d.u 
d P"" d Q"" 

rifpetto a cui effer deve ( — - ) = ( — - ). Siccome poi rf X' è in- 

tegrabile, farà integrabile la formola N" d y 4 - P" d. z 4- 6" d. a, fe lo è la for- 
inola P"" d z 4- Ql'" d a. Sia adunque X" l’integrale di V""d z, in cui la fo- 
la z è variabile, ed « collante; e il differenziale di X"con premier variabile tan- 
to z, che « fia d. X" z=P""V z 4- Ql"" d.u. Fgli è chiaro dover elitre 

rf.Ql'" „ , i. Q.'"" 


p\'\> _ p\\\v> . £ 


i. z 


■)=(’ 


d z 


) , e Ql"" = Ql'" — Ql'’ 


ove 


rapprefenta quei termini di Ql"', ne’ quali entra la fol. u. Si folituifca 

adef- 
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adeffo quello valore di nell’ equazione d. X" =.-P""'<f z Q^"" d. u , e fi 

otterrà 

d. X" = P"" d.z -f- <£"' i. a 

— Q ti 

o fia *X" 4-Q^'"" d. * = P"" 4* Q Ma tanto / X" , che « 

è integrabile, dunque è pure integrabile la forinola P u " d.z -i- Q^'" d. u . Et 
fendo pertanto M «f.x -h N / v -+- P d. a 4- Qd.u~d.X-f-d.X'-i-d.X"-b 
Q'""' d. u, e ciafcuno dei membri d.X, d.X', /X", Q“"" d.u effendo integra- 
bile, integrabile è in confeguenza la forinola Milx+N d.j 4-Pii.a + Od#, 
il di cui integrale è X+X'+X" + S. QT"" d “- 

ij. Con un efempio particolare metterò fotto gli occbj le operazioni della da- 


ta dimoftrazione . Propofta effendo la formola differenziale . xu'z—yzì +ixyu l X d.x 

* 

-j-iayiiz — xz,i -t-x J « l — z 4 X d.y-i-iy 2 u+ x l « l — jxjz*— — ibu'z \ d. 5 , . 

ix'zu +• ix'ju -+- — ibz l u — 4£ “ J X d% u ^ ha 


fd. M\ fd. P \ 

= *** - ^ 

(tt) := (zt) = 4*** + 4*^ • ■ . 

/ d N \ _ r d P N 

v d~£ ' ~ v zy ) ~ 2 ^ u —ì xz>1 — 4 z! 

/ ^ \ f d ‘ Q.N 

\tzj - trj)- ;■ 

f d - P \ f d. Q. 

{d~Z) — \Ti;)— ad ' + 1 * lu + y . ) 

S* M d,xzzi Xr^x* u 2 zr— xy Z* ~hx 2 y w* > % 

d.Xz zzxzt , 1 — jr Z S 4. 2 XJf B a X ^ * — * * } + Jf 1 “* X ^ 3 xjzTX * * 

+ix x zu- rr?jr X <f.»,e però M'arnxz* 1 — y z> + ixy u 1 ; N' = — 
x*3-f.x‘« l ; P'-x*b‘— jxjz 1 ; <£ = 2x*s»-t-àx*j«. 

W.'N'. 

W. j ) — KZy. )= —Z'+ZXU* 


T. VII 


d.W 

c 7T) 
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( i. M' . 
V d. z ■ 

> = 

( ìt 

) =Z2 xu' — iyz 1 

f <L M', 
U» > 

) = 

f i q: 

v rf. X 

) = 4x*a-t-4xju 

, rf.N' . 
t Tz ■ 

) = 

(ir 

j 

) = — 3 «> 

fi N' . 

\ _ 


) =2 x'u 

'Zir . 

/ — 


/ìp*. 
w. « • 

> = 

r *<E 

w,i 

) =2 X* » 

M= M' = 

2 X*# 1 - 

-JfS* -4- 2 xjf a* 

r rf. N 

W. X 

) = 

, i N' 
' i~x 

) SS Z ì -f- 2 X«* 

fi P 
W. X 

) = 

( — 
W. X 

) ~2 xa ! — iy & 1 


(^) = (^) = 4W4 ^"' 

N" = layuz — z * 

P" =z ay l u — 4 y z 3 ■+■ a 4 — ib u z z 
Ql' = «Ji*a +4 *h> — 2ia*« — 4£« 5 
li. K — ec. 

y/.N" x .</.P"s , 

(rr ) = ( Z r) = ”j—4* 1 


< T! ) = C ZT ) = + «*’ “ «**■ 

X' = S- N" «/■ j = « y l »*>—y * 4 

W. X' = i ayuz — z*% J./+af u—4yz'X iz + ay'zdu, e però N'" = 
2ayuz — z* ; P'" = «J*«— 4J*’; Ql"= »f *■ 

N" — N'"= layuz — *♦ 




i. N"' 
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il 


( 

( 

( 

( 


d. N"' 
d. u 
d P N " 
d. u 
d. P" 
3 

*y 


)=( 

I , 

) = ( 
)“( 
>=( 


d. 

*y 

d. Q" v 
d.z 
d. P'" 

' d 3 
d Q" v 

d J 


P"" 1= u*—lbu l x, 


) =I *y* 

) = *>* 

) =2*JB— 4a‘ 

)= 



•li»* B — 4£B* 


) ~ 4«J — 4&BS 


Q^'"= 4 *« 3 
d.X' = e c. 

, <LP"" x _ /• /<£"' 

( ~X; -/.a 

X" = S- P"" d z — zu*—bu l z' 

<LX"=<< 4 — ibzu* X </n+ 4 1 « J — ibz 1 u){ d.Uy e però P" v " =.«+ — . 

i b z «’ ; Q^' N " = 4 za* — z b z 1 u. 
pww _ p\x\x\ — u*—zbzu l 

J /TkXXXX V O "" 4 


i. I 


<^""' == _ 4 £ l( }l • ■ ' . .... 

/X"=e c . , _ t ,/ 

Dunque finalmente 5 - M d x-\- N dy+- IV. z-hQd.it =X+X' 4- X" -+- 
$. “ = x‘ u 1 z — xjr z> -+- x l y a 1 -t- ay 1 u z — y z*+zu* — b «’a 1 — £»♦, 

che è l’integrale della formola differenziale propolta. 

14. La poc’anzi data dimoftrazione ci efibifce il metodo per procedete all’in- 
tegrazione di quelle formole differenziali , rifpetto alle quali fi faranno già trovati 
lìiui fiere gli efpofii criteij d’integrabilità. Per andar con ordine cominciamo a ve- 
derlo nelle formole differenziali a due variabili . Data eflèndo pertanto una formola 
differenziale a due variabili , della quale vogliali prendere l’ integrale , devefi prima 
di tutto ricorrere all’anzidetto criterio d’ integrabilità per accertarli fe ella è inte- 
grabile , e ritrovando che quello criterio ha luogo , e che peiò la formola è inte- 
grabile , devefi accingere all’integrazione nella feguente maniera. Sia Md.x-trNJ.y 
la formola da integrarfi. Si prenda l’integrale della prima parte M d. x nella fup- 
pofizione di x variabile, e y coflante, e l’integrale fu $.M x = X, pofeia fi 
differenzi quello integrale ritenendo x’ collante, c y variabile, e tale differenziale 

dx •• • 

fia ( - — ) d.yzzKd.y, che fi fotttagga da N dj, e ne verrà N — K X d 3 , fi 

"• y 

di cui integrale devefi aggiungere al precedente trovato integrale più la coflante A 

B z fe- 
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12 DELL’ INTEGRAZ . DELLE FORM. ED EQUAZ. DI T. GRADO ec. 

fecondo il folito giuda il nura. 7. Tomo VI. ; nel qual modo l’ integrale della data 

forinola M i.x-f-Ni._y farà X4-$- N — K Y.d.y 4 - A. 

15. Vediamo meglio coll'efempio il mocio d’operare, e a tal oggetto fia da 

■ J X 

integrarli la formola ( yj : — a 1 ■+■ - . ) A * ■+• 

b l — x l 

( 12 1 _ 1 3 4 - — ) i. 1 . Paragonando queda formola colla genera- 

b' — x' y 


le Mi.x + Nij fi ha M. = |/ j* — «* -f- **•* - ,, ed N = - ffL - 

b l — x l \ j a 

2 y 4- — . E poiché trovo fudidere il criterio d’ integrabilità , che è 
b 1 — x l y 


rii!) = 

' i v ' K d x ' ./JT— 


4*3 


: , pado immediatamente * in- 


4-3' ' * x ' vy — a* b x — x l 

tegrarla. Piendo adunque l’integrale della prima parte corrilpondente ad M J.x 
nella iuppofizione di x variabile, e y codante , con che mi viene 

C ( i/y - + ====., ) >’■ *= * ì/ r - + -rr—i - D,ffcren * 

J i>‘ — x 1 - • — " — * — 

zio adeffo qued’ integrale nell’ipotefi di x codante, e j variabile, Io che fatto ri- 
trovo ( 


xy 


^ 2y 2 - ) d. y , che fottraggo dilla feconda parte della 


V/ - 


x y 


, Z V 

propoda formola corrilpondente ad N d.y , lo che mi dà ( — — — . -f- -~-- t 


+ y vy— *- 


12 — *3 > v - - a%J -3 


b' —x 


-) '■y = 


Vj 1 

, il di cui integrale è — 


2 Adunque il ricercato integrale della data formola 4 / — ** •+• 

3 

7* « l 

d h A. 

i 1 — x 1 Jf 

16. Se l'integrale <$. Mix non lari algebraico, in tal cafo per differenziarlo 
nella fuppofizione , che la fola y fia variabile, a fine di farne pofeia la fotttazione 
da Ni.j giuda la regola prefciitta , fi dovrà ricorrere al metodo del num. < 5 . Per 


efem. 
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efempia e (Tendo proporti da integrar fi la formoli 1^.— 77 XI *'1 a c |, e 

* x -+• 

te. * !»<«• fa- - ( + -^r - ~ ) t.M= 

p"^"y . N — — -h ~ , efaraino primieramente fe le compete il 


criterio d integrabilità ^ ^ ^ -j— ^ , e a quello fine differenzio la quan- 

titi M nell’ ipotefi, che la fola j lia vatiabile» con che trovo 


a/ 


»*— J* 


— J pofcii differenzio la 


r 

' *3 * . ** +S x*-t -j» ‘ x* -hj 1 

quantità N nella fuppofizione, che fi a variabile la fola x, e mi viene 

( i-H N — 1 2 x* v— 

Wx / ~ V . ,1 ■+* r- » = r- . , ■ • Suflirtendo pertanto 


for- 


” *'****“« (tj ) = ( X ? ) = |== r ->> P »** 

«noia è integrabile . Comincio adunque a integrarla prendendo l’integrale della prima 


y d. X‘ - 

P jrtc Tr~~ — r ritenendo variabile la fola x, che è 


C V-» 

J' X* + 


quale (giudi 


il num. 6, ) differenzio nell’ ipotefi di j foltanto variabile , ed ho 

X d. y / Jf* ** \ 

x , , i (poiché l’integrale di ( ~ x ■ W. x prefò nell* ipotefi , che 

j 'r'+ji 1 / 

la fòla x fia variabile, è — ^ p— ^ ^ : Pofcia fottraggo quello differenziale 

3 ! 

— ~ xJ y 


+r 


X da ( — ~r * f + A ) Jj e del refiduo 1^2 prendo r in* 

' * T J J / J’ 

tegrale, che è 1-; confeguentemcnte l’integrale della propofta formoli 


i — » — y + A« L’io* 

iy 


te- 


Digitized by Google 



i 4 DELL’INTEGRAZ. DELLE FOR., ED EQUAZ DI I. GRADO, ec. 

tegrale Q. J '. X — cfibifce un* arco di circolo, il di cui raggio è = y, e la tan- 
6 <J x' -h y l . 

gente =r x (pel num. 163. delie formole efibenti archi di .circolo formola IV. To- 
mo VI.) > . . • ; ’ 

17. Analogamente alla maniera pur ora praticata fi prende l' integrale delle 
formole differenziali a tre variabili, vale a dire quanto alla forinola Md.x-i~NJy 
-t- Pd.z fi prende primieramente l’ integrale di M d.x nella fuppofizione di x va- 
riabile, e di v, a coltami, pofeia lì differenzia quell’ integrale S* Md.x ritenendo 
variabile la fola y , c -il differenziale, che ne viene, dcvelilottrarre da N d.y Fac- 
to ciò fi prenda l’ integrale del refiduo nella fuppofizione di y fedamente variabile, 
c quello integrale, che chiamo = X', fi aggiunga all’ integrale $.Md.x = X, nel 
qual modo 1 ’ integrale fin’ ora trovato fora X + X'. Per ultimo. fi differenzi quell* 
aggregato nell’ ipoteli , che la fola z fu variabile , e il rifiatante differenziale fi fot- 
tragga da Pd.z, indi del refiduo fi prenda l’ integrale nella fuppofizione di o fol- 
lanti variabile, e quello integrale, che chiamo =X" fi aggiunga ad X-f-X', con 
che finalmente fi avrà X X' -+- X" -f- A (la lettera A rapprefenta la collante), 
che è l’integrale cercato della prcpolta formola Md.x -f- Nd.y 4- Pd.z. 

18. Dcbbafi per efempio integrare la formola ( — 1 == } d.x 

\*+* 2 x ' 

xd.y .. h — ~\d.z. Paragonandola colla formola genarale 

a-h* V a z * J 


: ) 5 


*y 


4- — = P. Pri- 


fi ha — h = M; — - = N; — 

* f-b* 2 X «x—»* « 4 - * 

ma però d* accingermi all’ integrazione della propolla formola efamino fe le com- 
pete il criterio d’ integrabilità , e operando a norma del num. io. trovo 

/ M .■ A __ / d - N \ _ 1 ( \ __ / p \ _ y ' . 

\TS )^ \ <L.x ) - a-hz ’ \ d. z J - \ d. X )- 7 -— 1 * 

<£ N \ f. d'V 

y ' a+z 

giabilità, paflp a integrarla prendendo in primo luogo l’integrale della prima parte 


( — — ^ cr ( - — - 'l = — ■ X — . Valendo pertanto le condizioni d* inte- 

\ d.z d \ d. y ) 'a-hz 


nell’ ipotefi , che x fola fia variabile, e frovo S- M i. x = 4- — /. «x — £*: 

„ r . » , , , . r a-h z> 2 

JO. _ — C - - • 

pofeia differenzio quello integrale prendendo variabile la fola y, e mi viene 


x d.y 


., che fostragg» dalla feconda parte deila formola , ed ho integrando 


S , / — 0 ZjL 2 . ^ zz. o ; che però 1’ integrale iella tuttavia 

\ « -h a -h * / v. 


x d. y X » 


xy 

a-h* 


r 

(. 
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»S 


*+■%. 


-b — I. a x — i* . Finalmente differenzio quello integrale ritenendo varia- 
xyJ.z, 


bile la fola «,e ne nafce — — . — z ■ , che fottraggo dalla terza parte della for- 

« H- a 

mola, pofcia ne prendo 1* integrale, che è 
xyd. » d. % xy d. % 


$(- 


* \ p rf. a 

— J — — — —l.i.. Adunque il 


ricercato integrale della data formola è * ^ 

*x - 

— — -bl.ziS a x — b 1 -b 
a-f-a T 


— l.ax — b ! 
a 


4- /. a 4- A, o lia 


A. 


*9: D’fgual ffaffb fi proceda all’integrazione delle forinole a quattro, cinque 
ec. variabili , dopo cioè aver verificato le necellàrie condizioni d’ integrabilità li 
prenda in primo luogo l’ integrale della prima parte M d.x non confiderando va- 
riabile che la fola x , con che fi avrà Md.x, pofcia fi differenzi quefto integra- 
le nella fuppofizione- di y folcanto variabile, e il differenziale, che ne nafte fi fot- 
tra S§ a ,^ a . N d.y , indi del refiduo fi prenda 1’ integrale nell’ ipotefi che la fola y 
fia variabile, quale (chiamandolo — X') fi aggiunga a S> Md. e ne verrà 
S M x -f- . Si differenzi adeffb quell’ integrale prendendo variabile la fola z , 

e ciò che dalla differenziazione ne verrà fi fottragga da P d. », prendendo in fegui- 
to del refiduo. l’ integrale (che pongo = X") da aggiungerli a S-Md.x 4- X' cosi' 
S- Mgx + X' 4- X" . Si differenzi ancora quefto integrale ritenendo variabile la Ih* 
la a, e fi operi al foiito , e cosi in poi continuando le operazioni, finché fi arri- 
vi all’ ultima parte della formola propofta, nel qual modo fi otterrà finalmente 
l’integrale cercato di quella forma S-Mdx +- X' 4- X" 4- X'" 4- X"" . . . +A, 
in cui le quantità S-M/x, X', X", X'" ec. poffono effere tante, e non più, 
quante ne moflra il numero delle parti della formola propolla da integrarli . 


ARTICOLO IL 

Delle neceffarie condizioni acciocchì le equazioni differenziali a due, e più variabili 
Jìano integrabili , e del mode di ridurle alf^ntegr azione. 

20. "T\ Alle for mole differenziali diftinguonfi le equazioni differenziali, in quanto 
XJ che l’ equazione differenziale è bensì una formola , ma eguagliata a zero ; 
laddove non è eguagliata a zero, qualora fi prende nel riftretto tento di formola . 
Dall’ eflfer poi , o non effere eguagliata a zero una forinola differenziale può in fe 
fteffa involvere varietà, in quanto che fe la formola farà eguagliata a zero, potrà- 
accadere, che dopo la differenziazione fi poffa effa fpogliare di qualche fuo fatto- 
re involvente le variabili, lo che mai porrà fuccedere, fe la formola non è egua- 
gliata a zero , la di cui differenziazione non può fare fparire , che le quantità co- 
llanti: Come per efempio effóndo data da differenziarli la quantità x> -b x' y l +■ 

( 3 szo, 
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16 DELL’INTEGRAZ DELLE FOR., ED EDEQUAZ. DI I. GRADO ec. 

( ) = o , fi avrà ^x 1 i x +■ 2 xy 1 ix +-ix t y iyz=o , che tpogliata del fattore x 


trovali e fière ì,x - y-iy 1 \dx -y- 1 xy d.y = 0. • 

zi. Qualora una data equazione differenziale + 

o lari completa, vale a dire non lari fiata fpoeliata di qualche fattore 
Insolvente le variabili, lo che fi conofcerà con offervare le fi verificano le equa- 

. fi M \ fi. N \ fi. M \ //P\ fi. M V 

zioni di condizione — — 

__ ^ cc ' > ^ P otra «A* ferapre ridurre all’ integrazione col metodo dato nel 

nreced. Art Ma fe le anzidetto equazioni di condizione non fi troveranno fufiifte- 
re (lo che la conofcere, che 1’ equazione prefa come fia non è integrabile) in al- 
lora bifo°ncrà tentare di trovare un fattore involvente le variabili dell' equazione, 
il quale moltiplicandola la renda integrabile . Molte volte ne’ cali particolari I’ ac- 
cortezza, c la* pratica farà conofcere la forma di quello moltiplicatore, la di cui 
invenzione in molti altri cali farà difficililfima; e neanco fapra/fi ottenere, avve- 
gnaché non fiafi peranche trovato un metodo fpedito , e ficuro, cui appoggiare quc- 
ria ricerca. Cominciamo dalle equazioni a due variabili. 

22. Dico pertanto rifpetto all’equazione a due variabili Mix ■+• Niy — 0, 
che fe efla non farà per fe integrabile, in quanto che non fullìfta 1’ equazione di 

condizione ^ ) = ( 77“ ) > vi fari P erò fem P rc una <l uantità data P« r 

x y che moltiplicandola la renderà integrabile: Onde chiamando =H quello 

moltiplicatore, fi troverà valore 1 equaz.one ^ J ^ __ J , confe- 

guentemente 1 ’ equazione (A) H Mix -h H Niy — o farà integrabile. Per dimo- 
«rare la mia propofizione fia —X l’integrale completo dell’equazione Mix -h 
Ndy i=o, e il differenziale di quello integrale fia Aix -+- Biy =0. Ora 
ftante 1 ’ ipotefi, che X fia il vero integrale dell’equazione (K) Mix -y- Niy =zo,- 
à di meftiere che 1 ’ equazione Aix -h Biy =0 fia corrifpondcntc ali’ equazio- 

A d. v 

ne (K): Quindi dall’equazione Aix ■+■ Biyz=o avendoG — = — ~~ , e 

** ■"*. M i-y r A M 

dall’ equazione (K) ricavarci — = — “ , <3 ottiene — = , confeguen- 

temente A=HM, e B — HN. Che però A i x -y- B iy =0 elfendo il differen- 
zi/, A % ,/B, i. H N 

ziale di X=o, onde fi ha ( — ) = (77 ) > fari (-7 y~ ) =-77- i 

e in configucnza fi dà un fattore H, che rende integrabile l’equazione + 

Nrfijr = o . 


23. Elfendofi trovato ( 


d.HM 


d-J 


IVI v ri HN, 


fe fi prenderanno attual- 


mcn- 
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(Dentei differenziali indicati, fi troverà H- -+- M. ( 4 -—) ~ H. ( — ) 

J H ^ d.y ' ' d y j \ d.x > 

-f- N. ^ ^ (E) . Quella equazione poi potrà molte volte fervire a far cono* 

fcere il moltiplicatore, che rende integrabile la detta equazione M dx -{-N d.y — o. 
Ecco come : Sia H il cercato fattore dato per le variabili x , y , il di cui Differen- 
ziale fu d. H = Arf.x 4- Brf.jr, confeguentemente ( j-^-) = A; ( ) = B. 

Se nell’ equazione (E) fi foftituiranno quelli valori , effa diverrà H ( ^ ) -+. 

d y 

_ . . . N N ,d. M \ / rfN \ AN — BM 

BM = H (;n)-'- AN ' oC,(v >(77> - (.— ) =— h — 

Se pertanto l’equazione Mi* + N d.y ■=. o data da integrarli farà tale, che 
^ • ) j (y~) ^ ano f unz ‘ on * della fola variabile x, fi potrà prender H 

eguale a una funzione di x, nel qual cafo l’equazione d.H=Ad.x-j-Bdy fi ri- 
durrà a rf.H=A/x, e l’equazione (W) diverrà ( y— ) — ~ 


, cioè ( con foftituire ( ) in luogo di A ) ( ) — 

N , H N . / i. M v d.x d N d. H .... . . 

H ’ ) 5 e ? erò ( TJ ) ' “n FT = “ ’ 1 dl cut inte S rale 4 


,d. H 


d. N, 


— I. N =z I. H ; quindi paffando dai logaritmi ai numeri fi 


S / d M . d x 

• vt7 ) • ~ 

ottiene ( la ietterà a rappresoti la bafe logaritmica nel filicina de* logaritmi iper- 
> d. M \ d. x 


S / a. ivi \ a. x 
• ' d~y' ~N~ 


bolici ) H — — a (Y) forma del fattore cercato , che rende in- 

tegrabile la data equazione differenziale M d x -t- N d. y — o. 

24. Acciò adunque fi poffa ottenere con quello metodo il fattore , che rende 
integrabile l’equazione M«r. x -f- N d.y =0, fa d’uopo che in quella equazione 
una delle variabili non oltrepalli la prima dimenfione. Quando quella variabile è 

- d N x d.y 


la x, la forma del fattore farà H = 1» 

M 

Tomo VII, 


S (zt>¥ 


, quale fattore H 
è da- 
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è dato per y. Che però fe nell'equazione MZx 4- NZjr = o la lettera N k 
preferita una funzione di x, ed Mi = M'j, ove M' è data foltanto per x, 

C “L* 

, O- N 


rap- 

ii 


; fe poi nell’equazione MZx 4 - Ud.y — o la lettera 
M rapprefenta una funzione di jr , ed N è = N'x, ove N' 4 data folo per jr, 


ha H = -L « 
N 


c 2Lij 
, J- M 


li ha H = — n 
M 


. Dell’ equazione M/x 4- NZjr = o nel primo ca- 
fo, vale a dire dell’ equazione M'yd.x -f* N d.y sol 1 integrale è 


S M' 
. N 


d. X 


3 * 


j e nel fecondo cafo, cioè dell’equazione Mix 4- N'xZjr — o 
N' 


s 


ivi 




F integrale è x « 


2 j, L’equazione da integrarli (ia a cagion d* efempio P 4 - Qjr )( rf.x 4 -RZ.jr 

— o , in cui le lettere P, Q_, R fono dace comunque per x, e l’altra variabile 

y non oltrepalTa la prima dimenlione. Dal paragone di quella equazione colla ge- 
nerale Mix 4 - Nrfjr = o fi ha M=P 4 - Q j-, N = R, e però 

C J~) := Qj 1 ® foflituifcano ora quelli valori di N, e di [ ~ ] nell» ^ 0I ~ 

* y * 

mola generale (Y) del fattore trovato al num. 2 g.j e con ciòefib fi troverà eflère 

C x 
T a k 

— a , con cui moltiplicando 1 * equazione propolla , verralfi eflfa a ren- 

dere integrabile . Di fatto con quella moltiplicazione ne rifulta 

Q d. x p Qrfx p Qrf. * 

rif- 


Li* . 


S-k £ 


+ S^LiZ . 


K 


C ^ dx C SjL 

u- R J- R 

4- d.y a 


z=z o , 


Q dx 


petto alla quale fuffille l’equazione ( ^ « 

«• j d. x K 




Ma 


l’in- 
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CL* * 


P integrale di — d. x » 
K 


S%r 




Qyd.x 


S Q^d. x r Q d x Q Q^d. x 

R O* R O* R 

* + à- 3 * à 3 * 


Dunque il cerca. 


lo integrale della propella equazione è 

. C Q. ^ * 


c Od. x 

SO~ St ) 

al Polito la collante), e però 


s^- 


_ c oy x 




-S (i‘ 


= A ( la lettera A rapprefenta 


S Qj/ x p Q d. x 

• ~ì ~ J' K 


26. Non Polo poi Pi potrà prevalere di quello metodo Pempre che nell’ equa- 
zione data da integrarli una delle variabili non oltrepaflà la prima dimen/ione, ma 
eziandio qualora in luogo di H li polTa prendere una tal funzione di x , 3 , che 
dall’equazione fW) faccia Pparire una delle variabili. Come ciò polpa farfi vedia- 
mone 1 ’ efèmpio nell’equazione Pj” d x -+- Q 3“ d. x -f- Rjr' d. 3 — o , nella 
quale le lettere P, Qj K rapprefentano funzioni di x, e gli efponenti w, », t fo- 
no indeterminati , ma però razionali . Dal paragone di quella equazione colla ge- 
nerale M d. x ■+■ N<f. 3 — o li ha M = P^“ -f- Qj" ; N = R 3' ; ( ^ ) “ 

m Py” 1 +«Q»' — (!^ 21 ) =r — Che però mediante la follituzio- 
d. x d. x 

ne di quelli valori l’ equazione ( W.) diventa (V.) m P j" 1 -f- » 1 — 

= XJZESZ. & f,,» H = K j* , lì avrà 

d.Vl=3 1 d.K ■+■ qK.3 9 — 1 d.y, e in confeguenza (mediante il paragone coll’ e- 

t* d. K 

quazione d. H = A d.x +- Bd.y) A = 'd_l— ; B = qKy ’~ ", i quali valori 
di H, A, B follituiti nell’equazione (V.) la riducono ad mPji" 1 -+- »Qjt* 1 
— ~ ^ — tfPj'” — 1 — qQ 3* — 1 • Acciò poi da quella equa- 


zione polTa fparire la 3 è necelTario , che Ila q — — m , ed» = r 4 - 1 , mentre 

C 2 que- 
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« 

_ — t y d. r 

quelle foftituzioni la trasformano in m?y" ' -f- t-hi* Q .y — — 

J -f- m Pj"’ — 1 4- m Q^y' , vale a dire ( con togliere i termini, che fi 
K d, x 

elidono , e con fare la dividono per y' ) t ■ 

t -H x — »i _ , Z. R Z. K .. . . . , 

c però - QZ. x — — —— (U). Ma dccome fi è trovato do- 

K K K 


ZR 


R/K 


i —m . Q_ — = „ 

Z. x K d. x 


ver 


elfere n=ot-4-r, l’ equazione propoda diventa (Z) Pj r4 ‘'Z.x Qy t '*‘ , ‘ 
Ry'd.y=zo (con fare m = r -+• r), quale divida per j' paffa ad efl 


Z. v 

elfere 

pyz.x -+■ Z. x -+. R d. y — o. Di "tutte le equazioni adunque di auefta for- 
ma d troverà col predente metodo il fattore, che le rende integrabili. H poiché 
di trovato dover elfere q = — m, la ferma del fattore è Kjr “ , cioè Kji r ’ , 
in cui il valore di K. retta determinato dall’ equazione (Uj, mentre foliituendofi 

r -f-t in luogo di m, e integrandola d ha x — r — l.R — l. K, e paf* 


fando dai logaritmi ai numeri d trova K = — ■ ■ a 

K 


w,QO£i 

t o- R 


confeguente- 


niente il fattore cercato è 


R 


P QJ x 

M l ~ r • OR — H, 


con cui d mol- 


p Q.Z * 

PZ.x 

tiplichi 1 ’ equazione (Z), e ne verrà -rr— a 

lv 


q y~ r à * 

R 






-+- y~' *y * 


o equazione 


p Q Z. x 


’ d. x 


integrabile, il di cui integrale è (a) 5.—-- — a 

R 


C - d ' x 

• J- R 


.i— w 


X — r 


S Q i. x 
' ~iC 


— A , o da y— ì ~ l ~~ r ' A “ 


P V* 

-1 ‘ S- K 
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SH* 


4 - r—i . • 


$3 


~s. 


oy.» 

K 


integrale cioè dell' 


equazione Vy'J-x 4- Q.jr/x 4- R'tj 1 = o. 

27. Per difcendere al cafo particolare l’equazione da integrarli (ia y* d.x 4. 
x'yd.x -j- xV.jr =. o, onde fi ha P=x° = 1, Q_— R =r x’ , r — 4 , e però fo- 
ftituendo quelli valori nell’integrale generale (A) trovato nel preced. num. 26., li 


avrà l’integrale dell’equazione propolla, che è Q. f . *. a — ) r — —7 a 3 * 

w x l 3 y 

S J. X 

r 4 — ** = 

X ^ 

S I-'W,* 4—3* I -3* r 4-3* d.X . 

. ) — — — • — r 4 — a X. = A , m 

x ' x 3ji J * O x 


S 4”J* d x 

. — - , quale fi otterrà mediante una 

ferie giuda il num. 242. Tomo VI. 

28. Nello (ledo modo fi trova il fattore , che rende integrabile I’ equazione 
Pd.x 4- Q.Y d.x -1- Kd.Y = o, nella quale P, Q^, R fono funzioni di x , e 
la lettera Y rapprefenta una funzione di y . Si paragoni l’ equazione propolla col* 

R d. Y 

la generale M d.x -4- Ni.jr — o , e fi avrà M = P 4- QY; N = — -j ; 

y 

■ . Suppongali adeflb , che la forma 


Q./ Y d.N d. Ri. Y 


d M _ ^ . 

^ d.y ^ d.y ’ ( d. x ) Tx d. J 
del fattore H fu Kjr* , dove la lettera K rapprefenta una funzione di x, e fi avrà 

d.H ~ jr’ <f.K 4- jKj’ - 1 d.y , e però A = y* ; B = • Per lo 

X 

che foftituendo quelli valori di ( (— — ); H; A; B; M; N nell’ equazione 

d.y d.x 


■y 

Q J y 


d.RdY 


R d Y d K 


(W.) del num. 23., ne verrà — „ -, — , 

d. y d. x d y K d. x d. y 

q P y~‘ — q QY y~ l . Ora per fare fparire totalmente la y da quella equazione 

r . . , .. Q d.y d.Kd.y Rd.Yd.K 

bilogna fupporre q — e, lo che la riduce a — — ; — , 

d.y d.x d.y Kd.xd.y 


va* 
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i. R 
K 


l K 
~T' 


. « d. R R i- K , Q> x 

vale a dire Q — = -ttt , donde ricavali - 

^ d. x Kd. x • K 

S O d. x 

. — /. R = /. K , e pattando dai logaritmi al 


numeri fi trova L a 
r 


s 


R 

x 


= K . Adunque poiché fi è trovato dover ef- 

C Q d. x 
J- R 

fere q = o , la forma del fattore H è _ « , e l’ integrale della prò- 

s.^\ S-* 4 ' 


polla equazione è 


$(*'*' K ) +Y ^ 


K 


= A. 


29. Nella forma del fattore H = Kj* fi può affumere a piacere in luogo di 
K una funzione data per x con efprnenti indeterminati , nel qual cafo per avere 
la vera forma del fattore nulla più retta a fare , che determinare col metodo et 
pollo il valore dell’ efponente q di y , e i valori degli efponenti della funzione da- 
ta per x. Quantunque la maniera d’operare fia per fe evidente, non farà per al- 
tro fuperfluo vederne l’efempio. Cere.. fi una curva tale, che un moltiplice » dell’ 
abfcifla x diminuito della fubtangente fia eguale a una poteftà m dell’ ordinata y. 

t « y di. x 

Giuda quella condizione fi ha la feguente equazione n x — = y m , e pe- 

"• y 

rò y n d.y — nxd.y 4- yd.x — o, che paragonata coll’equazion generale M d.x 

4 - N d.y ss o dà M —y, N =y m — nx; onde fi trova ( ) r 1; (^— ) 

d- y d. x 


~ — n ; che però non fuflifte I* equazione ( ) = ( 1 -^) fe non in cafo, 

d y d. x 

che fia »r= — i, nel qual cafo la propofta equazione è per fe integrabile, di cui 


l’ integrale è 2 +*is:A,oCa y m+ - 1 4- ® + i . x y — (m 4- 1 • A=o; 

«4-i 

perciò a fin di rendere integrabile la detta equazione , qualora la lettera » efprime 
qualunque altro numero, che — t , è di meltiere ritrovar un fattore, con cui mol- 
tiplicandola li pottà giungere al fine bramato. Allumo pertanto il fattore x ' j’, 
i di cui efponenti f, q lono indeterminati, e per determinarli faccio ufo dell’ equa- 

zio- 
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rione (W.) del num. 23. come fegue. Eflèndo M z=y ; H—y" 

,*M. _ N. _ . 

- *’ ( 7T } " ’ J 


» XI 




ssB^rfx'y—*, fi foftituifcano quelli valori nell’ equazione (W.) , e con ciò effa 
diverrà i -t-it—py” x~ l — np — q, la quale con fare p=o lì riduce ad r-f-n 
— — q , e . perciò q ss — n — i. Il factore adunque cercato è Hrx’ y~'~ l — 


y-*-‘‘ 

che elfa 


Con quello fattore (i moltiplichi 


diverrà ? * 

y - 1 


n x i v 


l’equazione propolia da integrarli, con 

À X % 

■+• — 5— = o , il di cui integrale è 


-+• — =c A , o fia jr" — w -+•» . A v" -+- m — n . x z: o. Che fe fi 

m—n 3 

fupporrà m~q, n~z. A— ^ , il ritrovato integrale diverrà y — 6 j* + :x ; o, 
che è 1* equazione delia curva cercata . 

jo. In altro modo ancora fi può determinare la forma del fattore H con pre- 
valerli dell’equazione (£) del num. 23. Si alluma il fattore H dato per x , y con 
efponenti indeterminati , come fi ì fatto nel preced. num. 29., e nell’ equazione 


(E) fi foftituifcano i convenienti valori di M, N, ) > (^— ^)> ^ > A, B, 


!o che fatto andranno a zero i termini omologhi della proveniente equazione, 
confeguentemente fi otterranno le necelfarie equazioni per determinare gli affiniti 
efponenti indeterminati del fattore H. Prendiamo l’cfempio dalla ftelfa equazione 
3" i 3 — nxJ.y ■+■ yi.x = o. del preced. num., e pel fattore H fi prenda pa- 
rimente x^y . L’ equazi-ne (E) mediante le neceflarie lòftituzioni fi trasforma in 
x'y' -+- q* 3* = — "x'y 1 •+■ fx' _1 Y ,+ " — r.px' y * , o fia x f j ' -f- q x'y* 
-+- n x p y* -+- Hpx'y* — px r ~ l y* * =0. Di quella equazione eguagliando a 
zero i termini omologhi fi trova — px'~‘ 3** m =0, ed x F y* ■+■ qx r 3* ■+• 
nx t y -f- « / x' j* = o, e però p — o, 1 4 -q -t-»=o; quindi q — — n — 1 . 


Il fattore adunque fi trova effere H — > come fi è trovato al num. 19. 

31. Ma per ravvifare fotto qual forma convenga prendere il fattore H fer- 
vono le oftervazioni , che fu le equazioni differenziali far fi poffono. Ora per lo 
più fi olferva, che quel fattore, il quale compete a un’equazione, compete anco- 
ra al di lei differenziale. In fecondo luogo che fe un’equazione ammette un divi- 
fore, il di lei differenziale ammette un multiplo di quello divifore. Quindi dante 
quelle due oftervazioni fe (la lettera Z rapprefenta l’integrale) fi fupporrà, che 
Il fia il fattore di Z, e A contenga il denominatore di Z, fi avrà 


rf.Z = - Mrf.x 

A 


B N d.y. Che però fe quella equazione fi dividerà per 1 ’ 




in- 
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integrale Z , fparirà dal fecondo membro la quantità n , e A verrà divifo dal de- 
nominatore dell’ integrale: Per lo che, fe il quoziente fi dirà = 0 , fatea l’accen- 

. d 7 M d. x -f- N J.y . , _ 

nata divifione per Z fi avrà — — = . La lettera 0 acunque 

Z 0 

rapprefenta una funzione maggiore tP un grado di M , N : Per lo che in vece dì 

H devefi prendere la funzione — data per x, y la più generale di tal grado a 

coefficienti indeterminati, eflèrvando che fe in M, N entrano radicali, devono pu- 
re entrare in 0 , e combkiarfi in tutti i modi pofiibili con x , y . 

32. Effondo pertanto H = —q~ , fe nell’equazione (E) del num. 23. fi fo- 


. Y O . 

ftituirà in luogo di' H, e r in vece di d H, effa fi cambierà io 

0 © 


0 { d.y } 


M ( 


i 0 

©‘ d.y 


. x d N. - 

) = -73- ( -j — ) — N ( — 7 ), 0 fia 

0 d. x' v G 1 d. X 


d, M dQ d. N d. Gi 

(R) ° “ M = 0 (dTlì ~ N ( d~7)’ chc * l ’ e< 3 uazione co1 

di cui ajuto fi determineranno gli affunti coefficienti indeterminati della funzione 
Z. , onde refferà determinato lo fteflo fattore — . 

O ’ 0 

33. Coll’ efempio fleffò, che dà il Sig. Clairaut, prefo dall’equazione 


(fa 4- fy ■+■ • X d a -f- ftz, -t- yy +- x '^d.y — o, che nel fuo grado è la più ge- 
nerale, vedremo in pratica il modo d’operare. Per abbreviare per altro il calcolo 
fi elimini la quantità collante • dividendo primieramente tutta l'equazione per (S , 


con che efla diventa (G) z 4 - ~ y 4- ’J j(d. 


*-+- j z-h j y + 


5X*- 


pefeia facendo z 4 - y = x , donde ricavafi z = x — y t c d.z — d.x : Che 
però fe fi foflituiranno quelli valori nell’equazione (G), effa fi cambierà in 


ac 4 - 



* 4 - 




d.y —q , cioè (con prendere 


f 

~ì 
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fi fi e 


'> J — J ) * ■+% fy 'À** +: ,t. 4.: .. 


mx ny 4 - pX*y — ó (L) equazione, della cjuale cercali ij fattore, che la ren- 
de integrabile. Paragonando quella 


equazione colla generale Md x + N d.y — o , 
M 
J 


fi trova M = x + N = ^ 4- ■+* p; ^ — — — w : E 


poiché M, N fono funzioni del primo grado delle variabili x, y, fi deve prendere 
in vece di 0 una funzione generale di x, y del fecondo grado a coefficienti “inde- 
terminati cosi 0 = x l 4- nxy 4- bx 4- cy 1 -)- cy 4- /, onde fi avrà 


( d ' 6 ) = gx 4 - 2 rj 4 - c, (- ’r — ) — ix ■+• ay + b . Ora fifofiituifcano que- 
d. y M. x 


fli valori nell’equazione (R) eguagliata a zero, e con ciò fi otterrà 
0 ) = *x l 4- \axy 4 - kbx + ky 1 -1- ky + ■/;/ > • 

J - y 

— M ) = — «*' — icxy — ex — ìkff — ky 


\ 

■ j 


— 


— 0 (^J^) — — mx 1 — amxy — bmx — emf — emy — fm 
d. x 


n 4 

S) 

X 

= 2 i*x* 4 - amxy ■+■ bmx 

4- 

aay 1 

4- 

b»y 

4 * bp 

■ ) 
■ 1 


4 

4- 2 nxy 4- lpx 



4- 

•py 


* * 


Je 

— 4- kv-. 



( C ~) 


— 

cm 

4- */-» ' 

Somma — 


►x l 4* mC 3 — f^-x 

— 

cm | 


+ 

bn Ujf 

— fm ^-= 20 , 

- 1 - 


4- 2 p-J 

4- 

an^ 

1 

4- 

Uf-> 

+ bpJ 


Di quella equazione fi fervirà per determinare i coefficienti «, b, c, e, / del fat- 
tore con eguagliare a zero cialcun di lei termine così k. — a -+- m ~o \ — ic 
4 - a» — o; kb — e 4 - 2 / = o ; — kc — cm 4- un = o; — cm 4- bn 4- ap 
— oj kf — fm -f- bp — o . Operando pertanto col metodo d‘ eliminazione dato 

kp —• iflp i ‘ Y - 

nel Tomo IL , fi trova a — k+m ; b — - ; e = »; e — 

km — n 

k 7 p + km/ — mp - = Qyi n di mediante la fijftituziwie di quelli va- 
ivi — n km — n 

■Xcm, vii n lori 
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lori la funzione « trovafi effere x* -f- * +» + 7 * 4 - ■+■ 


k'p ■+■ W — 

v* — » 


j» - 


p’ . r M ii x 

' , e in confeguenza 


km — n 


0 


Nd j _ 
e 


X + kyyj X 4- mx 4- «y 4- pX'/j 


x 1 4- A +• + 


irm — fl 


mp , >‘p 4- A>»p — - n P 

r x 4- ny' ■+■ . ^ ' ■■■ 3 


d. 


km — n 
M 


A* — b 


© 

equazione differenziale integrabile , come lo moltra ^ 


d. 


N 


ti. X 


ma* 




_ :***•/-] 

1 “ ‘Xl 

V X 1 4- <,**»* 

^.XJ 4- lk l mn l J 

>■/ + "’ff 

U 4 - *4 >- 

J — in 3 - 

1 J 

* — in p J 



X .* + b^> X *+* X */ + *^-"P X * + im-n X + *Vr + W/ - '*» -fO l 

Ora per integrare la detta equazione fi operi a norma del num. 14., cioè a dire fi 
prenda l’ integrale di ^ d. x nella fuppofizione di x variabile , e y collante , 

che è (a) 


s 


* ■+■ k J X *• * 


- . — m . kP IH? - 

x* 4- * 4- m %xy 4 - 7 X + r, 4- 

e quello integrale, che fuppongo = 2, fi differenzi ritenendo 3 variabile, ed * 

N 

collante , e ciò che ne viene fi fottragga da _ i 3 = 


k'p 4 - k np — inp 


3- 

J km — b 


«x 4 - «3 4- pX^-J 


, kp — *p , . A*P 4 - *«P — t"P T 

x* 4- k -h m %xy 4 - -7- : x 4 - «J H 77 J — 


k m 


kn — b 


km — n 


Del refiduo poi l’integrale aggiunto all’integrale 2 fomminillrerà l’integrale cerca- 
to, che devefì eguagliare a una collante fecondo il folito. 

34. Ma per potere con più fpeditezza prendere l’ integrale di (A), in cui 3 


filD- 
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iupponefi collante , fi faccia ky = r; k 4- m X J 4 - — - — f ì "J 2 4 - 

km — n 

* ? — HI? j ? — t, con che la quantità (A) lì cambierà in 

hm — n km — n 

Y/x 4 

- , il di cui integrale fi nova col metodo del nutn. 187. Tomo VI. 

fpezzando il denominatore x* +«f + ( nei due fattori 

X 4- t, x +. ^•r-|/^<‘-t ) oliix + p ) * + » l 

(con fare “' 4 -|/j;'‘-i=», e /* — r = •) , con che 

, .. e . x 4 - r X * 

la ouantita — : li trasforma in — = 

* + *** 1 x 4- pX *4 * 

— 4- r — {— . Ma l’integrale di 1 -Z-lY-ÌJL. è 

•£ li U t f, e r integrale di — )[ — * è l*t*i 

» — » b * — » /\x 4- « t — » 

. O x 4- r y J. x » — r , -■ ■ r — » , • — — 

dunque X — — _____ — l. x 4- a 4- l. x 4- ». 

. _ p — • p — • 


ir + rV/x » — e . r — » , 

, ■ — = l- x -f P 4 I- x 4-“- 

'v + »'X* + » F ~ " p-* 


-/ 4 - y/-s i —t — 

p — r 2 4 

p — v ' 

2 |/L r* — t 

4 


« x — r 
2 

1 j/i, 1 — r 

4 


r — L , 4 - l/i 4 — t 
2 4 

2 j/i» 2 — f 

- 4 


~ / 4 - •* 

2 

'■ — 1 

2l/< r l — r 
4 
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perciò foftituendo quelli valori nell’ integrale trovato, efiò diventa 


1 

2 



/. X 


+ l/i» 1 -/ 


t r ' r 


2 j/I ,* _ , 

4 


* + — / — |/ i r 1 — t. Finalmente fe qui fi fofti- 


tu iranno i valori di r, /, /, fi arià per ultimo 


-±k 


yt-bm —41» 


yt+m —4* 

Ndy _ 


Siccome poi con fottrarre da 


e 




*‘+*+^ X *>+ + «y + rr + 'fp-i-p y _ 


— n 


— » 


♦ *» — n 


il dift. 


rendale del ricroyato integrale prefo nella fuppofizione , che la fola y fia variabi- 
le, nulla rimane, perciò l’integrale completo dell’equazione x +- ky\ dx +- 

m x-+- ny-f-p X d. y è il gii ritrovato, che devefi eguagliare a una colante. 

IJ - Trovato che fiali un fattore , che rende integrabile una propofia equa- 
ztene, farà facile trovarne infiniti altri, che facciano il raedefimo uffizio. Di fatto 
ha H il fattore, che rende integrabile l’equazione Mi* + Niijaaa, e l’in- 
tegrale fia Z, onde fi abbia S- H XMi*+Ni y = Z, ed 

H ,X a 1 / *+ ^d.y ~ <i.Z t fe Z' rapprefenterà una funzione di Z , il prodot- 
to Z rf.Z, che natce con moltiplicare d. Z in quella funzione Z', farà pure integrabile, 

e in confeguenza farà parimente integrabile Z'H X Mi* -bSsid.j. ftante che fe 

Z s 
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Z'H X M/*-|-NV ; 7 = Z'<f z 
che rende integrabile 1’ equazione M d.x 


Dunque effendo noumeno H. che Z'H il fattore 
M d.y arto , dove Z' .rapprefénta qual- 

fivoglia funzione di Z , egli è evidente, che effendofi trovato un fattore H, me- 
diante cui fi ottiene l'integrale Z , fe ne potranno trovare in feguito infiniti altri, 
che tutti len iranno a poter integrare la propofta equazione M d. .v 4- N d.y ~o, 
3 < 5 . Dall’equazione Mdx-fNd)i=o a due variabili palliamo all’equazione 
M x+ N d.j-bPd.zi—o. che ne contiene tre, la quale farà feinpre integrabile, 

qualora fi verifichino le tre feguenti equazioni ) = i~j~ ) » ("j— ) 

,d. P N , d. N . d. P . 

= ) — \~J~J )• Che fe quelle tre equazioni di condizione 

non fi troveranno aver luogo , non altro mezzo allora refterà per poter ridurre 
all’integrazione la data equazione, che cercare un fattore, il quale la renda inte- 
grabile. Qui poi fi offcrvi, che per le equazioni differenziali a due variabili fi dà 
bensì fettipre un fattore, anzi infiniti fattori, che le rendono integrabili, non cosi 
però per le equazioni differenziali a tre variabili, mentre ve n’ha tra loro un gran- 
djfìimo numero, che non potendo nalccre dalla differenziazione d’ alcuna equazione 
finita, non fi dà perciò alcun fattore, dalla di cui moltiplicazione pollano rifultarc 
integrabili. A fine pertanto di rawifare fe un’equazione differenziale a tre variabi- 
li, rìfpetto alla quale non fi verificano le tre accennate equazioni di condizione , fi 
poffa, o nò ridurre all’integrazione, cerchiamo il criterio, che ci ferva di guida a 
conofcere in qual cafo ammetta eflk un fattore, che la renda integrabile. 

37. A quello oggetto fupponiamo, che fia H quefto fattore, e poiché egli 

rende integrabile l’equazione M<f.x4-NZj-t-PZsz=o, d« 

fi le tre equazioni ( 


devono perciò verificar- 

f H M . / f.HN d H M . _ , <f.HP .. 

d.z a. x 


( 


rf.HN 

d.z 


) = ( 


*■3 
/.HP 
d-J 


d. x 

), o fia le tre feguenti 


(I.) M. ( ™ ) 4 . H ( £J1 
dy d.y 


) = N ( ) 4- H ( fi? ) 

d x d. x 


( IL )M( + H ( J J1 ) = P ( iH ) + H ( ii! ) 

"■ * d i ’j d.x d x 


(III.) N(.4« ) 4 - H ( ) = PC *» ) + H ( ±1) 

d.h d. *y d y 

) ■+ 


d. N 


d.z 


d H 


Ora l'equazione ( I. ) femminiiha ( 


d H 
dy 
d H 


d H 


— )> e l’equazione ( III.) dà ( 

M *■ J d y 

y C —■ ) i quindi eguagliando fi ha il (-IH) + ^ ( 


> = K<av 


H 

bl 


< 4 £i- 

d. x. 


“("*)- 
P d.z J 


d. N 
d.x 


) - 


2 * « 

M dy 
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- N (IH) + il' (£*f) _ ” (££) e peiò (V.) PN ( £H) -b 
P rf * P i*' P d y dx 

PH ( £il)— PH = MN (tiì) + MH d^) — MH C 4^-)' 

d.x d y d z- d.x d.y 

Ma dall’ equazione (IL) fi ha (11 1 ) = ^ (4“-) ■+■ 4 (4—) — 

ÌL (jLL), dunque foftituendo quello valore di (— — ) nell equazione (V.), re 
P d.x d.x 

viene M N ( £il ) 

V di’ 

H P ( ss MN (-lì!) + HM (—( — H M (4^0 > che > con t0 S lie * 
d.y a. z* d.z d.y 

i. M 

re i termini, che fi elidono, c fare la divifionc per H, riducefi ad N (-— — ) 

* à Zi 

N(£Z)4- P(£if) — P(1^) = M (Ì_^)— e 1 uefta 6 

d.x d.x d.y d.x, d.y 

l’equazione di condizione efibente la relazione, che le funzioni M, N, P devono 
olfervare fra loro, acciò l’equazione data M ix+N d y +■ Pd.z, — o polli am ~ 
mettere un fattore H, che la renda integrabile. Se quella equazione dr condizione 


HN (±^) - HN(£lL) + HP(1^-) — 
K d.x d.x' dx 


fi difporrà così 

( 


f MiN — Ni M ' 

^ ( NrfP— PiN\ 

V dx 

/ + V dx > 


P d M — M d P 


forma ( 


dy 
d N 

TT 


— o, indi fi divida per MNP , ella fi ridurrà alla feguerte 


<W 

M 


l‘d x 


)*(■ 


d P 

~v~ 


d N 

TT 


iM 


d P 

P 


ivj dx 




</./ — 
( M 

d.,1 

).( N ' 

d.i™ 

\.r P ■ 


\ P d X 

/ ■*- \ M d.x . 

/ "*■ V N dy 

) = o. 


38 . Ogniqualvolta fi verifichino adunque le equazioni ( ss ‘^ ) ; 

dy d-x 




Digitized by Google 


CAPO I. ARTICOLO li. 




( — / d P \ . (f^_\ — (^lH) , l’equazione Md.x 4 -Nrfji 4- ?d.z,z=. o è 

Ji d.x d.z d,y 

integrabile. Qualora poi non fufliflano quelle equazioni, ma fi verifichi bensì l’equa- 
zione di condizione trovata al numero 37. , l’ equazione propofla ammette un 
fattore, che la rende integrabile, nel qual cafo, trovato che fiali quello fattore, 
c(Ta fi integrerà , a norma del num. 17. 


39. Data fia per efempio da integrarli l’equazione jxj'-t-tjfZ'X ^ * 

-f. 2 x* 4 - 2 xzX d.y -^-xyd. zecco. Dal paragone coll’equazion generale M V.v + 
4- Pi. zecco fi trova M = 3 x jr 4- 2 % y ; N=2x*4-2.v&; Pc=xji, e però 

i. M d. N i. M , d N 

< — ) =l*-hiz-, (77) = 4^4- azj (77) = zy; (77)=2.v; 


i. p d. p 

( — — ) = y ; ( 7 — ) = x . Quindi non fulfillono le equazioni 


f d.M \ _ / d.N \ ( d.M \ _ f d. P \ /i-N\_/iP\ 

VTj ) ~\ d.x r\TH w.2 ) — \ d. j )’ 

Paffo perciò a elplorare fe fi verifica i’ equazione di condizione del num. 37. Fat- 


te pertanto le debite fioftituzioni ritrovo 2 x‘-+-axzX 2742 x 2 4 -axiX — y 4 - 


4 *+ xy+Z* + xy^ìxy+iyt’X 2 *-*-!*]-*- 1 ) 2 ’^ —x> vale a 

dire 3x7 -t-2xjrt.— ^x'jr+ixjz equazione identica; onde conduco , che l’equazio- 
ne propolla da integrarli ammette un fattore, che la rende integrabile. Cercando 
adunque quello fattore ritrovo, che egli è xy, con cui moltiplico 1’ equazione da- 
ta , e mi viene $x*j*-t-2xj‘z,)(d.x ■+■ ix»jr 4- ax’jpzX d.y+x x y’d.z — o . 
M’accingo adefio all’integrazione di quella equazione, c a tal fine prendo l’inte- 
grale della prima parte nell’ ipotefi di x Coliamo variabile cosi 


S. 3x*y 4- 2Jr/a X d. x= x } y*+- x* y* z [F]. Differenzio -pofeia quello in- 
tegrale ritenendo variabile la fola y, e ciò, che nafee, fottratto dalla feconda par- 
te mi lafcia zero, per io che differenzio ancora l’integrale [F] nella fuppolizione 
di % folamence variabile; e perchè fatta la fottrazione di quello differenziale dalla 
terza parte nulla rimane, perciò concludo, che il ricercato integrale della propo- 
fta equazione differenziale è x s jr*4-x 2 jr*is=A. 

/ dM \ 

40. Può alle volte fuccederc che nè fi verifichino le equazioni \ j~y ) =2 


W.N v , AM - W.P ^ ,/N - , d.V . 

= v «i uazi ° ne 


di 


condizione del num. 37. , ma che con folliruire nell’ equazione data da integrarli il 
valore di una delle tre variabili dedotto dall'equazione di condizione del num. 37. 

v ven- 


Digitizi 



52 DELL’INTEGRAZ. DELLE FOR., ED EQUAZ. DI 1 . GRADO, cc. 


vengati a rendere identica la ftefla equazione proporta da integrarti. Qualora ciò 
fuccede l’equazione data da integrarti niente altro efprime , che il valere di quel- 
la tal variabile dedotto dall’equazione di condizione del nutn. 37. Ciò fi può of- 


fcrvare nell’ equazione — zy d.x-b x—z, d.y 4- x y d z =0 . dal di cut paragone 
codi’ equazion generale fi ottiene M = — zy\ Nr* — 2; P = xy, e però 


,d. N . 


r d. M - , d. M N , d. N 

(Z"J )~~ *» C ZT)~ Vi* 

( ^ = ji ; ( — ) — * ■ Mediante ora la fofliruzione di quelli valori 


l’equazione di condizione del nutn. 37. diventa — x+z^y—x+z^y + xy 4 -xyz 
zn 4- zy 4- xyz , vale a dire xzzz-, e ficccmc con fort.tuirc am luogo <iix,erf.s 


in vece di d. x nell’ equazione propofta, erta diventa — zyd z-t-z — s»X ^-y 
2 yd.zzzo , cioè o — o , perciò la data equazione differenzi ale non altro clpritne, 
fe noa che è x = z. 

40 Quanto afle equazioni differenziali a quattro variabili , che rapprefento 
con quella generale M il.x-t-f$d.y 4 - 1 * d. z-t-Qd. a=o, acciò ftano integrabili 
devono veriticarfi [giufta le cofe dette al num 11. ] le fei equazioni lèguenti 


/ d. M\ / d. / d M\ / d. P \ / *■ M\ _ /d, Q\ (d. N \ 

VZJ / ~ W. X ) ; U * / ” ) ‘ KTZ ) - vzz) ; J 

(7?) ; GrD 3 (^) ; (zD = (tJ)- o* fe noB fl tweranno 


fulfiftere quelle equazioni, bifognerà cercare in q*al cafo l’equazione ammetta un 
fattore H, ebe la renda integrabile. A quello line pertanto moltiplichiamo in H 
1 ' equazione proporta cosi HMrf.x 7 4-H P* 2 -+-H Q d. u—o, e fuppo- 

fto che dal fattore H quella equazione rifiliti completa , fe (i lupporrà collante la 
u , farà pure completa 1 ’ equazione HM/I. *4- H Nij 4- H Pd.z — o, che fom- 


,iHM, . d. HN iHM 

miniftra quelle tre equazioni (t.] {—^y ) = ( }.x )■ (“ i ~) ~ 

£ y t 1 ( — ) = V — 7 ^ — )* Supponendo coltante la z , farà 




completa 1 ’ equazione HM</.x 4- HNrfy 4- HQrf. a ~ o , che efibifee le tre feguenti 

d. H M , d H N x ,/HM , d. H Q. N 
equazioni [2.] (- 73 —) = (mr)' (~77“) = (“Tx - )’ 


d. H N 

(~ zt ) = ( 


/HO 
— ) 


. Col fupporre collante la y trpyafi completa l’ equa- 


zio* 
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lì 


sione HMdx+HPi.* + H Q d. u—o, che dà le tre feguenti equazioni 
, x iHNl HP , rf.HM rf.HQ.v „*HP 

'»> (— rr) = (-zr ') 1 (— )=(-zr)i (— — ) = 


( 


W. HQ, 
</. » 


j . Finalmente fupponendo collante la x farà completa l' equazione 


HN d.y +HP/. B-t-HQ/.a =o, che fornifce le tre equazioni 


f rf. H N » ( 

f+i C — j-i— ) = C 


d. HP 


b ( 


i H N 
d.u 


)=( 


d.H Q_ 
*■3 


b 


, d - H p \ / *■ H Q. > 

V d.u ) — v d.z, ) 


42. Ora fviluppando le equazioni (1), (2), (3), (4) fi hanno le lèguenti , cioè 
dalle equazioni (1) le 


Dalle equazioni (2) le 


■ d. N> 


,d. H> 


(«) 




Dalle equazioni (3) le 

( 7 ) »© + ‘©=^) + <) 


Tomo VII 
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/ 

t 

Dille equazioni (4) le 

'• (77) *“<77) = *(zr) + H -Ci?) 

Operando poi a norma del num. 37. dalle equazioni ($) fi ricava 

« »(&) <z£)+“ ©-“© 4 - 

Dalle equazioni (6) fi ottiene 

*(£)-»(*?>=• 

Dalle equazioni (7) ne nafee 

Dalle equazioni (8) ne rifulta 

oo> “(&)-* <17) + 

( 8 )=— 


Que- 
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Que 9 e equazioni (9), (io), (11), (12) fono le equazioni di condizione efibenti 
le relazioni , che neceflà riamente devono oflervare le funzioni M , N , P, Q., ac- 
Ciò l’equazione Mix 4 - N d.y -+- V.d.z 4- Q i.u =; o pofla ammettere un fat- 
tore, che la renda integrabile, 

45. Non fono per altro neccffarie tutte quattro quelle equazioni di condizio- 
ne , ballandone foltanto tre comunque, mentre la quarta n’ è una neceflaria con- 
feguenza . Per vederlo prendiamo le tre prime, che fono le (9), (io), (11), e 
ouerviamo come da loro nafea neceflariamente la quarta (12). Dalla prima equa- 

, . d M M d. P NiM M i. N 

z.one (9), pertanto f. ha ( — ) = — T { 7 ^ ) ~ 7 ) + 

d. N N JP . . . . . ... M do 

(-—) — p ( i « dall’ equazione feconda (io) fi ha (— ) = ^( j->) 

X d. M M d. N d. N M d Q 
+ + ( ZT ): ° nde e 8 ua 8* lando > e 


d Q 

ordinando lì trova N P. ( - — ) 
a. x 


M Ci. ( ) = M P. (^-) — 

'd. * * dy 


d. P d M d. N d. M 

MQ,(-^) + NP.(_) - MP.( 7: )-NQ,( 77 ) + 

d. N 

M Qi ( )• S* moltiplichino adelfo tutti i termini della terza equazione (11) 

per N, e lì ordinino così NP.(Ì^) — N Q. (t~— ) = NP. (t— ) — 
MN. (j— ) + MN, ( — NQ^ (^— ), indi fi eguaglino i due valori di 


d. Q 

NP.C^S) 


N ( - — ) già trovati , e con togliere t termini , che fi eli- 


dono, con eguagliare a zero, e fare la divifione per M, fi avrà P. ( - — ) — 

“• y 


<*(rr> 




è la quarta equazione (11). Quindi balìa, che fuflilìano le tre prime equazioni di 
condizione, acciò fulfilìa ancora la quarta, e generalmente che ne fulìiliano tre, 
acciò fulfilìa eziandio 1* altra , che rimane . 

44. Ogniqualvolta adunque fi troveranno fuiTìlìere tre delle quattro equazioni 
di condizione (9), (10), (11), (12), 1’ equazione M d.x 4- N dy 4- P d.z 4- 
QJ " = o ammetterà un fattore, che la renderà integrabile, qual fattore tente- 
rai!) di trovare nel modo detto di fopra, aflumcndo cioè una funzione data per 
1? variabili x, y , z, u a coefficienti indeterminati, che fi determineranno poi per 

£ 1 mez- 
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, „ . . d. H M / H N d. H M d. H P 

mezzo delle equazioni ( ■ = C j x ( ~ ' V" ) — ( — ; - ■ )’ 


iHM 


d -3 
d. H Q_ 


d. x 


d. H N 

<TT-> = < 


d. z 
d H P 

~ry 


d. X 

d. H N 

)• (-7T-) = 


rf. H Q^ x ,/HP 
)i( «t 


u 


) = ( 


d. H Q 
d. z 


) fviluppate, tre delle quali foltanto fer- 


viranno al bifogno . Determinato' poi che fiali il fattore H , fi integrerà I’ equa- 
zione H M d. x -f- HNi/.jr -+- H P d. z -4- H Q jL u — o come li è detto al 


num. i g. 

45. Crefcendo il numero delle variabili crefcerà ancora il numero delle equa- 
zioni di condizione efibenti le relazioni , che devono oflfervare le funzioni 
ivi , N, P, Q, R ec. , acciocché l'equazione ammetta un fattore, che la rerds 
integrabile, cosi che fe le variabili faranno cinque, le equazioni di condizione fa- 
ranno dieci; fe le variabili faranno fei, le equazioni di condizione fi troveranno 
elfer venti ec. , e quelle equazioni di condizione li otterranno nella (leda maniera 
praticata di {opta. Ma ficcome abbiamo veduto al num. 4 3 , che di quattro equa- 
zioni di condizione, che rifultano di una equazione a quattro variabili, bada il 
verificarne tre, cos) delle dieci equazioni di condizione rifilinoti da una equazione 
a cinque variabili, batta il poterne verificar lèi; c generalmente eflendo — m if 
numero delle variabili di una equazione, il numero delle equazioni di condizione 


da verificarli , che battano all’uopo, verrà efpreflò da - lA.” L, Verificate 

z 

poi che fianfi le neceflarie equazioni di condizione, fi determinerà il fattore, che 
rende integrabile 1’ equazione indi fi patterà all’ integrazione giuda le cofc dette 
al num. 19. 

46. Per altro mentre ho detto dì determinare il fattore con far ufo del me, 
toco degli indeterminati, non ho già pretefo di voler far credere, che fia fetnpre 
in noftra mano il poter trovare quello fattore, quafi che abbiamo un metodo fpe- 
diio , e piano , di cui prevalerci in tutti i cafi per ottenerlo, il che è quanto re- 
tta a defiderarfi per compimento di quella parte di calcolo ; che anzi il più delle 
volte non fi fa quale ttrada tentare per iftuoprirne la forma. Quindi è, che gii 
Analitti hanno cercate varie maniere a fin di giungere più comodamente allo feo- 
po bramato: Alcune volte in vece di accingerli a dirittura a indagare il fattore , 
che ferva a tutta 1* equazione , hanno penfato piuttotto , quando la di lei forma lo 
permetta, a dividerla in due parti integrabili feparatamente , «ielle quali una fia da- 
ta per una variabile, e il fuo differenziale, per efempio per x, e d x, nel qual 
cafo fe dell’altra fi potrà trovare il fattore, dato per x, che la renda integrabile, 
farà egli il fattore comune a tutta 1’ equazione , dalla di cui moltiplicazione riful- 
cerà ella integrabile. Il metodo è lo fletto di quello tfpollo ai num. 23, 24, 25 , 
j. 6 , 28, fe non che nella ricerca del fattore non fi confiderà quella parte dell’ e- 
quazione data foltanto per una variabile, ma unicamente fi rilguarda 1’ altra par- 
te come data da integrarli, rifpetto a cui vuoili il fattore, e vuoili dato per la 
y «rubile coftituer,te l’ anzidetta parte : Quantunque le cofe dette di fopra rendano 

evi- 
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37 . 


evidente il modo d'operare, pure per maggior chiarezza vediamone due efempj . 
Debba li integrare J’ equazione X'A.y-hY'X'^d x-hY"A.xzzo , in cui le lettere X', X" 
rapprel'entano funzioni di x, e Y', Y" funzioni di y. Nella propella equazione 
non v’ è alcuna parte data per una fola variabile, nù efla lì manifclterà tolto con 


dividere 1’ equazione per X' Y" , con che fi riduce a 




Y' X” 


* + 


. , , Y" X' Y' 

A. x . . , A. x 

- se o, jn cui la parte è data folaraente per x. Non eonfideriamo per 

* X A y Y' X" 

ora quella parte , ma rivolgiamoci unicamente all’altra parte ■ 4 - — — — d.x, 

Y X' Y" 


che 

apici 


le ( a fine di rapprefentare le frazioni a modo d’ interi prefiggerò occorrendo agii 
Aci il f"gno negativo) rapprefento cosi Y~ " A.y 4 - Y'~" x"’ - ' A. x, e provia- 
mo fe elfa può renderli integrabile per la moltiplicazione di un fattore H dato per 
x, lo che fuccedendo, renderà egli integrabile tutta l’equazione. Sia pertanto 

HY-'V. ? -t- HY'-" X"-' d. X integrabile . Stante ciò -fi avrà ( — \ 

, i H Y'~" X"" k \ Hn /rf.Y'~"\ 

= ( dj ) , vale a dire Y , ( ^ ) = HX- (— - ), 


e però ^ = Y u Y" v X"“ 


r/x [ho fatto " ) — Y m ] . Per lo che 

d. H 

fe farà Y" — Y la put ora ritrovata equazione fi ridurrà a — — 

X"-' d. x, il di cui integrale i I. H = S.X' v, "V.x , o fia con paffare dai logaritmi ai 
s .X"-'rf.x 

numeri H = * fattore che rende integrabile 1’ equazione data , purché 

però, come colla dal precedente calcolo, efla abbia quella forma X'd.y 4- y X" d. x 

mi d. y X" d. x d. x Hd.y 

+ y d.x= o , o fia — ~ “vT ~ °‘ Adun 9 ue P° ichè sr ■+* 

3 3 3 

HX 4V -'rf.x x 1 t d H ^Ti.HX"-' - 

— —r i i integrabile, fi ha — ( - — ) = , confeguente- 

3 3 ■ * 3 

d H _ 

mente -jj- ~ — »» 4 -i . X"~'i /.x, e integrando, indi paflàndo dai logaritmi ai 
— jh4-i> S i X"—'rf. x _ 

numen ne viene H = a . Ora dt 


X"~V.xw -»4-I -S X' v ~' d . x 


± ±2 v 

+ 1 A 

-«^T.S.x"~ 


l’ integrale é 




e però l’ integrale della propolla equazione fe 
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— • S- X"~' d. x . $. X"-' d. x , 

— +S-* 


v /x = A 


— «-M y 

( la lettera A rapprefe.-.ta al (olito la collante); o fia 


^ITl. S-X"-' d. x Q -m-t-i .S-X' v ”'/x t 

O -» X' * 


-^rr. = »— t • « 

J ‘ 

. m-i . S X"-' </• X 

-b+i.A< 

47. Nella della maniera li può richiamare all’ integrazione l’ equazione fi Xy" iy 
_j_ f ±'j m -*- l dx+,X."yd*=o (in cui le lettere fi , J, » rapprelentano coefficienti 
cogniti, e le lettere X, X', X" denotano funzioni di x) con difporla ( median» 

t X' 1 d x 4 X" d. x 

te la diviftonc per /X/ ] così J m ~' ly -f 1 

— — o , Sia pertanto il fattore H dato per x, che rende integrabili le due prime 
parti _y* — ^ d.y 1 c •....•a ^ 


i LUX '/’ - '-*- 1 
«« 




*X 


. Stante ciò li avrà —, — d. Hy” f = 

<r. x 

, confeguen- 


t?X 


. d.H m — p -t- 1 tX'd.x 

, vale a dire — = — . 

ri 


4 X 


S 


m — p-f-i t X'd.x 

7x 


temente H — <t~ .Se adunque con quello fattore li moltipli- 

. y\ ?-t- 1 « X" </ x 

fherà l’equazione y m ~ f dy -f- — -y H j -£ — = °j farà e(Ta 

integrabile , e giuda le cofe dette il fuo integrale farà 

_ p'+ t fX'dx w-p-t-i tX'J* 

» b- ** c / .X"* x„ J. \ 

- + b-C“73rX- ; 




n—p-t-i 

— A, e però y m ~>* » — 


*—?+•» X A — (»—?-*-» 


•S( 


,X"/x 

nx 


X - 


S 


M—p -t— t # X' </.x 


fi X 


S. 


m— p-t-i J'X'rfx 


/fX 


/ 


o Ila 


J = 
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Ì9 


J = 


m-p-t-i ,tX' d.x 


m—p+i X A a 


f X 


S 


«1-f+i.lX'd* 

KX 


-S 


« — p-hi . f X'd x 


n—f + 1 


X- 

I! metodo fembra inutile allorché é m-p-t-t = o, poiché in tal cafo le quantità 
divife per m — p -h i diventano infinite: Ma ogniqualvolta ciò fucceda, fi 3VI ^ 

J, y t X' d x 

* — 1 = — 1> e l’equazione propolla fi ridurrà a — £■ 1 _j_ 

y fiX 

,X"d.x . , , . t r* X'd.x X" d v 

~jx~ =0, a di cu, integrale é l.j -f- ? Jy — - + i 

— A . 

i * Di pari paffo fi procederà all’ integrazione di tutte quelle equazioni le quali 
per mezzo di opportune folli tuzioni fi polTono ridurre alla forma della precedente 
equazione 0 4 - ,X"yUx = o [K]. Alla forma poi 

di quella equazione fi può ridurre P equazione pj" d.y 4- x m d,x\ X -H 

* X**y— t ove le lettere p, * denotano quantità collami, ed X, Z 

rapprefentano funzioni omogenee delle variabili x , con fare x = yz. Di fatto 
fe dopo aver divifà per X l’equazione propolla, vi li foflituirà 7 z in luogo di x- 
j * in vece di x , e x,dy -t- yd.z in luogo di d. x, eflà fi cambierà nella 

feguente * + »-*•* X j" X *"-/•* — A * =0. Ora ef- 

fendo per fuppofizione X, Z funzioni omogenee di x, 7, fe la fomma degli efpo. 
nenu di quelte due variabili nella quantità X verrà c/prefla da „, e nella quan- 
tità Z da •>, con fofliruirvi jrz in vece di x, fi avrà X=zy* V, Z=zy m V', ove 

Z y* V' ^ 

V , V' fono funzioni di z, e però _ = -1 — [con fare -T. e d 

V' r x .)* V 

V", la di cui foftituzione riduce la ritrovata equazione ad 


#• + *“ + 1 

ina forma dell'equazione (KJ. 


T -M 


V"J.i=o, che é della medcfi- 


2. 0 In fecondo luogo mediante la Itelfa folliruzione di yi in luogo di 
alla forma dell’ equazione [K] l’equazione ? y m d. y + T x m d. x 


x fi ridurrà 


(x/y 
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(*rfjr-y*)X£ 


= o , nella quale X , Z tapprerentano funzioni omo 


gente di x, y, ed X', Z' denotano funzioni tali di x, y omogenee, che l’eccefc 
io delle ditnenfioni di Z' fopra X' fia = m — i. Col foilttuire y * m vece di x; 
jr" z” in luogo di x” , zd y -+- yd.z in luogo di d.x, z"'* 1 f d.y ■+• jT 4, 1 d.z 
in vece di x“ d.x, e — yd. z in cambio di xZji — yd.x, la data equazione 


diventa ’t"* 'y m d.y ■4-ry”*' ' 


z" d.z -h fty m dy — y x d.z 



E 

X' 


o , 


Ma colla fteffa foftituzione di yz in vece di * la quantità — - diventa := 

^ z. v 

y V , e — = j"~* V' (ove V, V' fono funzioni di , confeguentcmentc 
X 

I + & = / v +a- v '' * + 1 = -/*’ v i- a 


J"*' 


(K). 

3° 


d.x 


W z. Dunque l’equazione ridotta trovali eflère » z“’ + ‘ -+- p )( </. jr -f- 

— V' X 1 </ a — jr*'* 1 V d. 2 — o, che ha la ftefia forma dell’ equazione 

Su le roedelimc traccie camminando, il calcolo farà vedete, che 1’ equazione 
x ?7J.y4. y’^Z'd.x , 

- mxy-'dy = - + y x «Z w fl P ° trà ridU " C alla for * 


ma dell’ equazione (K) con folfituire y m z in luogo di x , fempre che G abbia 
r— ir , r=j>; o pure q~n rz=p . Le lettere Z, Z', Z v ', Z'" rapprefentano funzio- 
ni di a, e di collanti. Di fatto dopo le neceflarie operazioni fi trova 


*'■ Z -+- m z ,+ * Z v X J+ m,+ d.J + z f Z' — *' Z"' 

— a' Z" " r+ ’ "d.z =o allorché é ter», >=zp ; e s' Z'" y'* m ‘+ m d.z 

-4- z e Z" — s'-Z'X " / * — x/Z—m z'+'Z'Xf* ">* ■“« Zy=o, 

? ualora è s , rzrp , le quali equazioni fono della (Iella forma dell’equazione 

K) . 

V #la forma eziandio dell’equazione (K) fi può jidar l’equazione x’” x 


— »> — i — « 

; z 

-t-fij d.y + p X X d. y + ' y d. X X -£=o lettere 0, • rap- 

prefentano quantità collanti , ed X, Z efprimono finzioni dix,jr), ogniqual- 
volta moltiplicando per « )’ efponente d’ una delle due variabili, indi da quello 
prodotto fottraendo 1* efponente dell’ altra variabile , il refiduo fia fempre lo ftefio 
in ciafcun termine oi X , e lo (fello pure abbia luogo in ciafcun termine di Z . 

Ciò e (lindo li faccia yzzzx~~* , dalla di cui differenziazione fi ottiene 

x 
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*' d.y 4- t y ' d x=zJ.t, e però xd y 4- ,yd.x — 

"*+!+• 


4 * 


i — r 

K é 

•— n7 — * I | — m — i •— $ 


«-I , 

x 4. % ; 


= % x 

— W— I— f 


' » d.y — x d. * — izx d. x ; 


x d. z — ,s 


J — * * d.z — , z, x m d. x : Che però 

mediante la forti turione di quefti valori l’equazione data diventa 




Xx”Zx +. 


/»* 


« m-f* I 

X 

0 a 


d.z,+*x =C» 

A 


Ora ciafcun temine di X effendo fuppofto y x , t ciafcun termine di Z ef- 
fendo j T x T , dovrà effere ( giurta la porta condizione ) ft — « —p , e però 
»=»«—/>, confeguenccmente jr * x“ = y* x 9, ~ p = (con fortituire * x” ' 

** 

in luogo di j») r : Parimente in ciafcun termine di Z dovrà eflere *t—r=q 

donde ricavali v-*, — q\ quindi y x* = y* x re-? =: ( con fortituire zx 
in luogo di jr ) — — . La quantità adunque — avrà quefta forma 

X A 


“ x? x p ~1 ,z 

~ — ~ ~ — » — r> P er lo che fari una funzione di ss, 


e collanti, che chiamerò — V; Onde l’equazione ridotta farà 

• — f » — I \ — m — i — t 

* y/ • m+l !• 

j — fitz Y x m d.x+flz X /a + V* ■ " d. arzQj 

che ha la forma fteflà dell’ equazione [K.] 

5 ° Parimente alla forma dell’ equazione [KJ fi ridurrà l’equazione fix”dx+t y" d y 




Tomo VII. 
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4- xd.y -htyd x 4-^ = 0, qualora facendo x — zy 


fi abbia 


— y V' (le lettere V, V v rapprefentano funzioni di z), ed 


X' 

i — JH 1 i; (*, ovvero t — r. Col fofiituire pertanto 


— — i in luogo di n; y * V in vece di — ; e / V' in vece di 


— , la proporla equazione fi troverà cflère fix m d. x 4- ty 
X 


+ x d. y 4- y d. * ^ y 1 * V ■+■ y r V' = o . Dalla fuppofizione poi di 


x — i j fi ottiene d-x — y 


« , 

.x — y d.z — ~ 




dy, e perfr 


L L — i - - + i 

y i.x+ ~ x y d.y =s d.z; xd.y 4- %yd.x — ty d.z\ 


x m z= z." y , de’ quali valori la fòRituzione riduce 1 ’ equazione propofta a 


m I _____ w ^ 

« « a m+i • » 

ty * m d. z — - z y d.y 


nt I 

f « 


ty 


f * — +■ 1 

f 

d. y 4 - «Jf V rf. S 4- ty 


t — — 4-1 
c 


V'd.z=o, 


la quale equazione con prendere f* — 1 diventa 

» 


*W I 


»i x I 


Xto*4-»VX** + J X ,- T s " + 
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4J 


k — 4-i 


V' d. % — o ; e ron prendere / = i 


palla ad edere 


3 


' + +3 



M— “ 4-1 
« 

t y V d. z —o , le quali due equazioni Iranno la medefima forma dell* 

equazione (K), 

6 .’ Bolla poi riflettere alle cofe dette ne’ citati numeri 23, 24, 25, 2 6 , 28 per ri- 
levare, che la parte dell’ equazione, della quale vuolfi trovare il fattore, che deve 
renderla iitegrabile. ha da eflerc di quella forma Xd. Y + YX'/x; o pure 

Xdjr -h X' 4- X''jX^ x > ovvero Xdjr 4 - X' y " -+- X" y X d.x. 

48 Altre volte ancora può fuccedere, che mentre non u fa ravvifare il fat- 
tore che rende integrabile una propofta equazione, riefea però facile il conolcerc 
i fattori , che rendono integrabili le diver/e di lei parti. In tal cafo fe aflumendo 
quelli fattori con efponenti indeterminati, fi potrà in feguito talmente determinar- 
li, che detti fattori rifultino eguali fra loro, fi patterà in quello modo dai fattori 
parziali al fattore comune a tutta l’ equazione , che la rende integrabile . Coll’ e- 
fempio mettiamo fotto agli occhi il modo d’operare. Propolla ha da integrarli 

l’equazione y~ k x X V — b' . d.y — x'~' X — k 1 . d.x 4 - »yd.x 
— mxd.y — o, di cui non poflo ravvilarc qual fia il fattore, che la rende inte- 
grabile. Ottèrvo per altro , che la prima parte y* x‘ X «* — V . d. y — 

x ' X — b x . d. x è refa compirà dal fattore y+* 1 x~' \ e 


la feconda parte dal fattore 7^ x ? , polla la qual cognizione patto adef- 

fo a cercare per mezzo di quelli due fattori parziali il fattore comune a tutta 
1 ’ equazione, che la rende integrabile. A tale oggetto fuppongo eguali quelli due 
fattori, vale a dire i loro efponenti così r-hk—i=pm — t, ed r4-/=:t>n4-i» indi 
col mezzo di quelle due equazioni patto a determinare i due aflunti eJponenti in- 
determinati /. r nel modo feguente. Palla prima equazione fi ottiene r—pm — k , 

e dalla feconda r—pn — t+i ; quindi pm-~k~pn—i-\~i , e però 


qua! valore di p foftituito nell'equazione r—pm — k dà r= 


«t — m/4-<» 

— ; Per 

m — n 


Io che tanto il fattore y ^^ 1 che il fattore 


F a 


y 
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km — m r - f-n tu A -tir — m 

m — n m-r-n 

j'"” - ‘ x — r — 1 f ; cambia in j x , che i il littore 

cercato, il qual rende completa la data equazione da integrarli. Di fatto li mol- 
tiplichi effa in quello fattore, e fi avrà 

nk — m t -J-» kit A- mr — m 


m — a 

J * 


X- 1 - * -ij r~ 

^ n — — 2 m -f- « 


m — « 

3 * 


m — n 


X « 2 - b l . i.x 


km — mt-f-m — kit -j- n / — m 


m — n 

A- » y X 


m — n 


i. x 


km — *!/-+-» — — » 


ra — n 

-- wjr x 


m — a 


. /.j = o, il di cui integrale trovali 
i’B — m/A-m k» A-mr — m 


eflfere 


n — mt-t-m 


m — b 

X y x 




4»; — — tu + »r — b 

*4-« m • — n n» — n 

' — 1 y x ~ A . 

49. Nd procedere all' integrazione delle equazioni dff.rrenziali volendo appi- 
gliai a quello metodo di dividerle in parti, e cercarne i loro parziali fattori, per 
paffar pofcia a fcuoprirne il fattore comune a tuta 1’ equazione , è di mcfticri cf- 
fervare di non ingannarli, giudicando che l’equazione non ammetta un fattore, 
che la renda completa , a motivo che non fi trovino i fattori parziali , che renda- 
no integrabili le parti, in cui è (lata feparata , mentre può fucccdere, che le par- 
ti, nelle quali è fiata divifa l’equazione non fiano feparatamenre integrabili, e ncn 
oliarne l’equazione intera riceva un fattore, che la renda integrabile, come al 
num. 22. abbiamo offervato fucceder fempre nelle equazioni dfferenziali a due va- 
riabili . 

jo. Fin' ora ho efpofto varie maniere inlcrvienti a determinar la forma del 
moltiplicatore, che fervir deve a rendere integrabile una propofta equazione diffe- 
renziale : Ommetter però non debbo, che può di molto fervire a una tale invefti- 
gazione il rovefciare il problema cercando le equazioni differenziali, che render fi 

pcf- 
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pedono integrabili con moltiplicatori di una forma data ; poiché fe fotto una fpe. 
ce di generalità li troveranno quelle equazioni coi loro moltiplicatori, con p a tia- 
re pofcia dalla generalità ai cali particolari , li conofceranno di moltitliine partico- 
lari equazioni differenziali i moltiplicatori, da’ quali vengon effe refe integrabili. 
Che però in una materia tanto importante non è da, trafcurarlt quefto metodo, 
che può mokilfimo le noftre ricerche facilitare . Dichiarerò brevemente il modo 
d’ operare lafciando pofeia a chi vuol profittarne I’elcrcitarvifi, Gli eiempj meglio 
che i precetti dichiareranno il metodo . 

5 1 . Debbantì determinare tanto i valori di S , T, che le funzioni P, Quelle 
labili x, jr, cosi che l’equazione differenziale S d.x-t- Tdy = o mediante il 

T dy 


vana 

fattore 


i S, d.x 

; — tifulti integrabile. Poiché adunque — ^ — _ 

P*+-Qj 1 Px + Q.j 


< S 

grabiie, fi ha (pei rum. 8 ., e zi.) d — 




d. x 


vale a dire 


i d S X P*4-Qj 
d - J P x -t- ‘ 


S*/P 


= o i inte- 
T 

Px + Qj 1 ’ 

as 


» dT X P* -h Q j 

~~ d X. ' 


^ y P x -f- Q y Px + Qy 

TP , T y d Ct 


P x -+- Q y " P x 4- Qj> ' Px + Q_Jf " 

(con togliere il denominatore comune, e con eguagliare a zero] 

77 x '• s xi** <u" - 77 Sx/P - 


, cioè 


j— x d. T X 1 J X -4- Q^J- 7-7 . T yd. Q_ - CLS + PT = o, confe- 
gpentemente li ha 

('•) 77 - -j- Sxd?-~ dT ■+* 


d. 


T y d.Qjrzo ; (II.) — .QS-f- PT=o. Ora da quella equazione ( II. ) fi rica- 


va S=P, e T (iccome l’equazione ( I. ] con foftituire P in luogo di S, c 

Qja vece di T ; d P in cambio di d. S , ed. Q in luogo di d. T diventi 


__ d. p xp*+Qj — 7 - *** ?y ~T7 <t Q-X p *+Qj' ■+* 

* y y 

'-7-— Q yd.Qzzo , o lia — Q yd?— Vxd.Q, vale a dire PQ^PQ. 
d.x d y a x 

L’equazione adunque adonta deve edere P d. x -t-Q/. J — o , acciò moltiplicata per 

1 
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^ 4 , ’ q j integrabile . Refiano adeflò da determinarli le funzioni P, Q_ delle 

Jx- t-Q d 
Px-t-Qj 


variabili x, y. A tale oggetto perciò difpongo l’equazione ^ - = 0 co» 


4. x 4 - ~r d. y 

p *' t II 

si - = 0 ) e poiché deve edere — — d. — . 

*•? x + % 


x + fj 


.4.- 


S 

P 


d.x Q 

x + — y 

P ^ 


, ritrovo —7 


Yv 

p d. v T * 


Q 

* + y j 


-L-j. — X x -f — — y 

4. X P A P ^ 


JLd.^ x a v 

P A ~ P A w 


* + yJ 


, vale a diré [con t> 


gliere il denominatore, e ; termini, phe fi elidono) t — 4. —X J r =? 

p 

“T— * ~ X y > d * cu * I ’ icavafi ~T~ 4 % = — -S— d. X — • Ma 

4 x ¥ 4 y P d.x ? y 

4- — — ~ — 4. Sì . 4. x -i- ~1— 4. — . d,y, che con follituirvi il poc’ anzi 

P a, x y d y P 

trovato valore di 4. ~ diventa 4 . Sì. — ~1— 4. Sì. 4 . x — 

4 y P P 4. x P 

Ora quello cflendo il differenziale di S-, ed *7 


IM 4= 7 v^,x^- a - 

eflfendo il ^ifferen* 

aiale di — , è di raeftiere , che d.S-^y lia una funzione di ~ , cor.fc* 

J «'XI jf 

guentemence ralc elfer deve vale a dire P , Qj e però S , T devono cflé- 

re 
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re funzioni omogenee di x, y . Stante ciò fia adunque — * e p.,£ 

P j,' 

Q.= *“r P=jf*, e con ciò l’equazione -■ * _ 0 cam bierà in 

Px+Qj 


y m d x-*-x m d.y 


*3 + *3 


— 0» che è integrabile, mentre fu Ili (le il criterio 




s — . vale a dire 


*3 xj m +x m y 4. X ' xjr" •+• x m y 1 

Xx 3 m +x'=J - mxy tm -'~ x” y" = X 


i*— t 


x",?’" — mjfx , che con togliere i termini , che fi elidono, diventa 
m— i. x m y m — M—i.x m y m . Prendendo poi a norma del num. 14. P integrale della 
data equazione 


y m J.x+- x” d. 1 

~ xy-'-t- x~y' U xy m +x m y 


-, r* y m d. x 

~ 0 fi ha Nj. x -^-^r t + A = o , che devefi 
prendere Bell’ipotefi di * variabile, e y collante, mentre con fottrarre da 

X m ' p y m J, X 

x~y- +X~y il differcnliaIe di ,J- ~ j’*+ x ’»y P ref ® nelIa fuppofizione di j varia, 
bile, ed x collante, nulla rimane. Di fatto nella data fuppofizione il differenziale 


* S 1 «* ' ' =P==^X 

. r m — 1 • *" J” . *" d, y 

— •■3 \ ===r- » P 0ichè 

vJ Xj”’ +X*Jf 


x J m -t-x' , y 


S m—i. x m y m d.x 

• — . . . — - — , — prefo nell’ ipoteG di x variabile, e 3 collante è = 
xy~- 1-* y 

Che fe fi prenderà l’ integrale di C, — ~ — — , (j avrà 

xy +x y 


XJi x y 

l. x ^ — /. 

m-i 


y m + 3 x 


— . Di fatto operando a norma del num. 171. Tomo VL 
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s 


d.x 


X J + x 3 


fi trasforma 






X 

X 


ri— *1 

fX d. x 


l’integrale è /.*, di— ^ *— poi l’integrale prefo nella fuppofuione di x 

y m +j* 


variabile, e y collante è /• 1 

J m — i 


. Volendo fi accertare che 


y +y> 


/.x -f 


“ 1 y” +-y** 1 


/. A=o fia 1 * integrale dell’ esazione 


7 d, x - f- x d.y _ ^ ^afta differenziarlo, e fi troverà — 


*y -f-x y 




— x m ~~ x d-y — — — x'“ d.y — y x" V* 
m-i m-i J J _ o 

_ m — [ 

y +y* 


i.x 


— o, vate a dire 
e però 

y ix + yx m ~'- ix 4- x"rf.,- ^ x~i.j-yx' n -'i> 


*y +* y 


= 0 , 


da cui ricavafi ” ~ 1 ^ •T—"*' v + * _? = °) confeguentemente 


y m d.x + x” d.y 

*y n + * m y 

5’. Per altro l’equazione y" i. * + *’ d.y = a è per fe integrabile, e il di 

, . . i — •»> + > i “ m + 1 

lei integrale è — ■ x — 7 4 -A=o. 

6 w-i m- ì J 

53. Debbanfi in fecondo luogo determinare le funzioni K, M, N della va- 
riabile x, così che l’equazione Kj </, x 4- M j d.y 4 - N Zj* =0 per mezzo di quello 

mol- 
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moltiplicatore , in cui X è parimente una funzione di x, rifiliti integra- 

Xj-H v 

Kyd.x-hMyd.y-hNd.y 

bile. Poiché per ipotefi l'equazione — =o è integrabile, 

Xj^-i 


fi ha adunque 


-mKXj= Xj + i X 


* y Xy -t-I™ 

yd.M+d.H 


d. x 


I j , ^ a tjj re RXt + K 

** x^TT" 

— ”‘J ^ X M J +- N. 


Di quella equazione fi ordinino i termini fecondo le poteflà di y, e fi avrà 


— K dx +»-i.KX^,* -t-XjW.M'j 
-f- d. N ' 4 - y d. M — wM j 1 d. X L — o 

„ • ■ . _ 4- Xji.N 

— m N ji d. X -> 

Ora a fine di determinare le funzioni K , M , N , fi eguagli a zero ciafcuna parte, 
o membro di quella equazione, e con ciò fi otterranno le tre feguenti equazioni . 

I. — K d.x -h d. N = o 


II. m— i . KXd.x 4- d.M +• X/N.-^ i»N</.X = o 
UL ; Xd.M — mMd.X = o - ; 


Dall’. equazione III. fi ricava — ^ =z m , il di cui integrale è /. M = 

- M X 

ut l. X 4 - l. A (/.A è al folito la collante), e però palfando dai logaritmi ai nu- 
meri fi trova M = AX" . Dall’equazione I. fi ha K d.x = d N; che però me- 
ciante la fofiituzione di quelli valori di Kd. x, di M . e di d. M> che è 
m AX m ~‘d.X, l’equazione li. diventa Xr/.N — NV.X — — A X m ~‘d X , della 


quale il fattore, che la rende integrabile, è — — . Si moltiplichi ella adunque per 

A 


quello fattore, indi fi palli all’ integrazione, e fi avrà —rr- = B — ■ 


- — AX m ~ , ) confeguentemcnte N = BX — AX“*" 1 ; quindi 

Kd.x = d.N — BiX — - m — A X"-V.X. In luogo di X adunque fi può 

m — 2 

prendere qualunque funzione di x. Si foflimifcano pertanto neil'alTunta equazione 
Tomo VI I. G mue- 
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indeterminata quelli ritrovati valori di N, M, e Kd.x, e con ciò troverafli, che 

1 ’ equazione, la quale è refa integrabile dal fattore ■ ■ ■ — , è Bj d . X — 

Xjr -f- t " 


■ *" * AvX—VJf 4- AjrX"/y 4. BXd.y - A X m ~‘d.y = o. 

W — 2 ffi — » 2 

54. Palliamo per ultimo a determinare le funzioni K, M di * in modo, che 
1’ equazione Kjd.x 4- M d.j 4- jd.y = o poffa renderli integrabile per un fattore 


di quella forma 

Nj* ■+• - 

K yix 4 - Md.y -4- y/jr 

fr— = o, deve effe re 


, Eflendo integrabile quefta equazione 


i. 


Kj 


Njr 1 4- Xy +■ r 


d. 


M 4 - 7 


/ ac ' N/ + Xy 4 - 1 ~ ’ 


* y Njr 1 4- Xj 4- 1“ 
o fia K N/ 4 - KXj 4- K — i«KNj* — «K Xy 


KT l / ^‘ ^ \ . V / M » 1 « • e ^ N . > * X \ 

= Njf + c 7T ) - wMj (ars) 


— mj> — imj j (j~~) > c ^ c opinata fecondo le potetti di y trovali 


elferc 


= o 


K</.-v 4. 1 — m. KXyd.x 4-1 —• im . KNjV.jc 4- «yh/.N 

— d. M — xy.M — NjVM 

4- «Myx 4- «MjVN 

4- my'd.X 

Eguaglio adclTo a zero ciafcnn membro di quella equazione, con che bo 
I. K ix — d. M = o 


li. 1— »» . KXrf.ar — Xd.M 4- mMd.X = o 

1 IL r — im . KNdar — NZM — «iMdN 4- md.X — o 
IV. mi. N = o 


Ora integrando l’equazione IV. ritrovo «N = A, e però N = ~ A [la lette- 
ra A rapprefenta al folito la collante]. Dall’equazione I. fi ottiene Kd.x — dM t 
del qual valore la fottituzione riduce l’equazione 11 . ad X/M = MZX, o fia 


; 
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= — — , il di cui integrale è /. M z= /. X -f- /. B, e però M z= BX. 
M X 

Finalmente 1 * equazione III, mediante la forti razione di d. M in luogo di Kd x, di 
— A in vece di N, e di zero iu*cambio di /N , fi trasforma in 2 A/M = md.X, 


donde integrando ricavali M = X.; Ma poc’anzi fi è trovato M =: BX, 

2 A 


dunque B se — ~ . Se pertanto nell’equazione K ylx ■+• M i.y •+■ ydy — o , e 


nel fattore ■ ■ foflituiranno i ritrovati valori di K , M , N , fi 

Nj’ +• Xjr -f- i 

troverà — ~ yd.X ■+■ Xd.y yd.y = o equazione, che refldcfi integra- 


tile con quefto moltiplicatore - m , ove in luogo di X fi può 

~ Aj* -+• Xjr -t-i 

tn 

prendere qualunque funzione di *. 

55. In querto modo operando fi potranno determinare altre equazioni più 
complicate, (tempre die però fi fappiaoo ufare le opportune induftrie nel ritrova- 
re i convenienti valori delle afiùnte funzioni indeterminate K , M , N cc. ai x ) , 
le quali làranno integrabili per mezzo di moltiplicatori di forme date. 

ARTICOLO 11 L 

Della maniera di ridurre ali' integrazione le equazioni differenziali mediante la pre- 
via /epurazione delle variabili . 

$6. TL non eiferfi peranche trovato un mecodo generale, e fpedito, il quale ci 
i porti all’ iave naie ne del moltiplicatore, che renda integrabile una qualunque 
proporta equazione differenziale , ha obbligato gli Anahfti a tentar altra Itrada per 
giungere alio fogno bramato efeogitando varj metodi infervienti alla fepaarazione 
delle variabili nelle equazioni differenziati , lo che qualora vien dato di confeguire, 
fi è anche torto in poffetiò dell’integrale cercato mediante le regole date nel To- 
mo VI. Ben è vero, che nemmeno in quella parte fi fono elii molto inoltrati, 
pure farà mellicri contentarci delle ricerche fatte fin’ ora, attendendo intanto mag- 
giori (coperte. 

57, Io intanto foggiungerò colla maggiore poflibile brevità, e chiarezza i va- 
ti 2 rj ri- 
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rj ritrovati metodi di feparazione. Prima però fi ollervi , che molte volte per fe- 
parare le variabili in una data equazione differenziale badano le firmplicillime epe. 
razioni di fommare, fottrarre , moltiplicare, e dividere. Allora poi diranfi Impara- 
te le variabili, quando l’equazione fi potrà fpezzare in altrettanti membri, quante 
fono le variabili, che effa contiene, in modo che ciafcun membro contenga una 
loia variabile col Tuo differenziai»; o pure fé ii^ qualche membro vi fono due va- 
riabili co’loro differenziali, il di lui integrale fia di già cognito; Così effendo data 


l’equazione differenziale - 2 - 


xd.x 


l/l +■ XX 


y à x 
** 1 


le dall’uno, e dall’al- 


tro membro fi fottrerrà 


yd.x 


fi avrà J 

X. 


id.x 

x x 


xd.x 
. » 
yj I xx 


in cui le variabili fono fufficientemente feparate, mentre fila, che del primo mem- 


bro l’integrale t ^ , confeguentemente l’ integrale della propofta equazione è 


■?- — y 1 ! xx -i- A . Mediante la moltiplicazione, o la divifione fi potranno 
x 

fcparare le variabili, ogniqualvolta nell’equazione differenziale ridotta a quella for- 

J * 

ma — — — Z la Z fia una tal funzione dell; variabili x, y , che fi polla fpezza- 
d. x 


re in due fattori, de’quali uno contenga una fila variabile, e l’altro l’altra: Co- 
me difendo Z = XY, in cui la X rapprtfenta una funzione di x , e la Y una fun- 

, tj, •* , 

zione di y, fi otterrà 1 ’ equazione — Xd.x , in cui le variabili fono feparate. 


Parimente avendoli l’equazione XY 'J.x — X'Y dy, ove X, X' rapprefentano fun- 
zioni di x, e Y , Y' denotano funzioni di y , con dividere l’equazione per X'Y', 


fi avrà 


X lx 
X' 


Y dy 
V 


, in cui le variabili trovanti feparate . Ma venia- 


mo ai metodi di feparazione , che efigono qualche più recondito artificio . Quelli 
artifizj ripeter fi foglrono per lo più dalle fottituzioni , delle quali per altro, fc li 
eccettuino certe equazioni di forme particolari, per le quali fogg ungerò i fegucn- 
ti metodi, non abbiamo metodo generale, onde in qualhvqg'ia data equazione fe- 
parar fi pollano le variabili. Affinchfe fi veda il loro ufo loggiungerò alcuni efem- 
pj dedotti da equazioni prefe nella maggiore generalità , e però applicabili in c.orj- 
K-guenza a moltiliìmi cafi particolari. 

58. Debbanfi primieramente feparar ie variabili nell’ equazione 


mt—i 

X 
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mi — i . 

* y dx 


T 

\ v. 


— d.y. Si faccia bx' *y"x' — zx“' , con che l’equazio- 


**' 4 - <y"* r 

«e data liduceii a — d.j (A). Ma perchè II i pollo bx‘ ■+• ay’x' 


XZi 


I 


t • — r m . t — T 
. X X, — bx . 

= , fi ha y = — } c **y = 


. i-r m , f-r 
/* £ -bit 


LzIx l - r - l ^dx + -L x'- r x - *»-*-±:fc» w ^X !L± T 

n rtO * ’ 1 L 


= (con rimettervi j in luogo di 


t — r m . » — r 
X * — bx 

v i 

7 


•• h ;• 


t — r t — r m J x , l f — r m , f-f-r . t — r d. x 

— x p h — - x a d. x, bx — 

n x n in n x 


X j = 


t — r m , (■ — r 
x » — èx 


» — r m d. x I t A-r . d. x 

a -| 8 X : 8- — b 

It X mn H 


^y . Per lo che mediante la 


m . 

X, — b 

follituzionc di quello valore dì d. y V equazione (A) diventa 


- - ' 1 t< y t M 


t. 


K 
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» — r Jm i- y 

J. X * 


I m . 

x a, X 

rr.n 


tt_ r h tl 


, o fia 


XX 


w l 

x — e 

T+» 


_ aV— - !±.% w ìji + tt — = -i. d. cui 

/\ X » x » x «o 


. . -/• * _ 

A ricava — 

x 


m i 

Z d. z 


!+«. 


rm — tm . % ■+■ mnz ■+• tm — mr X 4» — «ni 

equazione ove le variabili fono feparate . 

5^, Se fi fari *=i, r=i tz= l’equazione propofta diverrà 
yd.x 


kx m 4- tyx 


.» = d.y, e l’equazione, in cui le variabili fono feparate fi erose» 


i. X _ 

rà eflfere — 

ir 


* m d z 


1 -f-m 


tnz 4- m — i . » -t- i — *. bz — tot. 

Co. Debbanfi in fecondo (Dogo feparar le variabili nell’ equazione 

ft — « — mnt — rp+t — r 

y'Jj 


*x’ + ay'x’ 


.« = *>* 


d x. Si faccia bx‘ 4- «y’x' 


x ,mmr Zi m fjy* — r - 

;= *x»' , da cui ricavali j» = - — — , e d y — 


t—r 
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*— z."'x , ~ r ~ I J.x ■+■ — x~ r * " 

fi 


^x'- r x' r _4x , - r . 


Col farli pertanto le convenienti foftituaioni V equazione data fi trasforma in 

i i—m h-«- 

+ " i.z-^bx^'dx L , r " 

JL m ” 2 )(* *" - k * 

a * zx 1 ** 


= bx 


ft — » — mffi — -pr «4 -f — t 
n 


lx. Ma **“ V — bx* r 


h =; 


'“X-V" £ 




\\ t* 


X* -* 


y-f-t — * 


pt-f-t — Ht -pr—r+rir — 

x X 6 — 4 • Dnnqoe fe nella trasformata (i fo- 

ftituiri quello valore, fe fi trasferirà in numeratore x m ' > indi fi levi il dcncmi- 

L±J 

natote za " effa diverrà 

1 ' i 


0? 

«i: t .- m '*‘- r L0( 


mt+t—rj x , —mt+t—r 
x "** mn 


z x ■+• — x z d. t, — 

mn 

pt-ht — »f — pr—r-i-nr — J ~ 


p 4-1—» 


x*’- 


= i« 
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/>-M pi — mnt — pr4-t — r 


ha 


z , vale a dire 
x 


" , /»_i±. r 4 x Y 

/I X fllfl * X / \ 


pt — mnt~pr+t~ 


p 4-1— » 


x »» 

^ 4-1 pt — mnt — pr4-r — r 


T t n 

x* s - ‘ 


= ha 


i- X . 

*, — , e però 


/>+•!— « 


( , 1 — m tt 

t — r „ d. x I ■ t -t-T , d. x\/ m , 

* 1 * *■ * — — -A* - ~ b 

u x , . mn » x f \ 

< ' ’•< r.."r 


P±1 

u 1 

— bi x, —■* , donde finalmente rleavafi 

X 


d. x 

x 


I — m 
m 

Z d.Z 


— />— I-f-« 


- I 


f 

m 


* « • pJ-V' . •* «i- * 

«anij * x^z, — fr " + r — * — r X* w 

equazione , in cui le variabili fono fcparate. 

6t. Se fi fupporrà p= i , b== i , r=2 , «2=2 , »=r , r=i , m= L, b = t , 


l’equazione propella fi cambierà in 


3*J 


Vxx 4- 2 JfX 


— x, e Pequazion tratform®- 


. . d. X 2z. J — izVd.z 

u , in cui le variabili fono iipa rate , fi troverà eflère = ; . 

r ’ x 4*— *14-2** — x 


<?2. 
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61. Propofto fia in tento luogo di feparar le variabili nell’ equazione 


57 


ex' 4- bx" -+- fj'x’’ , p — i 


tj x . / p — i n* — » — t 4- — »■» 

■■ ,Y « A i — p>r </. x. Si faccia 

ex" 4 - i>x* 4- t /x* /V J 4 

ex” 4- *x ‘ 4- c/x^ * = *x-, donde ricavali y = 


m — n • tu — » « — » ♦ m — ” , 

x * — ex — b x z — ex — 0 

_____ , y ! 


f— I 
f 


m — n m m — a 

? 1 x z — ex ■ — b , 

y = — = 


( m — n m m — n— I . I m — n m . 

z x d.x - 4 - x % d.z — 

P •? 


cm -f- cn m—n—i \\/x z — ex 
X d.x 


0X= 


1_ p 

m—n « m — a 


ey'x" = x m z 


— ex- — bx'\ »x m + bx • 4 - f/x* z= x”z“ 4 - «— e.x"; 


ex* + bx' 4- 


1 ^ ^ 

• eyx" ** = x”s“ 4 - *— f. x" =x m *‘^*’* 4 - <* — f • 


Te«o VII. 


H 


Per 
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ite" 1 4 - bx * 4 - ey‘x" “ \/ f — 1 

Per lo che fe nella data equazione . . . === „ Xj *•!) 

ex" 4 bx" 4- 7yV * A J 
m — n—I 4- fii — «ih r 

n=: gx <£ x fi fofticuiranno ; ritrovati valori , efla fi cambierà 

nella feguente 


f mi *X** 4-* — c W— » • 


X m— « * , f * r«M 

* X *.X + . x * «-* — 

P *? P 


• , V*4« "-*- 1 , 

. x *r* 


m — n— 14 /* w — pm 

—£ * d x, vale a dire ( con fare 1 ‘ indicata moltiplicazione, 

con ridurre x in numeratore^ con togliere il denominatore *p ? e l’altro c 
con dividere tutta l’equazione per x w ” I + J,w • w 


) 


i x 


i—# i 


w v — n •> • * 


*X *’+«-* Xa«+«. ’ X ** +«-' X* 


4- .<* X X 1 +*—( • i.x—pfgtzi.x', onde fi ha finalmente _* 


i— * 


I 


A» 


•X 


4- « 


X '• * 


>P S e * ~ * * 4 -a — c 4 * * * ~ » * * * -t-a— < 


equazione in cui le variabili fono feparate, 

tìj. Secondo i diverti valori, che fi augneranno agli efponenti, e coefficienti 
dell’equazione propolla rifulteranno varie equazioni , le quali o faranno a curve 
tranfeendenti , o pure benché molte volte forco forme fempliciffime , faranno per al- 
tro complicatiffime, e molta induftria, e fatica altronde richiederanno per effere 
ridotte ali’ integrazione : Cosi fe fi fupporrà m, p , p, # = t ; * == a zero; b, e, 


<>Z 
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59 


IxJj + Jy+yJy 

t, g = i ; > I» detta equazione fi cambierà in x + l +j =Ax, 

vale a dire in x Jy-i-6dy + 6yJy=6xd.x-i-6<l.x4-6y*- *, la q uaIe , 

una forma femplicitfima , che in realtà non ha. Che fe trasferiremo i già fuppoiti 

valori degli efponenti, e coefficienti nell’ antecedentementre trova» equazione, m 

J. x 

cui le variabili fono feparate, elfa fi trasformerà nella feguente 


i.% 


XI- 


d % 


+ 1 


, o fia ( perchè 


Xk- 


' — i -ì 


6 6 

i J.Z 




fi fpezza in — 


io j 
— a. * 


integrale è 


io 


/. A ( la lettera A rapprefent* 


5 *3 , t 1 

l. X Z= I. -f. U Z-- 

al folito la collante), e paffando dai logaritmi ai numeri fi ha x = 


IO 


_ J _ -! 
» A ì 


± 

‘3 






"IO 


L 1 , la quale f con 


follituirvi il valore di * prefo dati’ equazione c x m ■+■ b x" +- e y p x " * = z x* m 
del precedente num. óz., che giuda le fatte fuppofizioni diventa x-t-i +y = *x, 

e però fiha*=r-j--j-H-^)fi trasforma in x M = 


( X K - 2 -"--—) » ciot 

a’ 9 . }*. A n . integrale cercato. Dì fatto fe fi differenzierà quell’equazione, fi 

H z 


tio- 
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? s 

troverà zojjr— 30 d zj— X txi ~W~ h Ì +" 

_____ — -■» ■■ IO 

ÓJx-hJdyX 1 *-*- i 3 -+-J X*J— i x +■ 1 =o, cioè 

ìod y — ^o/xXj * -*-? j +- 34 - »*•*-<- 9 %. l 3~ A* +■ a =o, e però 

llxJy—ltxd.x -h l8ydy — l&yd.x +- y^dy — ^d-x-o , confeguentemente 
x d y —6xd.x+6yd.'y—6y dx -bód.y — W*— o, che è 1’ equazione nat* 

- L 1 

dalle fatte fuppofizioni di w,p, *»)• = !> « — a zero, ®,r,r ,/ = i ; a = —. 

6+. Che fe in quarto luogo fi dovranno feparare le variabili nell’equazione 



m p 

ulL y,vj- 




r ” r 


m — n-Min-f-irpp +m <j re — m »* — mr c 


<f. x con porre 


m 7 

i* " •+•*/ 


— * mr x" *. T — ex" . ,, — 

ex" + f/ = zx , fi avrà y = j — 

FI 

# 



t 



; jr" = ec. ec. } d. y — 


m 
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I — n 
n 


w 9 m — 1 » m m—i, W « T * 

— z. x d. x -f* x * «. j& — — ex d,x\x z — ex 

li n x fi f\ 


Onde foftituendo quelli valori nell’ equazione data, indi operando fecondo le rego- 
le comuni li troverà — — — 
x 

1— n~H j* 1 

n 


*”*X*’-' xC-‘X— X-'— )x('V*X*'-0" 


n 


r * c 


n 

*X(0M*'-‘ )’- 


1+/ 




i' 


"X’*-' XC-’X—X-'- ) 


equazione, in cui le variabili fono feparate. 

n — -t j 

, . , . ay a.y m — i , 

6 5. Si feparano le variabili nell equazione - ~kx d x 

, n Iti 

1 4- « J -H* 


con porre cj n -t-ex' n =zz, donde ricavafijr — 


a* 1 -ex" 


, e rf.j = 


1 
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i 


■n 


i — t* 


i n 



m m — z , 

— ex a.x 

n 



1 


Per lo che fatte le debite fofti- 


* 

f t-i* 

az 14 d. z 

turioni, e neceffurie operazioni, fi rrova x”‘ 1 d.x — 

tifitele +-n. f» ic-j-ftì l kz 

equazione , in cui le variabili fono feparate . 

65. Le foftituzioni delle quali abbiamo fatto ufo fin’ ora non fi appoggiano 
ad alcun principio certo, mentre tutt’ ora fiam mancanti d’ un metodo, il quale in 
qualfivoglia cafo ci additi 1 * idonea foftiruzione inferviente alla Separazione nelle va- 
riabili. Benché però generalmente non abbiamo una regola , la quale fecondo i va- 
ri cali infegni ai qual foftitirzione debbafi far ufo per giungere allo feopo bramato; 
fono fiati per altro (coperti varj metodi particolari, che dt guida ci fervono a rav- 
viare le fofiituzioni da farfi opportune al bifogno. lo li andrò dillinumcnte efpo- 
nendo . 


METODO L 
Della dimidiata filtrazione. 


67 . /^~\Uefto metodo, di cui è autore il Sig. Conte Jacopo Piccati, fi fonda fu 
di tre canoni. 1. Si deve difporre l’equazione differenziale in guifa , che 
i differenziali refiino accompagnati riipetrivanrente dalle loro variabili , con che 
vienfi a fare una dimidiata leparazione, riducendo in feguito ne’ comuni moltiplica- 
tori, o divifori quelle quantità, che turbano la feparazione. II. Si deve prendere 
l’integrale delle quantità g’à feparate. ed eguagliarlo ad una nuova variabile, nel 
qual modo fi otterrà un’equazione arbitraria, per mezzo della quale prendendo il 
valore d’una delle variabili dell’ equaz : one propofia , e nella medefima lofiituendolo, 
le gli verrà con ciò a dare una nuova forma. III. Se dopo quelle operazioni fi 
troveranno feparate le variabili , niente altro più rellerà a fare , ma in cafo , che 
le variabili non fi trovino feparate, fi dovrà nel modo fteffo replicare 1 ’ operazio- 
ne, finché fi ottenga la bramata feparazione. Gli efempj rifehiareranno il metodo. 

63. Dcbbanlì feparar le variabili nell’ equazione 


a x* d. y +■ a y" d x 

t 


=: Xd. x, ove la let- 


n — I n — iw n — t n — i n — i » — t ■ * 

ix + h J \ cx + e J + tx y 

tera X denota usa funzione di x. Si metta da parte il divifore 

kx 


✓ 
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** ”’ + X* ^ +*/"* -K jT" /"* c fi confideri U fol ° dif ' 

fe renai ale ax'll+ty’d *, che t in numeratore , quale fi divida per x* V", e fi 
moltiplichi nel tempo Jtcfio a fine diconfcrvarc la ftclla quantità» C90 che fi ridurrà 

a d *’ J*X~^ + ~x*~ » 0D<ie l ’ equazione propofta prende quella forma (A) 


'—2 + “■—2 f 0D de 1’ equazione propofta prende quella forma (A) 
y x 


\/ ai y f i_ 

« A y' x 


1 — 1 »— j \ . j»-»j »— *i 

X fx ' fcjr 


I ««“I 


— XA*. Ottenuta quella dimidiata feparazione, in cui j differenziali d.y,d.x fi- 
no accompagnati foltanto colle funzioni de’ loro fluenti , e gli altri termini co 1 - 
tuifeono una quantità quafi eftranea, che fa figura di comune moltiplicatore, 11 

prenda l’integrale di ‘Jj. + , che è - ^ » 

y x x—i.y n—i-x 

a * 

che fi faccia eguale a una nuova variabile * cosi . — . — — - 


n — i»y 


_ - ~ — . r r»*— *1 n—~i 

a **-»x X & mmml V y — 

donde ricavali x -hy —zx y ,e pero x y 

»— “i * 


*— 1 » 

* +y X v —JL 
» *y — 


■>x" y = 


n—l »-*« 

+ y 




. Che però mediante la foftituz one 
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de’ ritrovati valori di x" y" , di x" 1 y ”~ l , e di 1 Ì 2 . 4. a , che t — 

J* ** 

1 

— - </. z», 1 * equazione ( A ) fi trasformerà nella feguente 

t 

» — 1 


n— 1 » *— 1 »— 1 » — 1 

x -h y \/ * -4- * 


x- 


I 

n — l 


X-^ 


d. 2, 


iY* + j 


»-p-i 


)(*)(* + j ■+■ e ^/ * + y 


d. z 


zz Xd.x j vale a dire 


« — 1 


“X 


tr+t 


1 

»-i 


= X/, x, equazione nella quale 


le variabili fono feparate. 

69. Prendiamo in quello fecondo efempio a Separar- le variabili nell’equazione 


1 1 — t — • c 


x m i-x 4- ay </. jr^V =: cxd.y -t- eyJ.x)( V' ( le lettere V, V' 

rapprefentano funzioni date per x, y). Si faccia in quella equazione la dimidiata 

m r— e — 'C 


feparazione così x™ J. x-H* y fy — i —1 4- x J pofeia fi 

e /„ y ( d, x e t 0 e 

prenda l’ integrale di h , che è l. y x = /. y x , e fi 

3 x 

eguagli a una nuova variabile z. in quello modo l y r x e = /. x? , onde con 
palTare dai logaritmi ai numeri fi ha y r x c =. 2? } da cui fi ri;ava il valore di 


/ 
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mg 


z z 

x, che è x = ; e però x m — ; d. x = 

e mt 


l tri i 

•ite, e e e , 

r y , d.z- 7 z y i.y 

: ; ed — - +• = . Si forti* 

’ y x z 

2 e 

t 

y 

tuifeano aderto quefti valori nell* equazion preparata , c con ciò erta patterà ad e Aere 

# mq-\-q—c r — 'C mg 4* f 

y*z e d z — — y ‘ z C d. y — me—t—v 


me + a» 


■+■ * y d y=> 


q z 1 d. z 'y^— ^ ^ - , cioè (con fare la riduzione allo fteflò denominatore) 

' ì 

f 

y 

t_ my+y-c e—f mq + 1 «— « 

y' z * d.z — ty c z ' d.y + ay e d.y 


m 

e 




q z 


70. Ora poiché dopo quella prima operazione non rertano feparate le varia- 
bili, develi procedere a un’ altra feconda aimiaiata feparazìone. Si difponga adun- 
que la ritrovata equazione nel modo feguente 


Temo VII 


! 
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mg + q mf-j-f—e 

s c Z 


»— f 


me+c 


-X- 


nuj + ? 


~ ~y~ — q ^ * Xv" ( E )> 


r * 


"f +f 


— & — 4 

t 


e non confederando il fattore 


, fi prenda l’integrale di 


>w#+# 


"J+J-f 


i. 


>7+7 


-- — , che è /. JL — a — l. y, 

">7 + 7 j 


e * 

— » — * 
c 


( X* + ‘ f 


>"7 + f 


e € 

quale fi eguagli a una nuova variabile u cosi (B) l - ~ * 

'X" + I 

/ j — i l u , onde pattando dai logaritmi ai nutnen fi trova 


"■* + ?- f x» + * 

‘ -, 
c 


= u , da cui fi ricava j = 


HTJ. (X»> + i 

e « 

— a — a 

t 


> e però y 


«ff # 
C 
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m # -f* c 

mq -f- q * + 9 

e * 

— z — * 


mek + ck 


. : In oltre differenziando P equazione (B) fi trova 




■ "f + 1 
e t 

% 

c 


d kd.lt 

— — — . Quindi fe quelli valori (3 foftituiran- 

J “ 


no nell’ equazione (E) i eli a diverrà ■ 


meJt + ck 




Y " _ 

f — # A H 


me + » 


ff I -f fi "*f 


e \/V' 

5 * rf.z Y y-, vale a dire *.« 


d. u — 


«f + ? 


+ * q —* C 


q yi. * c _ a y* C J , nella quale equazione le va- 

riabili faranno Sparate, fempre che mediante le f (lituzoni fi polla ridurre la 

quantità — ad edere il prodotto di due fattori, de’ quali uno fia dato per u, e 
V .a 

1* altro per z. NJla detta quantità — pertanto fia la x elevata alla potellà f) t 

V V' • m 

la j alla potellà onde non curando i coefficienti, fa — = x r j • Adunque 
fe qui fi L intuiranno i vaioli di x, e di j, che ci vengono foraminiftrati dalle 
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" 1 + 1 


(_ 

fXW')*i 


— a 


precedenti foftituzioni, e che fono j ~ 


; x =3 




a — 

c e 
z u 


e 

— * 
f 


"1 + 1 
c 


i 

w-fr-l 


, e peti) jr* =* 


^f+? 

t 

t 

(Zi • — d 

r. 


e X m-f-l 


; xt — 


19 »*f 


« 

* 

C 


« •? + 7 
( 


V' 

^ , confeguentemente — = x* y — 

W+I 


— < 


91 f e k — * c k 
c c 

Zi U 

m 1 + 1 
c 


> o fia 


f t — • m 

« Xiw+J 


— f f + t>e 

rXm+l 


9 1 k — * tk fi m r] + q 

* * x . v XJ - ‘ - 

a»*-*% ss’,* » 

mini, e gli riponenti f » ne’ diverfi termini delle quantità V, V' fi; no divcrC 
pnte le taoto m cu fi. un termine di V, che in ciafcun termine di V' farà f <- 0 è 

una 
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6 } 


una quantità cofìante, la variabile « in ciafcun termine tanto di V, che di V' 

V' 

avrà Io fteflò efponente, e in confeguenza la quantità — ùrù ridotta a due fat- 
tori, de’ quali uno farà dato per «, e l’altro per z, 

71. Palliamo dagli elèinpj generali ai particolari , e defumiamo il primo dall’ 

2 .V di j y ^ ^ 

equazione — — • ~ l — - d. V ( la lettera V rapprefenta una funzione o 


* — y 


di x, o di y). Difpongo la data equazione cosi ■ ■ ■ ■ , ■■■ X a xA.y — t-yi.x 

x —3 

zrz d. V , e oflervo che fe la quantità zxdy — zyi x foflfe divifa per xx, farebbe 

ixd.y — zydx ly , , , 

== — .Si divida adunque la detta cqua- 

XX X ‘ 1 


efla integrabile, cioè 


I 2x^7 — lyd.x V 

zione per xx, onde fi abbia V — — = . , indi l’ integrale 

jy ^ X X * X X 

? y 2> 

trovato fi faccia eguale a una nuova variabile z. cosi — — — onde fi ha y =: 


xz x as 2 ex — x* \/u 

— ; x — y = x = — : x — y = xx V 

za J la za ’ J A4 

a xd. y — tyd.x 


d z 

=■ — — . Ora con foftituire quelli valori l’ equazione pre- 


, A a d.z d V A3 d. z 

parata diventa ... — — , vale a dire • x — d V equazio- 

xx\ia — a xx ia — x> 

ne in cui le variabili fono feparate. Non ommetriamo ancora d* integrarla, e a 
quello fine facciamo la — z—u , ii di cui differenziale è — d z zzd.u . Soltirucndo 


pertanto quelli valori , 1’ equazione diventa 


4* d u 


— / V, il di cui integra* 


le è — V. Ma eflèndofi pollo = — , fi ha z — ; fe li fo- 
li x a x 

2 a y 

ftituirà quello valere di z io la— z—u, ne verrà la— ■ — - =z u , o fia 

x 

4 «X — 2 *y 43 

■ — = » . Nell’ integrale pertanto trovato = V fi follitiufca quello va- 
lore di u, e fi avrà finalmente = V, v.Je a dire — - =c V . Se a 

i^x—iay x—y 

x % 

que- 
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quello integrale fi aggiungerà la collante A, fi avrà — V , e fup- 

x + 7 x y 

pollo A = — I l’equazione farà — - =s V, che è un’altro integrale dell’ equa- 

* y 

zione propofta . Se nell’ equazione data fi muteranno i fegni , talchi fia 
2 *id.x — 2 xd. v 

- ■ , fi ridurrà elfa alla feparazione delle variabili con dividerla per yy, 

y—* 

e con operare nella fieffa maniera pur ora praticata. 

72. Il fecondo efempio ci verrà efibito dall’ equazione xd, y -t- y d. x j/ 1 — x y 1 
x d. x-i-yd 7 

= . Rilguardo in quella equazione come già fatta la di- 


V** -f- yy \/ xx -t-yy 


midiata feparazione, e prendo a parte il fattore xdy -f- yd.x , che i per fe inte- 
grabile, e il .di cui integrale i xy, che eguaglio a una nuova variabile z cosi 
xy = z, e però x*y* — z 1 ; xd.y ■+■ yd.x — d. 1, de’ quali valori la follnuzione 

riduce il primo membro dell’ equazione data a d.%yj 1 — zz . Ma perchè la fo- 
flituzione, che mi ha fervito pel primo membro, non ini può fcrvir ptl fecondo, 
perciò rifpetto ai medefimo procedo con una nuova dimiduta feparazione, e a tal 

xd.xd-yd. 7 xdx + yd.y 

• — ove — — — è ìntegra- 


fine lo difpongo cosi 


:X 


V'TT^'y V xx Vx* -t- yy 


bile, e il fuo integrale è \J xx-r-yy, che faccio — u , con che il fecondo mem- 

d. U , • ■ 

bro della propofta equazione diventa — — , e però l’equazione trovali trasforma- 


li. u 


V" 


fa in ii. ss V 1 — — ~~ » cu ' * nte g ra le è S ■ d. z\J 1 — zz = 

liju-ir A. 


METODO 


i r. 


Ter le equazioni omogenee, 

!.. 

7 3. T E equazioni, come già ben fi fa, diconfi omogenee, ogniqualvolta in ciaf. 

JL cun loro ternvne la lemma degli riponenti delle variabili coftituifce uno 
ftelTo grado; per lo che I’ equazione a due variabili avendo qutlla forma Mii.x 
-f- Nii.^rro, le M, N faranno date promifeuamente per x, e y, ma in moro 
che le Gimenlioni della variabile x colle dimenfioni della variabile y formino ovun- 

X Jt 

qut uno llellò numero . Quindi fe fi farà y =z — - , indi nella data equazione fi 

fo- 
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7 « 


fsflituifca quello valore di y, la x in cialcun termine delle quantità M, N avrà 
lo dello numer© di dimenfioni , che da prima avevano x , y infume; laonde le 
quello numero fi dirà —m, fatta la fcftituzione li avrà M = x m V, N — x"' V', 
ove le lettere V, V' rapprefentano foltanto funzioni di », co tfrgu erte mente 
l’equazione con follituire quelli valori, e con fare la divifione per x” fi tro- 


verà ‘trasformata in V d. x 4- V' d. y = o: Ma elTendofi fatto y — , fi ha 

a 

J. y — — — - —, dunque foflituendo quello valore in V / x ■+■ V'd.y 

a V'xd z. - 4 - V'zd.x d. x 

— o , 0 ha \ d.x -f- - — = o , e pero finalmente =; — 


vva 

V« + V'z. 


, ove le variabili fono feparate , e P integrale 1 1 . x — 


s 


Vfld-V'*' 


mercè cui fi determina il valore di x colla variabile z, onde poi fi determina an- 
che la y , che fi è polla = — — . EiTendo pertanto y — , fi ha I y ■=. /. x 


p» V v d. z 

-) - z (con fare a~t); ma fi è trovato I. x = — vT+V^i’ dunque ^3 

p V' d. Z Q V' d. z p 

~ J‘ “ Va -h V'z + A * ~ J‘ “ Va-f-V'* + J 

$; 


Va -h V'* 
Vaia 


</. a 
Zi 


X Va+V'a 


J' Va +- V'z 
: Ove fi avverta che ad un folo de* ritrovati integrali , cioè o a 


/. x , o a / y devefi aggiungere la collante . L’ autore di quello metodo è il S.g. 
Gabriele Manfredi. 

74. Le equazioni differenziali , purché fiano omogenee, Tiranno frmpre trat- 
tabili con quello metodo, vale a dire fi potranno ridurre alla riparazione delle va- 
riabili, comunque ancora rinchiudano elle quantità radicali, o tranfeendenti. Pro- 
pollo eflèndo adunque di feparar le variabili in un’ equazione omogenea data per 
x, y, fi deve fare x—jz,, o pure jf=xz, ovvero per falvare P omogeneità 


y = — — -, o fia x =z 2 -JL (ove la lettera a può denotare ancor P unità). 

E qui fi oflervi , che comunque fi faccia o l’una, o P altra follituzione , ne rifia- 
terà femprc bensì un’ equazione, in cui le variabili faranno feparate, per altro dal 
far ufo pinttoflo d’ una follituzione, che dell’altra potrà molte volte a< c tdere,che 
fi ottenga un’equazione meno complicata: Siccome fe l’equazione propolla am- 
metterà quantità radicali , il far ufo nella follituzione di quantità radicale data 
per la nuova variabile potrà fervire a fare fparire i radicali dall’equazione, in 
cui le variabili faranno feparate. Vedremo quelle cofe ne’ feguenti efempj. 

75. Debbanli feparar le variabili nell’equazione x” y" d. x -+- x m ~ i ~ * d.y — 

X* 
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y— d.y =o . Si faccia y = ~ , onde fi avrà y * = ~y-> 1 J = 
, e però mediante la foftitnzicne di quelli valori l’ equazione data 


xd.z z i. x 

y V |/ k iv rnvuiuiitw 

“ %" xdz, - 4 - ~d x 

fi cambierà in -, X ^ + x ""*’ " X ~ a 

A 

x ”+ n z~" ^ xd.z 4 - zd x _ 0) c he con togliere il denominatore, con divi- 


d. x i— «’z" X ^ z 

dcrla per x m + ", e con ordinarla diventa — = y. + a fa- 


zione in cui le variabili fono feparate . 


x t> y * 

Yj. Che fe in vece di porre y — y 1 fi fcflè fuppoflo x — y » do 

J - 


d, 7 _ 

po le convenienti operazioni fi farebbe trovato — 
«’* </. a 


"+ 1 Zi'' <J Zr 


3 

7-r. Sia in fecondo luogo y 1 d.x =z ìx V x — jr . jr I’ equazione , in 
cui è propoflo di feparar le variabili. Si fàccia x = jrs, e però d.x — td.y 
y d. z, dei quali valori la foflituzicne trasforma l’ equazion data nella feguente , 

ì L 

y 7 d. z -+• = 2 • * J vaIe a dire J J - * + = 

2 z j z - I. di j, da cui ricavali = — 1 «ve le variabili Co- 

IZ^X — I — Z J 

no fep^ar.ue.^ ^ &KO J = XZi dopo le neceffarie operazioni fi farebbe trova- 


to 


d. 


2 1/ I — Z . d. Z 


Z^ V 56 “ 2 V' I 


/ \ 

79. Ma fe in vece di fervirfi delle precedenti foftituzioni fi foffe fatto x — 
, da cui fi ottiene d.x = d.y ^ ^ H ^ > col fa- 


re 
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re le opportune foflituzioni fi farebbe trovato y X t -3 X — r 




2 uy u -t- a - 

= -p- )/y X • "• vaI C a dire a d.y )( « 2 a* 4- 2 *wjf = 


;«X « 2 + a 1 . </• jr , confeguentemcnte 
2 a u d.u 


2auJ.11 


y 2u X u l -f-a 1 — «X ttI 4 - fll 
equazione, ove le variabili fono feparare, ei radicali non 


2 u — a X «* ■+• <«* 
vi hanno luogo. 

80. Prendiamo per ultimo a feparar le variabili nell’equazione J y \? x* + y l 

p( Zt J, X 

— y d.x . Poniamo y = — — , e fatte le debite foflituzioni fi troverà ~ — = 


i. 7, >J u l Jj 1 


ove le variabili fono feparare bensì, ma però con ir.ter- 

a X — X y/ a 1 ■+• X* 

vento di radicali . Per vedere adunque di sfuggire i radicali fi tenti un’ altra fofli- 


tuzicne , e fi faccia x — y y/xx — t, donde ricavali d. x — d. y ^ x x — i -+- 

a ? - * - - — - : Che però facendo le debite forti tuzioni fi trova zd.y — d.y y/xx — i 
yxi — t 


4 -1±L±. 


d. y 

, conleguentementc — — — 


z d x. 


equazione in 


y zx— 1 ^ iV**-I-M + l 

cui le variabili fono feparate , ma v’entrano tuttavia quantità radicali. Si tenti 

pertanto anche la foftituzione y = x y xx — i, da cui fi ottiene 

x x d x , 

— . Si facciano le convenienti foflituzioni, 

Vm — 1 


d. y ~ d. x yj zz — i -f- 


d. x x’ d x 

e fi troverà r= ; , ■ - 

x — J+x'+ì-i 


equazione nella quale e le variabili fono 


feparate, e non v’entrano quantità radicali. 

81 Siccome con quello metodo fi polPono fempre nelle equazioni omogenee 
feparar le variabili, così del pari fi potranno léparar eziandio in tutte quelle equa* 
zioni, le quali per mezzo di opportune foflituzioni faranno riducibili ali' omogenei- 
tà. 1 feguenti efempj faran vedere il modo d’operare per ottenere, quando li può, 
quella riduzione, e affine di abbracciare con un (ol calcolo molti cali mi atterrò 
alla generalità , come fin’ ora ho fatto per lo più , e farò. 

Tomo VII, K Sa. 
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82. Vediamo in primo luogo come fi porta ridurre all’ omogeneità 1 ’ equazio 

ne ir bx iy X d x — e •+• bx -+- k y X d-y • Si faccia a +-lx 4 -cy = % (A) , 
ed e -f- bx -+- 4 y — «* fB) , de’ quali valori la fortituzione trasforma 1 ’ equazione 
data in z d. x = u d. y ( E ). Si moltiplichi aderto l’equazione ( A ) per t, e 
I’ equazione (B) per r , indi fi fottragga la feconda dalla prima , e fi avtà 

ai — ce-f-ii» — cl»X x — 4* — (u 1 donde ricavali x — 


kz — cu — ak -hce 

lk-r-cb 

la x fi trova il valore di y , che è y — 


Nello fteflo modo dalle due equazioni (A), (B) eliminando 


tu — bz — be -f- ab 
ile — ib 


. Si differenzino ora 


, 4 /s — c.d.u bd.u — hi. s 

quelle due equazioni , e ne verrà d.x — — — — — ■ d. y =. — — — — ; 

che però foftituendo quelli valori di d. x, e di d.y nell’equazione (E), fi otterrà 

fi-ialment- 4s +- bu X d. z — bu ■+■ ex X d. " equazione omogenea cercata, in cui 
le variabili li p< rranno feparare col metodo pocanzi riporto. 

83. Qui poi fi olfervi, che l’equazione propella non fi potrà ridurre all’o- 
mogeneità ogniqualvolta fi abbia bb =cb , poiché in tal cafo erta avrà quella foi- 


nua + ex cy X d. x zr t -+■ bx ■+■ iy\ d y, ond’è, che non fi potranno ot- 

tenere i valori di x, y dati per le nuove variabili », u. Quando ciò fia, fi cer- 
cherà a dirittura la fcparazione delle variabili non curando di ridurre 1’ equazione 
all’omogeneità. Si operi pertanto in quello modo. Si faccia x—z + -n.y ( la let- 
tera m denota una quantità collante, ma indeterminata da dererminarfi in Séguito ) 
onde fi avra dx~d.z-\-m dy. Si facciano quelle fortituzioni nella precedente 
equazione, e con ciò erta fi cambierà nella feguente 

u -hbz +-bmy -\-cy \d z -4- m d.y — e + bz + bmy -) - 1 jr X dj> ‘ n CD i ® potranno 
torto fcparar le variabili, qualora li a btry -b-cy — o. Si determini dunque a tal uo- 


po l’aflunta indeterminata m , che fi troverà dover c fiere =a — — . Si fòftituilca 


quello valore, e la precedente trasformata fi cambierà in 
j -f- 4 »^/ * — S-d. y — t -+- bz X d.y, confèguenteraente fi troverà 


bya-t-bz)(d. z 
b -b- c X f * 4- »c •+• bc 


— d.y, ove le variabili fono feparate . 


84. Che fe nell’ equazione a -+- bx -1- cy X d. x = e -4- bx 4- ky X d. y fi 

fupporrà a— 1, b= o, r.=eo, efTa diverrà d. x = c -+-Ax -4- ky){ dy, in cui per 

ti z> k J. y 

feparar le variabili fi faccia bx -f- h = *, e però d. x — 7 — . Si fó- 

* »>■ 
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Hituifcano quelli valori neii’ equazione data, e fi avrà 



#-(-*)( d.y , donde ricavali d. y — . — ■ 

b )( e -f- * + A 


il di cui integrale t 



I. b X t + t -j- A. — 1 . A ss ( con foftituirvi il valore di * . ) 


— A X e ■+■ bx ■+■ kj + * — L A, o fia by = I. b Xf + 4 * -i-*J + k — l. A, 

. ... * — ■■ 
e però con poffare dai logaritmi ai numeri A a — b \ e +■ bx + ky — k ( U 

lettera a rapprefenta la baie logaritmica nel fiftema de' logaritmi iperbolici . ) 

85. Cerchiamo in facondo luogo le condizioni, che riducono all’ omogeneità 
l’equazione ecumenica d. x -f - x m y r ~~' d.y—y’ 'dy. Si ponga x — xf 

( 1’ efponente p per ora è indeterminato, e da ceterminarli col calcolo) e però 
ss *'" r > *' *f”~‘ d. x ss pz’" t ‘~ l d x > , e fatta la foflituzione di 

quarti valori l'equazione data fi cambierà in pz mf — 1 d.z ■+■ z' f y’~~' d y ~ 
y' 1 d y . Ora acciò quella equazione fia omogenea , la femma degli cfpcnenri 
del’tf variabili deve cflèr la (leda in ciaf.un termine. Si eguaglino pertanto gli tt 

ponenti del primo, c del fecondo termine, e fi avrà mp — ts=»/>-4-r — 1, da cui ri- 


r 

cavali il valore di p , che è p ss , confegnencemente la foltituziooe da farli 


w ■ — 

deve eflère x — z .Si eguaglino adellb gli elponenti del fecondo, e terzo 

termine, foliituendovi però prima il ritrovato valore di p, e fi troverà -4- 

• m — n 

r — — da cui lì ottiene mr—mt — nt, La (lefla equazione fi farebbe ot- 
tenuta con eguagliare gli elponenti del primo , e terzo termine , dopo averyi però 

nt t 

foftituito il valore di p , mentre fi ha — t ss / — 1 , cioè mr — mt — ni , 

Quella equazione pertanto fomminidra la condizion neceflària, acciò la propolla 
equazione fia riducibile all’omogeneità, vale a dire i di lei efponenti devono of- 
fervare quella proporzione / — r. In oltre la flefla equazione ci fotn- 

. , , ... <nt — "> mr-t-mt 

mimijra le feguentJ determinazioni m ss — ■ ■ — ; » = — - — ; r ss 

mi — n t mr 

» ' ’ *— -* * 


K 1 tó. 
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8 6 . Data fia per efempio da ridurre all’ omogeneità 1 * equazione x 1 i. x 

x 4 y d.y = y 3 i- y . Paragonando gli efponenti di quella equazione cogli efpo- 
nenti dell’ equazion generale del precedente numero 8j., fi trova « = n — 

3 -j r=2; i quali valori foftituiri nell’equazione mr — mt—nt la riducono 

4 

a 3=3 equazione identica, la qual fa vedere , che 1’ equazione propofta t riduci- 

8 

r g “ 

bile all’ omogeneità . Dunque poiché p = — = — , fi faccia x = * ’ , e fat- 

3 8 

te le debite foftituzioni 1’ equazione data fi cambierà in — z* d, z, -+- s* y d y ss 

y 3 d.y equazione omogenea, in cui li fepareranno le variabili facendo y = zu, c 
d. y = w d. z 4 - zd u : Per lo che facendo le opportune foftituzioni, c oruinanuo fi 

d» Zt u • d. u u ci. u 

ottiene — - = — , ove le variabili fono feparate , 

* ± + uu-u* 

ì 

8 q. Se fi cercatfero le condizioni neceffàrie a rendere omogenea I’ equazione 
y" x" d x -+■ x’’ d x +-x r y' d 1 = 0. con porre y—z .' , fi trasformerebbe rifa in 

i/.K+iai' + '~‘^i=o; Onue paragonando gli efponenti 


del primo , e del fecondo termine fi ha «ir -f- » = qt 4- p , e però t = - — — , 

Pt — — 

% f*—* 

confeguentemente la f'ftituzionc da farli è y = z . Si eguaglino ora gli efpo- 
nenti del primo, e del terzo termine, e n c verrà (dopo avervi introdotto il valo- 
ri! p—mn p < — ut p n 

re di r) ■+■<*— r +■ — — — -f- — r, vale a dire tnp — nq = 

m—q m — q rn—q ’ r 1 

pv — fe-f.p/— » — m+q . la quale e ^azione rifiliti ancora dall’ eguagliare 

g ì «(ponenti del léconoo, e terzo termine. Quella equazione adunque f-mmimltra 
relazione , che devono oflervarc gli efponenti acciò P equazione lìa riducibile 
all’ omogeneità. 

88. Che però fe l’ equazione da ridurli all’omogeneità forte y'xd.x +■ 


>jx d,x=z xly, con paragonare i di lei efponenti cogli efponenti dell’equazione 


ge . 
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generale del precedi num. , fi trova m—l \ «=i ; p= — ; q — 2 ; r~ 1 ; / = o, 
confeguenteraente l’equazione mp—nq=zmr — qr+pt—nt+p—n — 1* 4-9 diventa 
— — — — —, la quale identicità fa vedere, che la propofla equazione fc ri- 


m — q 

ducibile all’ omogeneità. Si faccia pertanto y = * = * 

xd.x sjx.dx 

tuzione ridurrà l’equazione data ad 


2. z. 


la quale con porre x—zu pafla ad edere — — ■■ 


» 

y u . d.u 


, e quella fodi- 
xdz 

" > 


d.u 


a, a 


equazione 


■ «y» - — Il — y/ll 


in cui le variabili fono fé parate . 

8 -/. Quando l’equazione da ridurli all’omogeneità coda di tre termini, bada 
una condizion foia, ma fe avrà quattro termini, vi faranno neceffarie due condi- 
zioni. Vediamolo nell’equazione feguente x m y"dx •+• x'y’d.x -+- x’y'dy -t- 

x’ y m d y = o . Si ponga y =z 3/, onde farà y" — z’*, y* — 

y’ = z J *, y m = z."*, d.y = l d.z , e la Ibdituzione di quedi valori trasfor- 

* metà l’ equazione data in x" z ak d x x'y^d.x -*• kx z^^ 'd z 


4 - kx z 


, «t+t— 1 , _ 


dz — 0. Si eguaglino gli efponenti del primo, e del fecondo ter- 


mine , e fi avrà m+nk — p+kq, da cui ricavali k = £ — ? • Pofcia li eguaglino 

gli efponenti del fecondo, e del terzo termine, e ne verrà p+kq — r+jk^-k— 1, 

donde fi ha k — - — - — - . Adunque - — - =: — - — - , e in confeguenza ' 
q — / — I n — q q — t — I 0 

tm — mq — pt — p -+- *1 = »r — ttp — u — qr +. q , che i la prima con- 
dizione. Si eguaglino in oltre gli efponenti del fecondo, e quarto termine cosi 

t—P — t 


p + fg = t + *1 + 1 — 1, da cui fi ricava { — 


q »— t 

di k fodituendo il fuo antecedentemente trovato valore, fi otterrà 


, dove in luogo 


p—m 
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*—m t—p — t . 

i ss - , o fia n* — ma — /■* — p m =z nt — np -* n — 

n—q q— m — l T f 

9» 4 - ? > che è la feconda condizione . Quindi fe gli tfponenti di una proporta 
cquaz one di quattro termini faranno tali , che fi verifichino le fuadctte due condì» 
suoni , erta farà riducibile all’omogeneità) e peri» col canone Manfrcdiano fi potrà n* 
do feparare le variabili. 

go. Applichiamo al cafo particolare la data Eduzione cercando fe fia riduci» 


III 

* } 4 

(>ile all’omogeneità I’ equazione x d- x -+-y i. x 4- x yd.yszyidy. Para* 
gonando quella equazione coll’ cquazion generale del precedente num. 89. fi trova 


p 


1 

r > 


»=o; /— 0; 




t=zf, t=o; 


0 —I, onde l’equazione 


mJ __ mq — pi — p 4 * m = nr — np — * — qt 4- q diventa L ss — , 

* 3 

C l’equazione »* — mq — — p -t- m ~ ut — np — n — f < 4- ? parta ad 

f fiere 4. == 4 . Suffiftono adunque le due neceflàrie condizioni , e però l’ equa* 


p-m 


| 

7 


■ , | n — q 

àione è riducibile all’omogeneità. Si faccia pertanto ji = » = * = * , 


p dopo le debite fortituzioni l’equazione data fi troverà trasformata in x d. x 4 - 
L L -i I 

a j 4 8 va 

9 dx 4* x * «e = g* b «. * equazione omogenea ; la quale con fare 


il ì 

t t ■ 1 . 

fezztiz fi trasforma io * « X 4- z4« 4- * X •“** 4- z>d« 4 - 

i_ i_ t 

|* 9 * u*dz ss dà cui ticavafi —j~ ss 
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— u — i X d. u 


a 

u 4 - u 4 - 



i 

8 


ove le variabili fono feparatc. 


91. Fin’ora abbiamo trattato quelle equazioni, nelle quali due fole variabili 
hanno luogo ; peraltro qualunque fìa il numero delle variabili , purché I’ equazione 
propofta ha omogenea, vi fi potranno erte fempre col canone Manfrediano Spa- 
rare . Benché il modo d’operare rendafi abbaftanza chiaro dalle cofe già dette , pu- 
re col feguente efempio generale facciamolo ancora più manifefto . E poiché qua- 
lunque fia il numero delle variabili , il procedo del calcolo é fempre lo ftedò, 
prenderemo l’equazione W x 4- V'/jr 4- V"dz =ro, in cui entrano tre fole 
variabili x . y , *, per le quali fono date le quantità V, V', V", in modo però, 
che in ciafcun termine la fomma degli cfponenti fia la ftefla. Nella aflunta pertan- 
to equazione generale V/* 4- \'dy 4- V'V.as — o ; che rapprcfenta tutte le 
equazioni differenziali a tre variabili, fi faccia y — xu, a,~xw, e dopo quella 
foftituzione fi troverà , che ( fe la fomma degli efponenti delle variabili in ciafcun 
termine verrà efprelfa da m) le quantità V, V', V" fi cambieranno nelle fcguen- 
ti , cioè V in x“P; V' in x"Qj V" in x^R, ove P, Qj R fono date foltanto 
per le variabili u, ». L’equazione adunque propofta viene trasformata in 
x m Vd.x 4 - x m Qdy 4- x"kd.z — o, vale a dire (con fare la divilione per x m ) 
in I ’d.x Q dy 4- Riz 1=0. Ma eflendofi fatto y = xu , * = x», fi ha 
d y =- xd.u 4- ttd.x ; di, — xd.» 4- mix , i quali valori fortituiti nella prece- 
dente trasformata la riducono a P d.x 4- Q^X xìm -4- udx 4- 

■1 ■ . ■■ gf. x 

R X xd » 4- » d.x = o, da cui finalmente ricavafi — 


> 


Q d.u 4 - R d.» 
P + Q« + R» 


ove la variabile x è feparata dall’ altre due variabili a, «; e 


f integrale di quella equazione è — I. jr = S* 


Q d.u 4- R d» 

P 4 - Q“ K» 


più la collan- 


te. Che fe per mezzo dell’ equazione di condizione (num. 38.) fi faprà edere in- 
tegrabile 1 ’ equazione propofta Wd.x ■+■ V'd.y 4- V'V.a = o , farà pure integra- 

.. - Q d.u 4” R d-w , t d. x 

bile — — n — . Ovvero poiché P equazione . 4 - 

P4.Qa4.K1* r ’ x ♦ 


Qd.u 
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Qà.u 4- Rd.-j> . integrabile fempre che fia integrabile la formoli 

l J -f- Qm -f- 

QJ.u 4 -JRfg — fenM ricorrerc all’equazione di condizione del num. 38., fi 

P + Qi' + R» 

conofcerà fe la detta equazione può ridurfi all’ integrazione con offervare fe alla 
formoli coiI, P ete ^ carattere d’integrabilità 


A_M _ lilevat0 a i num. 8., vale a dire fe fi verifica quella equa- 

' J,y > K d. X J 


d. X 

, d. „ d p 


zione R® 4 - P X — Q. — ^2» d. w (Qi + 1 ’X 1 t« + R d.u 


i. R 


d. P 


r u 'L 3 - — 0 , Verificandofi quella equazione, l’integrale dell’equazione 


QJ.u 4- R dm 

\dx 4- Wjf 4 - V'V.a = o farà l. x + S P ^ q„ + K " - A * 


ove in 


luogo di a , » devonfi rimettere gli affanti valori i- , — . 

92. La trasformata adunque cffendofi trovata effere x m ?d.x 4 - *”* 1 Q^« 

. d. x 

+ x^Q^x 4 - x"-+- >R«f .W 4- x m mPd.x = o, da cut fi è ottenuto — 


Q d.u 4- R</w 
P + Q“ 4- K® 


mediante 


il fare la divilione per x” + 1 4- Off 4- R»> 


egli è manifello, che l’equazione V/x 4- VV.jr 4 - V'V.s — o fi i refa comple- 
ta coll’ aiuto del fattore — . > 0 del ^ ttotc 

* , + 1 X P + Q« 4- K* 


! — —, dante che x“+ »P= xV; x*’’*- '»Q = x''//xQ^= 

•Vx 4- V'j 4- V z. 

*xV' = jV'; x"* , i»R = x"*x\" = sV", confcguentemcnte 


Vd.x 
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Vlx -f- Wjr 4 V'V.z 

•+• jV' 4- zV" ’ — 0 ^ un’equazione differenziale completa, vale a di- 
re rendefi completa l’equazione VV.x 4 VV.jy 4 V'Vz — o per mezzo del fat- 

I t 

tore xV 4 jV' 4 zV" - ** SlcCoine P ure al num - Jt- ho dimoftrato renderfi 
completa l’equazione V dx 4 W.jr =o mediante il fattore 

i 

*V 4 ;~ ‘ 

9j. Quindi poiché l’ integrale di x"V.x X P 4 Q« 4 R„ 4 

x* + ’ * x Q rf -“ *♦* Krf.» = O non può elfere che X P 4 Q“ 4 R» , che 

«141 ^ ’ 

rifulta dall’ integrare la prima parte x’V* X P 4 Q« 4 R» prendendo varia- 
bile la fola x, (tante che fe vi dovelfc aver luogo qualche altra funzione di », w, 
il di lei differenziale non potrebbe elfere moltiplicato per x”+ 1 , come lo è Qd-u 
4 R </.*> nell’equazione data, é facile il raccogliere , che eHendo m il grado d’omo- 
geneità nell’equazione Wx 4 VV.j 4 V'Vz — o, il di lei integrale è 

xV 4 ,yV' 4 zV" 

— = o: Mentre l’ equazione VV.x 4 V V.j 4 V'Vz — o 


trasformandoli in x”V.xXP 4 Q» 4 R« 4 - x”+- 1 XQd.it 4 t\ d. ■» = o 
col foftituire xk in luogo di jr , ed ™ in vece di z , e l’ integrale di quella equa- 

X m +- 1 . 

zione elfendofi veduto dover elfere X? 4 Q« 4 K«. — 0, che mediar»- 


y 2t 

te il rimettervi — in luogo di », e — in vece di w fi cambia in 


xV 4 yV' 4 zV " 
«41 


=: 0, reità provato che l’integrale di Wd.x 4 Wj 4 


V'Vz 


o 


è xV 4 yV' 4 z V" 
«41 


94 - Che però fe farà propolta l'equazione M/x 4 N / y 4 VJ z 4 ec. = o 
(in cui le lettere M, N, P rapprefentano funzioni omogenee di x , j , z del gra- 
do =z *), la quale non Ila completa, ma rendafi completa mediante il fattore H, 
che è pure una funzione omogenea di grado = », farà l’equazione H. (Mf*4 
Ndy 4 P d.z, 4 ec.) = o in allora integrabile, e fe il di lei integrale fi fuppor- 
Tom» VII. L rà 
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rà = V, egli farà una funzione omogenea delle variabili x, y, z, delle quali il 
numero delle dimenfioni verrà cfpreflo da » confeguentemente fi avrà 


HMx 4 - HNy ■+■ HPz, 
w-*-n+-r 


4- cc. = V, o Ha HMx 4 - HNjr + Mz +■ ec. = 


* + » + i X^i come ancora ho dimoftrato al num. 6 . 

95 Concludiamo pertanto (e ciò, trattandofr d’equazioni omogenee comple- 
te , tornerà comodo l’aver rilevato), che fe farà propofta un’equazione omoge- 
nea , e completa data per quante variabili fi vogliono, e in cui il grado d* omo- 
geneità venga efprelfo da m , come I’ equazione -+- W.jr 4- Pd.z 4- Q d.u 

4- ec. = 0, (le lettere M. N , P, Q^rapprefentano funzioni di x , y, », ») li 
otterrà il di lei integrale con f.dtituire x in luogo di d.x, y in vece di d.y\ z per 
d. », u in vece di d.u , indi dividere ciò, che ne rifulta , per m+- 1 . 

95. Sia per efempio propofta da integrarli l’equazione ix l -t-iyz — »y)[d. * 


4 - 4X» — u *Y.dx -h z l — 2.1J — uz X ‘t-J — y‘ — 2UX — j»X^- " = 0 » 
rifpetto a cui ii=i; Si foEituilca x in vece' di d. x; y in luogo di d.y ec-, in- 
di lì divida per m-t-i ~i quello, che ne proviene, e n troverà 

2x ì z 4 - 2yz* — vzy-t-qx’z — u*x 4- z'y — 2“y * — uyz — y*u — ixu* — yzu ^ 

~T~ 


2 uyz 4- < 5 x’» 4 - Jz’y — J«*x — ly'u 
o Ila — = A , e 


, e però — yzu 4- 2X 1 * 


4 - yz* — xu* — y'ii — A integrale cercato . 

97. Parimenti dovendofi integrare I’ equazione 


d_xj 2 X +y+Z = Q , rifpe „ 0 a| , a 

J-* 

quale i m — o, fi foftituifcarro in luogo delle differenze le rifpettive variabili , e 
li avrà ( giacché il divifore m 4- 1 iati ) 


1 + = A , vale a dire 

y 1 


ix'y+xy 1 -j-xyz— 2x*z — xyz — xz 1 -, x*r — 2x72 — yz* 4- x*z 4- 2x71 4 -y’z 

y—* 

, , X * 7 4- XV* — x 1 » — xz‘4-7 1 ! —yz* ... 

— A, vele a dire — ; — . a 1 =A, e però (divi- 

y-* 



ÌCO- 
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P-* 


= A , confeguentemente 


x +-J X •*-<-* — Ji— * X A integrale cercato . 

98. RetU a vederli per ultimo con un efempio particolare il modo d’operare 
dato al num. 91. per feparare le variabili nelle equazioni omogenee contenenti tre, 

o più variabili. Vediamolo pertanto nell’equazione zuy -t-y*z^d.x — 

xzu — uy 1 'fd.yt-x'ty+xy'y s d.z-t-xzy — y ì 'fdu — 0 . Si faccia y ~xt, z~xr, 
u— xw, donde ricavali dy~xdt-t-td.x, dz ~xd.i-t-sd.x-, d.u—xd.w t-vd.x, e 


quella equazione fi cambierà in x'iiw t-x ì ds'](d x—xhw—x’dw^xd.t-t-td.x -b 

x>t w -t-xh 1 %xd.s -t-sd. x+xhs — x‘ t‘ )(xdw tv*, x ~ o, la quale equazione divil'a 

per x J , elpurgata, e ordinata diventa m w — ai>t» -f-zi*/X 3 *— 

d x 

/tv t-i’w ){xd.t — 1‘ — iw y^xd.s — ts-o-0 X ^ w 1 donde finalmente ricavali « — ss 


Sw t-t l 1 » X d 1 — t* — ui)( d.s — 1 / 4 - 1 -' Xrf-tv 

atiw — a*>« bl 7 ~s » ove la variabile * 4 Sparata dalle 

altre tre /, / , t» , Integrando pertanto li ha I. x — 


sw t-t*w\dt — t 1 — v \d t — ii+ii X 

ISly, -1I J W j-lt'S 


99 Per altro fenza ricorrere alla ieparazione delle variabili, ballava dividere 
la propolla equazione per y 1 a fine di ravvifarla tollo integrabile. Di fatto me- 


diante quella divilione ella diventa 


Z u y d. x -t- x uy d. z xzyd. u — j z» 


-t- z dx-t-xd.z — ud.y — ydu — 0, il di cui integrale è -t- xz—uy — A, 

3 

a fi a xzu -t- xyz — uy' — Ky, (a). 


L 2 


ME- 


(a) Il celebre Slg. De la Grange nelle nuove Memorie dell' Accademia di Berli- 
no all' anno 177 1. ha dato un’ eccellente memoria fu t integrazione d qttcfte equa- 
zioni a fui variabili , nella quale per mezzo di un integrale particolare dà il modo di 
giungere all'integrale completo . 
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In cui fi fa ufo /Itile quantità indeterminate , 


io» |"A I quello metodo fi può far ufo felicemente per feparar le variabili in 
1/ molte equazioni, che con altri metodi farebbero intrattabili. Egli confi- 
ne in fare una tale foftituzione in luogo d’una delle variabili dell’ equazione pro- 
poli a , in cui con una nuova variabile entrino per efponenti, e per coefficienti, o 
pure fecondo il cafo per foli coefficienti quantità indeterminate, onde pofcia de- 
terminando opportunamente le afliinte indeterminate fi poflano fare andare a zero 
nell' equazion trasformata quei termini , che odano alla feparazione delle variabili , 
mentre in quello modo fi ridurrà l’equazione a tai termini, ne’ quali le variabili fi 
potranno fcparare. A fine poi di determinare i detti coefficienti in maniera , che 
facciano l’ uffizio bramato, fi devono nell’ equazion trasformata eguagliare a zero 
tutti quei termini, che impedifcono il poter feparar le variabili, e per mezzo di 
quelle equazioni ricavare i convenienti valori degli anzidetti coefficienti: Lo che 
fatto fe fi introdurranno nella foftituzione da farfi in luogo d’una delle variabili 
dell’equazione data, verraffi ella con ciò a trasformare a tenor del bifogno. La lò- 
ilituzione pertanto da farfi è y—f l x n -f-z>, ove *», * fono quantità indeterminate, 
e da determinarli in feguito nel modo già detto , e z è una nuova variabile ; o 
pure è y — nx n -t-z + m\ ovverojr=fix n, 4- ,x“ -h*x f . ,.4-ec. 4-2.4- ■ (le quan- 
tità m,*», p, p,», ir *> fono incetcì minate ) . 

tot Coll elcmpio vediamo in pratica la maniera d’ operare- Dcbbanfi feparare 
le variabili nell’equazione x 1 d. y — x z d,x — axj.y-+- ayd. x-f-a 1 d.x = o. Si fac- 

m — l 

eia y- :nx'"+z, onde fi avrà d y — m ^ x d.x-bd.z, e mediante la follitu- 
iione di quelli valori l’equazione data li trasformerà in 

in fi x dtf — am itx m d.x 4- a’d.x-i-azd x -f- x'd.z —axd. z —O 

— x' d. x a ^ x ’d. x. 

Ora affinchè i termini della prima colonna abbiano lo Hello efponente deve elfere 
iM=t,con che refta determinato 1’ alfiinto efponente indeterminato m. Fatto ciò per 
trovare il valore dell’altra adunca indeterminata u fi eguaglino azero i cc efficienti 
della prima colonna, e ne verrà in fi — t=o, e però ^ — i, e poiché quelli va- 
lori di m, ^ fanno andare a zero ancora la feconda cotenna, l’equazione fi ridur- 
rà ad a 1 d. x -4- a z d. x + x l d, z — a x d.z — o , che fi riduce a ^-1. — 

* 4-4 

q fi y * , . 

— — 1 ove le variabili fono feparate . La foftituzione adunque da farfi a fi- 


n? df feparar le variabili nella data equazione è y — x-f-z. Se poi la ritrovata 


equazione, in cui le variabili fono feparate, fi difporrà cosi ■zz.JLH. _ 

*4-« x 


d x 


d. x 
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i. x 

X « 


, integrando fi avrà /. z+a = I. x — l. x—a , 4 - /. A , e paflàndo dal lo- 


A x 


garitmi ai numeri ne verrà z-ha = — -, ove fé fi lòftituirà il valore di », 

A i 

che è _y— x , fi troverà per ultimo y — x +-a— , o fia xjf — x 1 +mx — ay -a 1 

— Ax, che è il cercato integrale delia propofta equazione differenziale, o fia 

ay-a 1 

y — x4-2« — = A. 

* x 

102. Nello ftelTò modo fi fepareranno le variabili nell’ equazion generale 

rrj — I m—i 

4 ydx-hbx m d.x-hcx dx ... -hkdx— d.y—o. Si faccia y—px" 4- »x ... 
4-vx-pr +-z>,e mediante le convenienti fofiituzioni l’equazione data fi cambierà in 

•»— 1 

ttpx m d.x-ha,x d.x -f~ a r d x -hdzd. x~) 

1 »— • 1 l 

4- bx m d. x-h ex d.x ....-pi d.x r — °* 

m — 1 

— mpx d x — rd.x — dz J 

E qui oflèrvo, che acciò ne provenga un’ equazione , nella quale le variabili fi poC- 
fano feparare, è di meftieri che vadano a zero tutti i termini della ritrovata equa- 
zione a riferva de’ due ultimi azd.x — d.z, i quali poiché collituenti tutta l’equa- 

* J, x, 

zione, che trovali perciò e fiere azd.x — iz~ o, Ibmminillrano ad.x— , ove 

le variabili fono feparate. Coll’ eguagliare poi a zero i coefficienti degli altri ter- 
i valori delie afiunte indeterminate u , x. r Di 


mini fi vengono a trovare 


Ielle afiunte indeterminate p * . . 


fatto eguagliando a zero i coefficienti del primo termine fi ha a p -t-b — o, e pe- 
b 

rò p zz ; coll’ eguagliare a zero i coefficienti del fecondo termine fi ottiene 


-he — Htp—O) e in confeguenza 


b m — a c 


: Parimen- 


-* 


te fi ha «» + !-,= o, quindi * — - — , ove I r è data dalle precedenti de- 

<1 

M 

terminazioni. Eflèndofi trovati i valori di p , ». », fc fi fofticu iranno in 


y — px 4- ,* 

b m — a e m— 1 

— ■ ' ' x 


4- vx 4- v — z , fi avrà y — — — x m — 


4- r x 4- 


— k 


■ », la di cui fofiituzione ferve a fe- 

parat 
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parar le variabili nell’ equazione propolla . Siccome poi fi è trovato a d x rs 

dzt 

, e in confeguenza integrando ax—l.z,, Quindi l’integrale dell’ equazion da- 


b b m -f- uc 

ta è «x = l.y ■+■ - x” 4- — — x - ,.. — Tx — ^ 

10 $. Riduciamo quell’ efempio al cafo particolare. Debbanfi feparare le varia» 
bili nell equazione a y d. x 4 - b x* d. x 4 - k d. x — d.y=o. Supponendo 
y = p 4 - k x 4 - t z. , e facendo le opportune folluuzioni, la data equazione 


°) 


li t riforma noia ledente 

a tt x l dx 4- *rx dx 4- «v ix 4* az,dx 
4 - 1> x‘ dx -j- k d.x L = 

— 5 px d x — >d x — d. z, J 

b ib zb — a* l{ 

donde ricavali ^ ~ — — ; f — — — , ; v — — } — , confeguentemcnte 

b zb x zb — a* 

la foftituzione da farli è jr = — — x l — — — ^ 4- * ; e poiché 

mediante quella foftituzione i’ equazione fi riduce a 


ìb ib 

— bzdd.x 4- b d.x ■+■ — xd. x 4- ^ d. x 4- »zd. x 
2 b 2 b 

4- bx l d . x — (d.x — — xd. x — ~i d.x — 4. * 


= 0 


cioè ad «aix — dz.=o ; o fia ird.x =; “, il di cui integrale è ax —l.z , per» 

; ; . . ) 

fiò l’integrale dell’equazione propofta è «x=: 


è rix zb-ba'k 

f.y 4 - “ x l 4 - —j- 4 - — — . Di fatto li differenzi quella equazione, e 


d-y 4- 


2 b xd X 


zb d.x 


fi troyerà a d.x = 


J+- 


l b x zb+a l b. 

u* « 


• , vale a dire 


dix 
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*7 


X b ib x 2b-i-a l b ìbxd.x 2b d x 

3 + 7 * + — = d.y + —— + 


e però aydx -j- bx l d.x- f- 


ibx d.if 


t>d 


+bd.xz=dy +- 


a* » 
2 b X d.x 


2 b d.x 


, confegueotemente ajd.x +b x 1 d.x ■+■ k d. x — d.y = o , che è l’e- 


quazione propolla, 

J04. Qualora con quello metodo (ì giunga a una equazione , io cui le va- 
riabili non li pollano feparare, con applicare a quella equazione qualcuno de’ me- 
todi antecedentemente efpofti , lì potrà ottenere la feparazione bramata. 

10J. Prenderò il terzo efempio dall’equazione x f d y -+-ttx’ y 1 d.x~bx m d.x, 
quale riduco a quella forma d y -b-ax'~ r y 1 d. x= b d.x, che ( con fare 
n — p—q , m — p—r ) diventa d.y -t- a x 1 y 1 d. x =b x' d. x ( A): E quella 4 la ce- 
lebre equazione del big. Conte Jacopo Kiccati , in cui generalmente le variabili 
non fono Imparabili, benché fi diano infiniti cali, che reflano determinabili da una 
infinità di valori allignagli ad r, ne’ quali fi ottiene la feparazione delle variabili. 
Cercheremo pertanto come fi portino determinare quelli valori di r, da’ quali di- 
pende la feparazione delle variabili . 11 primo che abbia rifoluto quello problema è 
Hata 1 ' anzidetto Sig. Conte Riccati , in feguito ne fono Hate date altre due ele- 
ganti foluzioni dai Sigg. Bernulii Niccolò, e Daniele. Io feguirò le traccie del pri- 
mo Autore. 

106. Primieramente fe lari r—q le variabili (iranno lénz’ altro leparabili, 


mentre l’equazione d. y -f- ax r y 1 d. x —bx r d.x fi ridurrà a 


*7 

b-ay' 


= x r d.x. 


Se poi non farà r —q, farà di melliere trasformar l’equazione, e in feguito deter- 

fi 

minare il valore di r inferviente al medeGmo effetto. Si fàccia pertanto y—^x 
X fi — "I X— I X t - 30 

-4- x z. e però d.y — fiy.x d.x + tx zd.x + x 'd.z ; y 1 =^x -+- 

X+X aX 


2 f*x s+x a 1 ; Onde dopo le convenienti fortituzioni la data equazione li 
cambierà nella fegu-nte 

*£ + ? + f + f ? 

bx d.x — a px dx — 2f<«x zd.x—ax z 1 d x = x dz 

fi—i X— i 


— 0 n x d. x — Xx z d. x 

Si eguagli ora a zero il fecondo, e terzo termine , con che l’equazione fi ridurrà a 

X f+y r — X 

bx" d. x — ax z 1 d. x — x d. z,o fia d. z -f- «x z l d xzzbx d.x{ B> 

che ha la llcfla forma dell’equazione (A.), e però fi potranno in erta feparar le 
variabili fe farà X +■ q — r — X, confeguentemente r = 2X4-4. M* dall' riferii 
eguagliato a zero il lecondo termine 4 flato neceflàrio il fupporre2 fi -t-q = fi — 1, 
cd aft 1 — — /n, dalla prima delle quali fi ottiene fi — — q — 1, e dalla feconda 


f» - 
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H — z=z '■ In oltre 1’ eguaglianza del terzo termine a zero dà 

f — — — — 2 q — 2; onde ne viene r — — 4 7 — 4 +? — — ?? — 4, e l’equa- 

— J — » — y — i 

zione ( B ) palla ad eflfere d. z -h a x z‘ d. x ~b x <i x , o li a 

d z — y — t fi t 

— — p = x d.x. E ficcome fi è pollo yr=y.x -(-x z , quindi la 

ibllltuzione di farli per poter ridur l’ equazione ( A ) alla feparazione delle varia- 

. . ^ 4" I « ' fl ■«! 

bili, o fia all’ equazione pur ora trovata, è jf= — — x -t- zx 


107. Si ripigli adeflo l’equazione (A), e vi fi foftituifea ~ in luogo di y, 

— in vece di d.y, ed — in luogo di y 1 , lo che la cambierà in da" -t- 
#* «' 

ax 1 d. x — bx' a* d,x, che ha la forma medefima del? equazione (A); per lo che 

1 t 

le gli applichi il calcolo (le ITo , che fu l’altra fi è fatto ponendo r/— » x ■+■ x t, 
» — 1 *— 1 x ai «-f x 

e però d. u—t r x d.x- f- <» x td.x + x d.t;n 1 ~w x x +j,x t 

sx 

x t* , con che eflfa diventa 

t— 1 x— t • 

— tx 9 d.x + ,f x d.x + ux 1 d. x rr — • x d.t, 

Ji + r t+x+r n + r 

-) -b,*x dx-hlbrx td.x+-bx l l d.x 

che con eguagliare a zero il fecondo , e terzo termine riducefi a 

ax-f-r x 

— ax*dx-hbx t 1 d.x — — x d.t vale a dire 

•+r ' y— » 

d.t — — bx t'd.x-t-ax d.x ( E ) , la quale ha la medefima forma dell’ 
equ zinne (A); per lo che vi fi potranno feparare le variabili qualora fia 
f — • =» 4 -r, e in confeguenza r — — 2 » 4 -q- Dalla fuppnfizione poi che fia 
eguale a zero il fecondo termine fi ha « — 1=2* +-r, ed • r — — fi ' 1 > dalla pri- 
ma delle quali equazioni fi ottiene •— — r — 1, e dalla feconda r— — -v = 


: Parimente l’ eguaglianza a zero del terzo termine fomminidra =s •— 


2 b 
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tA>s-U— >i onde ne proviene r = — , e l’ equazione ( F ) pafla ad 


f~2 


q—X 


i i , 

«fière Jt—- bx i*^* + <* d. x , o Ux 


Jt 


9—z 

3 


— a -f -bt x 


: — x 


d. x» 


f m 

B ficcome fi è pofto « = -4- x t ) perciò la foftiruzione da farfi nell* equa- 

zione ( A ) a fine di poterla ridurre alla riparazione delle variabili, o fia all’equa- 


2r-f- 2 


x 

2Ìone poc* anzi trovala — 7^ » poiché è * zzi x 

x -f- / 


r-hi 


— r — x 


— Ir — 1 . I 

-h ix , e Jf fi è fatto = -. 

108. Si potrebbero continuare le foftituzioni a norma del calcolo già fatto, 
« cosi ritrovare altri, ed altri valori di r infervienti alla feparazione delle variabi- 
li nell’equazione (A), ma fenza imbarazzarli in nuovi calcoli, bada il raziocinare 
fu gli efponenti delle due trasformate equazioni (B), (E), donde fi fono ricavati 1 
valori di r, affine di poterne ottenere gli altri, che fervano allo Icopo bramato. 

Ora con foftituire il valore di * l’equazione ( B) diventa (F) iz—ax zSJx 

__ tx r+17+1 ix\ e l’equazione (F) con foftituire il valore di » pafla ad ef- 

— r— » j+j r+* 

fere (G) i.t+bx à x = •+- a x i- x. Adunque ficcome nell’ equa- 

zione (A) fi feparano le variabili ogniqualvolta fia r~q, cosi nell’equazione (Fj fi 
potranno Sparare fe C»rà —q — xzzr + xq -t-2 , d’onde ricavali — j ? — 4 ;e 
nell’equazione (G) fi potranno feparare tempre che fia — r — 2 =f-i-2r-*-2,da 

- 6 “ dn " — *?• p " 10 the a “" fo coi: 

propofta fi feparano le variabili fe è r=— dunque nell'equazione (B) fi 

fepareranno qualora fia t~-=r+H+i ( quella equazione fi ottiene con foftituire 
nel primo membro dell' equazione — q— izzr-i-xq+x in luogo di q il precedente 
valore dir ■sz — ‘ i — , dante che nell’ equazione’ propofta fuccede la feparazione in 


Tomo VII. 


M 


cafo 
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cafo di ree f, con che e(D diventa 4- 2=5r + *f ■+•*» vale a dire 

ree r -4- 2 j 4- 2 ) da cui fi ricava r=z— 


3 


altro valore di r, che dì la fé* 


paragone delle variabili nell’equazione propofta, Parmente nell’equazione data fi 
feparano le variabili in cafo, che fia r= — 37 — 4 ; dunque nell'equazione (E) fi 

fepareranno ogniqualvolta fia — — — ir-+-q 4-2 f quella equazione proviene dal 

fofikuire nel primo membro dell’equazione — r — iste f ^ 4z in luogo di r 
il valore di q prefo dalla precedente equazione ree — 3} — 4, che è 

r-t-4 , _ . *■ +4 , 

— qz= , con che ella diventa 1=: ir -hq -t-ì , vale a dire 

4 3 

Hill =2r4-?+-z) donde proviene ree — — — ; che è un nuovo valore 

di r inferviente a lèparar le variabili nell’equazione data. Continuando nello ftef- 
fo modo a raziocinare fi dirà: Nella prò poli a equazione fi feparano le variabili al* 

2 a — 8 

torchi ère e — ■ ^ ■ ■■■ , acciò fi pollano feparare nell’ equazione ( B ) , dovrà 

eflère ~ i-sr + i 34-2, dalla quale equazione fi ricava ree — — L 1 2 ; 

Cosi pure nell’ equazione propofta fi feparano le variabili nel cafo di r e: — 
Qu^di nell’equazione (E) fi fepareranno allorché fia -2— — — s 

2 r 4- ? 4- 2 , da cui fi ottiene ree — 12 — . lfteflamente profeguendo a razio* 

pinare fi troveranno i feguenti valori d) r 


S 

i 


'=1 


1 
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li 

r = ? 

r - _ 3 , 7—4 

't 

II 

1 

1 

-fc 


3 

t 

li 

1 

1 

oc 

1 

1 

00 

3 

5 

II 

1 

1 

M 

. — _ S7 — ** 

S 

7 

97— '<5 

77— tó 

7 

9 

, = iiq—io 

»• — _ 97— 20 

9 

11 

E generalmente 

E generalmente 

„_*« 4- «X— *— 4» 

' X —7—4 « 

x i — 1 

xi 4-t 

Se farà q~o qaefti valori diverranno 

n 

II 

l 

4*. 

r = -ì 

» 

3 

r=-l 

eoi 

1 

II 

* 

1 

S 

r — 12 

r — — — 

“ 5 

7 

r = - l É. 

r= -l* 

7 

9 

r = - J ® 

SI 

1 

II 

V 

9 

li 

E generalmente 

E generalmente 

r — 4< 

4 ' 

xi — a 

xi +■ 1 

M 2 

Già 

\ 

i 
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Già fi vede, che — ? i il termine generale della ferie q—iq — 1* — 

. g 

7JL 23 ec.; e»— — è il termine generale della ferie — 4 — — 

5 7 a» — * 3 

** 1$ _ 2 — ec • Cosi 11 ~ 1 4 j| termine generale della fèrie 

5 7 9 ” a i ■+• 1 


q _ L _ VL _ 51 _ 79 + cc . 

? 3 5 7 9 

log. Se pertanto l’efponente r avrà qualcuno de’ precedenti valori, l’equa- 
zione (A) per mezzo di opportune foftituzioni farà fèmpre riducibile a una tal tor- 
ma, che le variabili fi potranno fcparare. _ 

ita Percorriamo due cali particolari nella fuppofizionc di q — O, lo che ri- 
duce l'equazione (A) a d.y-f-yd. x —bx' d.x : E primieramente clfendo r — o. 


*■3 


p equazione fi troverà e fière d.y q-j 1 d.x=b d. x, che fi riduce a 


l/V" 


± y _ 


z=J.x. il di cui integrale è Q ■ ■ ■ ' ~ T — “ x4 -A,o fia— 

x-|-A (pelnum. in. delle fbrmole efibenti fettori iperbolici formola Vi. Tomo VI.) 

i s/ b -f- v V b y 

ovvero (Formola X.) 1 . ■ = * 4- A, e però /. 


2x d b -f- 2 A y/ bi 

in. in fecondo luogo e (Tendo f = — 4, l’equazione (A) avrà quella forma, 
d j +. y J. x = b ’~- , e la follituzione da farfi per trasformarla farà j = ~ 4- 

3,, poiché (pel rum. 106.) fi trova pzzt, fi — — *i *— — confeguenteuiente 

jj* ^ b J. 3C 

l’equazione trasformata fatà d. z. 4 — — — — ^ — j che fi riduce a 

— — — — — , il di cui integrale è C — - — — — — L 4- A , vale a 

b — z . 1 x- 2 ’ 5 y b—z,- x 

dire (perchè pel nura. ut. delle formole efibenti fettori iperbolici formola X. To- 
mo 
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I \'b 4-B 

ixjb ' ijb — z 


V b — - z 


A e però I. ^ z ■ — — + lAdb, confeguentemente ( con rimette- 
vi 1 — * x 

re il valore di z ) l. ^ ,v - 1 ? — — — — •+■ 2 A x/ b , che è P integra- 

vi— *X * J — » 

. b di f 

le della propolta equazione a.j 1 i x — — — — . 

ni. Con quello metodo fi tratteranno tutte quelle equazioni , che per 
mezzo di congrue fortituzioni fi potranno ridurre alla forma dell’ equazione (A). 

113. In vece di ufare la foftituzione j = i»x n ' o pure / = i*x m 
■4 -»x" . . . +r4-Z| fi può fare femplicemente fecondo i cali j — x* z, ove m 
è un efponente indeterminato , e z b una nuova variabile, e pofeia determinare 
1’ efponente m in modo, che vadano a zero quei termini dell’equazione, che im- 
pedilcono la riparazione delle variabili . Si può eziandio trasformare 1’ equazione 
talmente, che le variabili fi pollano feparare , per mezzo di quella foftituzione 


114. L’efempio metterà fiotto gli occhi la maniera d’operare. Sia xd.y — 
x' i. x — yd.x ■+■ ad.x — o l'equazione , nella quale devonfi feparare le varia- 

It II 

bili. Si faccia t= , con che 1’ equazione diventa xzd u -f- xud.z — ax'dx 

A 

— zud.x + a*d.x=zo. Ora fi eguaglino a zero i due termini xud.z — zud.x, e fi 

avrà xudz — zud.x —o, e però — - = , confeguentemente l.z—l.x, e 

z — x. Rella adunque determinata la a, e data per x. Per edere andati a zero 
i due termini xudz — zud.x, l’equazione fi è ridotta ad xzd.u — ax*d.x -f-a‘d x 

, . , , ax 1 d.x — a'J.x ax'd.x —a*d x . , , 

= o, aa cui fi ottiene d. « — — ( poiché fi e tro- 
ia X* x 

Q *d.X 

vato z—x) —ad.x — — — , ove le variabili fono feparate, c 1’ integrale di que- 

a x A y 

fta equazione è «=<x+ ~ -4 - A. Ma giufta la foftituzione fatta è u ss - 1 - 

ay . a y a 1 A /• 7 — a A , .... 

— — ; dunque — — z=z a x 4- h A > o fia - — — x=z — , che è 1 m- 

tegrale deli’ equazione propofia . 


Digitized by Google 



j>4 DELL’INTEGRAZ. DELLE FOR., ED EQUAZ.DI I. GRADO ec. 


1 1 5. Nel primo Tomo delle opere del Sig. Conte Jacopo Ricca ti (t feparano 


le variabili nell’ equazione (P) Y d. y = Y' -+- H"x“ x d. y y d. x 
(le quantità Y, Y', Y" fono date per y, e collanti), o fia li determina qual valore 
debba competere a Y", acciò le variabili fi pollano f.-parare , con fare qxd.y -f- 
yd x — uzdy ( la z è per ora indeterminata, e develi in feguito determinate in 
modo, che lia nata per y ). Con prendere da quella equazione qxdy -+- yix 
tizly il valore di x, e Ibllituirlo nell’equazione (Pj, li elimini primieramente dal- 
la medefima la x. Si otterrà poi dall’ equazione qxd.y yd.z =z uzd.y il valore 
di x con prenderne prima l’ integrale; e ficcome il fattore, che la tenue integra- 
bile è y’~‘ , perciò fi moltiplichi elfa con quello fattore, pofcia fi proceda all’inte- 


grazione , e fi troverà xjt’ — S- “ * J f—I 


d,y t da cui ricavali xzz p S•® Z ‘J , l ^.y. 


Si faccia 1 ’ accennata fcllitnzione , e l’equazione (P) fi muterà nella feguente 


v • Y" w . 

1 a. y — Y ■+■ JT77-S • 1 d y ^ z" d.n , vale a dire ( mediante 

il fare l’attuale moltiplicazione, e dividerla per d. y" } Y — Y' u" »” — 

Y" a” ** 

~^ì — b “*y 1 d y ( Q_) . Ora per giungere alla feparazione delle varia- 
bili è di melliere, thè il primo membro di quella equazione rifiliti da due fatto- 
ri , uno de’ quali fia dato per », e 1 ’ altro per y. A quello line pertanto fi faccia 

jffr = Y' *’ (la lettera M rapprefenta una qualunque quantità collante), da 


1 

19 

• r • Y 

cui fi ricava z — - , con che li ha il valore di s dato per j, pofcia fi 

MY'" 

foflituifca quello valore di a nell'equazione (Q_), la quale mediante ciò fi trasfor- 
merà nella feguente M ~ "" Y 



(R) 


Digitized by Google 



CAPO L ARTICOLO III. 


9 J 


<R) 


M" — « 


i i 

m m 


n m nt » j — • i 

Il Y Y 1_!_ _ L C 2-11 li. Si dffr 

* A i. — M »j‘ - 


renzi addio 


.tH f 1 % 

u Y" 


quella equazione (R) contentandoG d’indicare fcltanto i differenziali colla lettera D, 
c fi avrà 


i 

m 


z i 

m 


,S M" — u" . M*-»’ ^ Y v y r «3 il 


UL.a 


wi m 

u Y" 


» 9 — 1 

Li 

_ 1 _ > 

M Y'” 




n q — I 


Y' «y* M* — «’ Y « ir </. 7 

Sa co — r~- D - — = 1 7 


M Y' 


1 L , d. — - , nella quale equazione fi potranno feparare le variabili , 


Y" 


1— 1 


ogniqualvolta 


Y * J m V' 

fia r - - J r- ^ = N. D. ( la lettera N rapprefenta 


y\ ' Y'\ 

una qualunque quantità collante): Di quella equazione fi prenda l’integrale, t fi 

i «. 

» ? — i 

avrà \. ^ ^ ^ ^ — ss i , da cui fi ottiene il ricercato valorp 


$ 


di 


Digitized by Googl 



0 DELL’INTEGR. DELLE FORM., ED EQUAZ. DI I. GRADO ec. 

N“ Y' v" * 

di Y vv , che è Y" =r , il <ju»I valore fc competerà a Y" 


n q-m I 


' S^— 

Y' 

nell’equazione (P), fi potranno Tempre in efla feparare le variabili. Di fatto fi 
foilituiTca nella trasformata (T) quello ritrovato valore di Y", e ne verrà 

*S 


* f-l 

Y y *.y 


Y' 


X a — ì 


f-l 


X J — L r ±JL ' 




Y' 


> 

m 


D. 


M* — jn" 


N Y’ y~'4 y 


. , ove le variabili fono 


u 

Fi 


C y’ y~" i. 
— • 0 1“ 


N» 


Y' 


Teparate. Eflendofi trovato x=z ^.u»y 1m ~' J. y, Ce qui fi folli tuirà Tan- 


te- 


Digitized by Google 


i CAPO !. ARTICOLO Ut 


57 


«cedentemente trovato valore di * , fi avtà x za 

■ ■ ' i _• • .1 ' ; . . i. i •.* ’> i' i! -, • v -, 



) : — ■ - 

MY> 


Quantunque in fcguito fia per trattare in un’ Articolo a parte di quelle equazioni, 
nelle quali i differenziali o fono moltiplicati fra loro , o elevati a qualche potetti , 
pure non ho filmato fuor di pròpofito parlare in quello luogo dell'equazione (Pj, 
e a motivo delta coincidenza del metodo, c perché allorquando è uzzi , etti ap- 
partiene a quello luogo. 

116. Di quefto lidio metodo delle quantità indeterminate ha fatto opportuna- 
mente ufo il celebre Sig. d’ Alembert nel Tomo IV. dell’ Accademia di Berlino per 
feparar le variabili, e ridurre all’integrazione un numero© d’ equazioni inchiudenti 
un numero © q- r di variabili x,jr,z>,ec., delle quali equazioni ciafcuna ha la fe- 

guente forma ad.x -+- bd.y 4- cd.z-t- ec. + nix 4- ny 4 - p*X T d. t -f- T v d t 
= o, ove a, b , r, m, », f fono qualfifia collanti, o anche zero, e la lettera T 
Tapprefenta in tutte le equazioni una fletta funzione di r, come pure "P efprime 
una funzione di f, la quale però nelle diverfe equazioni può effe re diverfa, o 
può anch’ effere eguale a zero . Brevemente moftrerò la maniera , coh coi devefi 
operare, e per procedere colla maggior chiarezza comincierò da due equazioni 
aventi la forma più ièmplice, ognuna delle quali perciò, giufta le cofe dette, deve 
contenere due variabili. ... 

4 ————— 1 - 

ri 7 . Le due equazioni propofte fiano a d. x q- bx q- cy X At == o ; md.y 
4- nx -t- pjr )( d. i — o . Nell’ una, e nell’ altra libero il primo termine dal coef- 

ffeiente facendo d- x 4- *-*+ ~ j V itzz o; d.y 4- - * q- L y Wd.t 

b ' ^ ~ ’ ' 

= o, pofeia pongo — zz i, — = i, — zz q, — zzr, con che le due da- 

" 4 m m 


te equazioni fi riducono a quella forma d. x q- i x -ì- d.t zz o, A. y -+- 
q * + r jl d.t zz o (K). Con un fattore collante , ma indeterminato p fi molti- 
plichi quella feconda equazione, e fi avrà pd.y 4. ^qx 4 ^ ry X d. t = o, 
quale Ir fomnni còlla prima equazione , e li otterrà d. x q- d.y 4- 

(i +■ Hi) x q- (f-t-r* / jr X d-t—o.i Ora fi faccia d.x 4- pd.y zz A.», e in- 
tegrando r + (» Cne però fe i’ affunta indeterminata p li determinerà in 

fcguito in mooo, che ( I 4 - pi) * 4 - (A 4 t* r )y fia -un moltiplo efpreffo da #, 
che per ora è indeterminato, della quantità x+py, o fia *, la precedente tro 

d 73 

vara equazione fi trasformerà in d.x> 4- flzd.tzz o, o fia = — A d. t, ove 

x> 

- forno VII. N le 
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le variabili fono Sparate. Ma a tenore della fatta ipocefi fi ha ('+(*?) * + 

( y — 0 X x 4 - i*y i dunque paragonando i termini corrifpondenti fi tro- 
va, X—3x, q però 0=i+ ltìi , e (* +pr)y ~ fii*y, confeguenteiuenr 

te ff— ■ - ~t p .— ; Onde fe il primo di quelli due valori di $ fi follituirà nell’ e» 

I* * 

quazione elTa fi cambierà in ~ - = — (/" >• 

J> . r 

di cui integrale è /.*=' • — *X (/•»* la collante, che fi aggiunge all’ 

integrale, e la lettera * rapprefenta la bafe logaritmica nel filìema de logaritmi 
iperbolici), e però paflando dai logaritmi, ai numeri, fi trova 


»— «Xi + ft? 

%,ZZ* 4 • 

ii 8. Refi* adeffb da determinarfi il valore di j*, quale fi otterrà per mezzo 

^ -è- r 

delle due precedenti equazioni fi—i+f* f, 0= — » poiché offendo i + Pf 


k+i*r 


fi ha u* ri <* = —,€ in confeguenza = 

‘i ? 


_ (' — I * T \q~ * A(iun< i uc mediante la folliamone di quello 

doppio valore di p l’ integrale .trovato fi cambierà ne’ due feguenti 


X i 4 - r v i — r 4 - 4*9 
2 *" • 


* 


* = * * 


X » 4 - r Vi 
— 


ri" 4 kq 


*' — »' * 


A . 


119. Ma eflebdofi facto x ri- t*y =*, fe in quella equazione fi follituirà in 
luogo u< fi il fuo doppio ritrovato valore, ella li cambierà nell* due feguenti 

, ; V . . j , 

'« _ r 7 l/ i — - r ri- 4 * 9 

*-(— X > ri- — ed 


f ■> V 


* J 

•v >. ! i V : 


x— 
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/ Z=j— 

iq A .‘1 


— * ^ = z', o (ia ( con fare il primo valore 


di n èguaie a », e il fecondo eguale a r') x -f- *J = *, x ■+■ ry = a', me- 
diante le quali fi troveranno i valori di x, y cosi: Dalla prima fi fottragga la fe- 


conda , e ne verrà * — *' % y = z — , e però y = 


X » 


Parimente 


dalla prima moltiplicata per *' fi fottragga la feconda moltiplicata per *•, e lì' 


avrà r' — » X x = »' a — *■*',. e in confeguenza x = 


» t 


ne’ qua- 


li valori di x, jr devonfi foftituire i già ritrovati valori di x, a', e in quello mo- 
do fi avranno i valori di x, y dati per t. Si determineranno per ultimo i valori 
delle collanti » , »' per mezzo dei valori, che acquiftano le variabili x, y, allor- 
ché alla variabile t li atfegna un dato valore : Per efempio nell’ equazione 


— * X / ■+■ i* ? 

z — <* a (che col rimettere il valore di a diventa 


— 1 X ••+■<* ? i 

x + ny » * ) iia r == r— , onde pofcia divenga x=A, 


3=B, con che la detta equazione palla ad elfere A -f- f*B=*r <r . , fi avrà 

«X A + ' tB = * > >. 


— I X i 4- f« ? 

no. Se pertanto finalmente nell’ integrale x + Py — U * fi 

fofiituiranno i ritrovati valori fi avranno i ricercati integrafi . 

m. Può accadere, che fi trovi per n un fol valore. Ma olfervando P equa- 
zione f* 1 -I j a =s —, o fia f* 1 q 4 - > — r X l« r*<: — o fi rileverà, che ciò 

? 9 

non può fuccedere fe non in cafo, che fia q—o. Ovvero ifc=o, o pure i — r=o. 

* '7 " — * 

Se fnà é = o, la prima equazione (K) /. x 4 - ix 4 -t^X ridurrà i 

J. X 

d.x -+■ ix d. t —o , da cui fi ottiene — — = — i d, t , e integrando fi ha 

— il 1 

x — 7 a (la lettera v rapprefenta la collante, che fi aggiunge all’integrale), 
il qual valore lòllituito nella feconda equazione (K) la riduce + ryd.t 4- 

— il 

qn d. i=o, di cui fi preude l’integrale col metodo dei num. 25. Se farà 

N 2 q = 


/ 
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r - • i 

a zz o , uno dei valori di f» farà — o > c 1’ altro valore farà ; per lo 

q 

che ne* precedenti valori fi dovrà fare » = o . Se poi farà » — - r = o , 
nel qual cafo p hà due valori eguali , cioè w = *■' , fi avrà in allora 

a _ t ^‘ * ? ,e foftituendo quello valore di * nell'equazione x -h My 

' • — * X * ■+■ w i 

s= z, o fia X +• ry — z, ne verrà x = • « — s-jr: Che pero fo- 

ftituendo per ultimo quello valore di x nella feconda equazione (K) , etti patterà 

— , X' •+■ *1 

ad eflère J.y-t-q»a = o, o fia 

— — — — — t Y i *+- irf 

ti* + r — qvXyd.t + <j*a <//=o, che (ì riduce all’ inte- 

grazione col metodo dello ftcflo num. 25.. In quello modo fi è declinato 1 * incon* 
veniente graviamo, che nalce allorché è * ss *■', nel qual' cafo è 

v z ? t'ì — tz»' ® . r .. 

w " _ .. MiAnMiiimPnrt 




. Nientedimeno 


fi pnè ancora in altra maniera rimediare a quello inconveniente . ElTdndo egua Ir 

due valori di „ allorché è :K l ~ r 1*1 ss.o, in vece di fupponc nulla que- 
Ila quantità, fi fupponga e flit infinitamente piccola, e fi fàccia 

r __ ^ om j e ^ rapprelénterà una quantità infinitamente piccola . 


Si faccia in oltre - — • = e, con che t valori di ft diverranno * — ; 

2 q 


or' = — ! — ? . Quindi fi troverà t • « 

f 


— • « — *f 


, *' = * 4 


feguentemente j — 


— et — ft — tt + r 

_ qmi 1 — q*'a 


“ qx* 
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— et — pt x — et ■+■ ft 
— q y a — qy'tt j 


— et — — et 4- mt 

e— fi»* 4- » — fX*'« , „ 

ed x ss — .. .. ♦ vale a dire (4) . 


— et — »f — et + ft 

— i f x = — r — t X" +(-»X*'« 


et — ft 


et — »t 


ss « X » ; e (pel nrnn. 242. Tomo VL) fi ha (a mo- 


tivo che I. « = 1) * 


ss 1 — f t 4- — — — — 4- ec. ; e 

1 a- 3 a- 3'4 


(per lo fteflò num.) t a * = 1 f.t f -Li- 4- fili 4. ?Jl 4- ec- Adun- 

1 a- 3 . 2, 3’4 


— et — ft — et 


- (1 — 4- — ec.), ed a 


— et + ft 


. et Jt 1 

n , (1 + fi + 1— J- ec.). die però fe trascurando il termine c 

tutti i fuflècuenti, poiché quantità infinitamente piccole rifpetto ai due primi ter- 
mini, fi forocuiranno nelle equazioni (3), (4) quelli ritrovati valori, effe diverran- 
no ìfj — q • X» — ft — qy'a ^X* 4- f'\ vale a dire 
itj = — ìf.^qui rt ( fuppongo »'==«), e però j -ss — • Pa- 
rimente — 2»x ss — e— ?X" 4 * X» — f’ 4 - e— eX*‘ ^X 1 4 - * 

— et — e t 

o Ita — 2 = — if*i 4 - 2fe(»i* , e in confeguenza 

— et . — et 

x ssz * 1 — ei»x cercati valori delle variabili x, j allorché é 

122. Accadendo , che i valori di p riluttino immaginar), non per quello giu- 
dicar fi dovranno immaginarie le equazioni, mentre qualora i valori di x , y deb- 
bano edere reali, gli immaginari fpariranno. 

123. La maniera d’eperare é Ih foftanza la medefima , abbenchè le due equa- 
zioni abbiano una forma più generale. Vediamolo nelle due Seguenti d. x t 4- bd.j 

4 - (X ■+■ àj )(Td.t 4- 7 'd.x = O, d. j 4- ti. x 4 - jx 4- ry^td.t 4- TV.f — Ò. 

Si 
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Si moltiplichi li fecondi col fattore collante indeterminato h , pofcia così molti- 


plicata fi fonimi colla prima, e fi avrà I 4 - f*' X ^- x + b -h fi )(Jy 4- 


(i + t*ì ) * 4- (.* 4- f"J + T ' 4~ f* F 'X^-* — o: Sl facci» 


i 4. ^ yj.x 4- h 4- f* \d.j — </•*, c però integrando 1 -+- f*'X* 4 - 


b -t- p X^ = *• Fattt> ciò foppouga, che i -p h; X* + * + ** Xj 


moltiplo di 1 4- f»r X* 4“ A +• <* XjS .di Clj i grado di moltiplicità fia 


tfpreflc da 0, che per ora è indeterminato, e però fi abbia i 4 - p? X x 4 " 


k. -a-fte Xj = t 4- f" Xtf* + b -i- n ){0y ì con che l’equazione 


i +(I( X'i-r + b -t- p X ^ J ■+* 




)(x 4 - ^ -t- f4' Xj X T<if 4 - 1 ' 4 - f*T'X^-t = o fi trasformerà in 


0 x, 4- pcTJ.t 4- 1' — pl'X<Lr — o, la quale fi integrerà col metodo del num. 
25. . Per trovare il doppio valore di fi fi prevalerti delle equazioni < 4- pi = 


i _j_ X/J, | 4- fi- = à ■+■ fi X^> mentre dalla prima fi ha fi = 

r 4 - «7 _ 4 4 - fi r i 4 - it7 4 4 - k* 1 , 

• — , e dalla feconda 0 = -r- ; e però — — = ~r— , don* 

14- uf 1 iti* 14 - " 4 -m 


de fi ottiene ri — q X •“* ■+• 4 / 4- r — bq — < X (* = W — G confeguente- 
( k.i 4- r — bq — ì 


mente •* — — 

, 4 


vrt — iq 


~ ’l , Elfendofi. trovato 

2ri — 2f 

£ = — — ^ ^ , farà quello il valore da fofliiuirfi in luogo di f nell’ equazione 
I + (!' 

Jz ■+■ gzT/f.t 4- T' 4- >*T' X </.r — o unitamente al precedente doppio valore di 
>• ■ I valori pei di x, y fi determioeianno coll’ ajuto dell’equazione 

• 1 + 
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", -t-ur X* + i X? = * con folKof'fCÌ *1 ritrovato doppio valore di ^ 
Si faccia il primo valore di ^ essale a », e il fecondo, che è il valore ai j»' fi 
die» s= e per mezzo di quelle foftiruzioni dalla precedente equazione rifultcran- 


no le due feguenti i 4- »/ X * * 4- * X J' ~ a i 1 + )(* + 

b -f- r ' Xj ss Ora dalla prima equazione moltiplicata in I 4- »'r fi fottrag. 


ga la feconda moltiplicata in t .4- » f j e fi avrà t + »'r X * + ir Xj 

— ( i 17 x * 4 - Xj = i -f- »'X* — *'X 1 ■+• *'» « F rò y - 

z-X i * Parimente dalia prima equazio- 

J + *'< X * + T — ( t 4- » r X ^ 4- » v * 

ne mcltiplicata in b 4 - *' fi fottragga la feconda moltiplicata in i 4 - », e ne ver- 
rà i -fc »/ X ^ 4- *' X* ‘ — ( i 4- »'*X * + * X* == *X A + T ' — 
*' X b -h » > confeguentemente 


x _ *X b 4- » *_X b + T , | n qnetli valori di k, Ji 

i 4 - rt X * 4- *' — ( » 4- *'* X A -+- r 

devonfi pofeia fofiituire i valori di z, z' . .... .... 

J24. Di pari palfo fi procederà in quelle equazioni, nelle quali le variabili 
fiano elevate a potefià , fe non che in tal cafo acciò fi pofla far ufo del metodo, 
dovranno i coefficienti dei termini delle equazioni oflervar fra loro certe relazioni. 
Propofte fiano a cagion d’efempio le due equazioni 

d. X 4 - bx l -f ixy 4- V'A* 1 — O, <lj -1- qxy 4 - rfXJ.t = o. Col- 

la prima li fommi la feconda moltiplicata in f», e fi avrà d. x 4- t*d.y 


+ (4 + (» r 
zione fi potrà 

TTT^Xj* 

b 4- f* r X *’ 
Se pertanto li 

T+^Xx» 


X x* 4- r 4- n X*> + * + f- X/)- ** = °» la * ulle e q ua ' 

integrare ogniqualvolta fi» b 4- pt X* 1 4- i 4- (*1 X 1 ? + 
eguale a un moltiplo del quadrato di x 4- t*y , vale a dire 


t’s 


4- /■ 4- fi 7 x*? +■ * ■+• *■ xy = *** •*- t - 

farà / x + = *■* , e integrando x 4- fxj =■ * > lilil 

+ 1 + p/ X *j + * + ^ Xy = c l L eq u » i « ne 
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pd y 4- ( + i + M X*3 *+■ h + l*'Xy) = ° cambierà m /* 

d. s 

-f- jjiV.i ss o, e però fi<h ss — , ove le variabili fono feparate, e l’ inte- 

grale di quella equazione 4 fit ss — 4- A (la lettera A rapprefenta la collante), 


o lia (con follituire il valore di a) fi ss 


i 


A. Rellano a determinarli '1 


valori di fi, e d’ p A quello fine fi prendano le equazioni (I.) 6 -4- p» ss fi\ 
( 11.) i -1- pi ss a/fp , (111.) K + jt’ ~ fy 1 , che vengono fomminiUraic uà 


h -t- iti X* 1 ■+* » -i -iti X*y * ■+■ f*‘ Xy 1 — *** + J 4* V J + ^(*Vi e 

dalle (L), (II.) fi otterrà b + pi ss — , da cui ricavafi (IV.) irp 1 4- 

2ft 


zi — ? X» 4 — ' " = o: Dalle (»•)> (IH ) <« ricaverà 


« 4- t*l 
z 





dalle quali ne proviene 9 p* 4 - ì — 2r Xp — ZH ss o (V.). Ora o dall* una, o 
dall’ alcra di quelle due equazioni fi avrà il ricercato doppio valore di fi , (iccome 
dall’ equazione fi ss b 4 - pr dopo averci foflituiti i due valori di fi , che fuppcn- 
go fiano *•, «•' i 11 otterranno i due valori di fi . d' , che fono fi — b -+- rr , 

— 6 ■+■ «•'/. In oltre dall’equazione v + (,j s r. che mediante la foitituzio- 
ne aei due valori di p fomminiltra le due feguenti * 4 - rj = z, * + r'j = , 

fi dedurranno i valori di x,j nello fteflb modo praticato di fopra. 

125. Che fe adefio dall'equazione (IV.) moltiplicata in q fi fotcrerà la (V.) 

moltiplicata ifl ir, fi avrà ibq — q 1 — z ir 4 - 4»-rXp : — & 4 * 4*' = o 
(VL). Quella moltiplicata per 2r p fi fottragga dalia (IV.) moltiplicata in ibq — 
2* — 2 ir -t- 4»-/, e ne verrà 


ìb — f X lb ì ~ ? ~ W ■+• W+ 


— iX^Ì — I* — zw 4- 4>7 3 : o (VII-). Finalmente quella moltiplicata per 
ibq — q l — lit +• 417 fi fottragga dalla (VI.) moltiplicata in 

ib — q X tbq — q 1 — 2 ir 4- 4>7 4- ziqr — 1 « fi troverà per 


qkr — qiX 2 b —• q X^ì — à'> 4- yt •+. ity — bàr* 


ultimo 
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-+- I^ibq — q — 21/4-4» = o, che è I equazione rfibente la neceflaria 

reazione de coefficienti creile due propolle equazioni , affinchè loro applicare fi 
poffia il prefente metodo. Se le variabili afcenaeranno alla terza poterti cue do- 
vranno eflere le equazioni efibenti la relazione de’coefficienti , e cosi in poi. 

1 1 r . P' ù oltre > e prendiamo a integrare tre equazioni, ognuna del- 
le quali è data per quattro variabili. Siano effe le feguenti 6 


J.x + ex +fj 4- = o; d.y -4 bx - 1 - iy 4- kz %dt — o; 

Z qx + , r 3 Co,Ia P rima Commino la feconda molti- 

plicata in p , c la terza moltiplicata in », e fi avrà d.x + pd.y + ,d z -b 


( e 4- V -h rjX* + / 4- ’t* 4- »T Xj 4- g 4- kii -4 »rX*) i/.f = o. Ora fi 
fupponga , che x 4- 4- tz fia un moltiplo di e'+bp + ~7q%x 4 . 

/+- /> 4- »»X> 4- g -+■ V 4- r'X*> onde con fare d.x + t*iy + rdz — d M , 
e però integrando * + ^ -f »s = *, fi abbia e -+- +Tcj X x + 

/ 4- 1 ^ 4- ,r X J + « 4 +-~'X*i = *X*4 +71 = Io che ef- 

fendo l’ equazione trovata fi cambierà in d. u 4 - = o o fia ^ w — 

’ « 

***» ove le variabili fono feparate, e di cui l’integrale. è /.«=-;t+U, 
ovvero con partire dai logaritmi ai numeri u ~ Sa~~ *** .Ma eflèndo peripo- 

*f fi ' "V? + '/ X* + /+ 'è + "Xji 4 ; + *(.+ »rY* = fi* 4 - 
4 - 0 'Z, fi Ha ( 1 .) ( + lff ,;=(!; f ll.J / 4- -u -f- rr — Pii- fili.) / 4- *1* 
+ " = *»; per lo che dalle [I.], 111.] fi ha fi, — bpr — er = fiu 7 — ipj — 

/?, donde ricavali fi » _ V + . M a dalle (I.), (III.) fi ricava 

fi — ' — III __ £ -4 ...... 

q — ^ / 1 quindi le in quella equazione fi foftituirà il ritro- 

vato valore di /f, fi avrà 


ruma P7/. 


O 
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tfLr 4. er — i>? — fq __ e __ 1,^ 
r - (*1 


1 

£±Jp 


bp' ■+• e r — ipq — fq 
~~ r — M 


, vale a dire 


bu. r 4 - er — ipq — fq — e — bp X r — f* ? 

— i che con fare le indicate moltiplica* 


qX r — i “i 


X 




bfir + (r — ip 7 — fq — >\r — (iq 

zioni , con togliere i termini, che fi elidono, con fare le opportune riduzioni, e 


ordinarla diventa kq ] 4- biq 1 — bq l f — b‘qr){p l 


~*~£q > ■+■ bfq 1 4- fly’ -h iiq' — ziq’r — teft — iq‘ ■+■ bqn -h biqr — itbqr )( f* 1 

*4- tfq* -hfq’t — zifq 1 — lgq l r ■+■ bfqr 4- cqrs -h iqr‘ — iqrs — e'qr ■+■ cirq f p 
-t- tjqr — yq 1 -l- gqr 1 — fqn — o, dalla quale equazione fi hanno tre valori 
di p. che chiamerò T , t', a-"; ficcorae pure dalle (Ielle equazioni [ 1 ], [II.], [III.] 
fi ottiene con un calcolo fimite eliminando la p una equaz ; one, in cui la r afeen- 
de al terzo grado, c della quale chiamerò i tre valori v, r v , v": Quindi fe nell’ 
equazione e -+- lp -f- ,q = 0 li foftituiranno i ritrovati valori di fa, r, fi ricave- 
ranno di p* i valori lcguenti e + lr + q<r = fii e + ber' 4- = fi' ; 

e 4. ^ T " — / j". Per lo che la tolti tuzionc di quelli valori ridurrà il ritro- 

— 0 < . - . — ft — pt 

vaco integrale u_ = Aa ai tre feguenti » = A» ; *' = A a ; 



«" ~ A'\j . Finalmente le nell’equazione x + py + rz, — u fi (ertimi- 

ranno gli anzidetto valori di r , fi avranno le tre feguenti equazioni x + xy 4- 
n — u; x x'jf 4 - r'* — »' ; x + r"j 4 - r'z, — u", per mezzo de Ile' qua- 
li col metodo d'eliminazione fi determineranno i valori delle tre variabili x,y,z. 
Qualora i tre valori di fa fodero eguali , fi dovrebbe in tal calo , come fi è fatto 
al num. 121., confiderai!! differenti per una quantità infinitamente piccola. 

127. Noti farà meftieri Crollarti dal metoco fin’ora tenuto abbenchè nelle tre 
equazioni date da integrarli le variabili fiano elevate a poterti. Siano a cagìon d’ 


efempio le tre equazioni d. x 4- ux 1 4- bxy 4- cyz. 4- cxz 4- fy l 
= o; d.j + « V 4- t-'xjf 4- c'js 4 - ('•« -f- f'j 1 4 - £ V )(d.t = o ; d. z 


Digitized by Google 



CAPO L ARTICOLO III. 


107 


rJ.t f V *"** +py 4 = o- Colla prima di que- 

)te equazioni ii fomim la leconda moltiplicata in p, e la terza 'moltiplicata in f, 

e fatto ciò fi avrà ix + pdy 4 - ,d. z 4 ( a + u'p 4 a"» X x* 


4- * + *> 4- *"f Xxjr + t 4 t'p 4 *"f X j* + « + »> + t"»X» 


■J" / +■ ./ M +• /"'Xj* + g i't *4- g"> X* 1 ) — o. Si ponga adeflb 

"■x + j<y.j 4 - ,/jì — </ « , e coniegucnrcmcrite integrando x + f*j + f* = « j 

indi fi fupponga <t -t- a> 4- AX* 1 4 è + ^ +. )( xy 4- 

c 4- t'p + c"f Xj* + » 4- f'p 4- c", Xx* 4- / 4- /> 4- /"» X^* 

+ g 4 ~ &'t* ■+■ £"» X — £ <2 j e ccn ciò l’equazion trasformata fi cambierà 

in //. a — fi'd.t, o fia — —j— = 4 gd.t , il di cui integrale è ~ — tt 


4 - A , o fia — — — — - = /J:t 4 - A . In fornito poi fi determineranno col 

x 4 pji 4" f»_ 

calcolo fin’ora praticato i valori di p, f, /?, come pure delle variabili x, j, t, 
ia 8 . Se le equazioni da integrarli (àianno quattro, anzi fe in tutta genera- 
lità tiranno nix 4 bdy 4 ec. 4 bx 4-^4 cc. )(7dJ 4 Tlt — o; ,'d.x 

4- b'd.y 4 - ec. 4 ~b'x 4- k'y 4 - ih. XTrf.f 4- TV.trzo; a'Vx 4- à'V.j 4 ec. 

; 

. 4- b"x 4- b"y 4- ec.X T</.t 4- T"V,f = o; «"V* 4 - b'"dy 4 - ec. 


4 - i"'x 4 k'"y 4 cc. X 7d.t 4 - T""«/r = o, fi moltiplichi la feconda per k. fa 
terza per ,, la quarta per f , pofcia fi fommino tutte inficine* e ponendo che 1 ’ 
integrale del primo termine lia eguale ad », fi fupponga che la quantità moltipli- 
cante Td.t fia = /j» , mentre con ciò l’ equazione trasformata fi cambierà in dia 
4- fivTd.t 4 - (T 4 - T'' 4 - T"' 4 T"") d. r, che fi integrerà col metodo del 
nuni. 25 .. Delle affunte indeterminate poi fi troveranno i valori nella maniera tan- 
te volte praticata . 


• p a sco- 
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120. XìOn farà fuori di propoli» fare avvertire, che mentre coi metodi efpofti 
* N fi feparano le variabili, fi ottiene nel tempo fteflb il fattore , che rende 
integrabile 1 * equazione propella. Ovviamolo di paflagg.o in qualcuno degl, e fem- 
pi Adotti di {opra . Al num. 103. fi t trasformata 1 equazione aydx ■+■ bx dx -H 

— i.y = o in Ux = ; dunque il fattore, che rende integrabile l’equa- 

«ione data è — , o Ca (con foftitaire il valore di * prefo dal cit num.) 

1» 

2 Di fatto fi moltiplichi in quello fattore 1’ 

* ~ ìbx lb +- a 1 * 

y + 7 * “ + ~~aT~ 

equazione proporti j c fi avrà 

aydx -4- bx 2 d.x kdx — dy 




ibx 


lb 


— o, che riduco alla feguente 

4 1 * 


mi 


— d j — 


I bxi x 


ai.t 


i hi x 

4 » 


b làx 

> + 7 X -y 


2 bxdx 

dj -1 . 4 - 


2 b 4 - a*k 
Ji 

ib d. x 


= o , e però 


glx = 




— — , il di cui integrale fc 

ibx ib-ba 1 *’ ° 


b — 2’X z b t- B'k. 

*x — j -t- - X ■+* — 4- — 


Ijo. Al num. 114. fi fono feparate le variabili nell'equazione xdy—yd x 

ax'dx — a*fx . 

_ x'dx-i-adx—o trasformandola in d.u =2 ^ i dunque il fattore , 


che 
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ia ? 


che rende integrabile l’equazione propofta è . Di fatto con moltiplicarla in 
quedo fattore ena u.. * 


quello 

-"L — x — ■ — 4- A = o, o fia — x 4- A = o. 

X X * 

i V . Al num. III. Si feparano le variabili nell’equazione iy+yUx- 


bJx 

x* 


con trasformarla in 
quella equazione è 


d * _ dunque il fattore, che rende integrabile 
_**4-* x‘ 


, cioè ( con rimettere il valore di % prefo 


x* X “ * l 4 - b 

dal num. citato, che è x'j—x") 

. x 


X - * l X + b 


— — Di fatto l’e- 


quazione propolla moltiplicata in quello fattore diventa 


— x* X x- jr — I * 4-èx 1 
4 -x *fix—bix 

— x 4 X— >+ *3 + frx * 


— o, o fia 


x'dy 


— X* X - * ‘ + X Jf + * 

= o. Ora l’integrale della prima parte è 


1 I V* + *X *J — L_ j, fluale integrale è prefo nella fuppoGzione, che la 

...x [. «»»n mfearaie c inerenti aio ncua iuuuouzj 

avrà 
Adun- 


fola y fia friabile; che però fe quello integrale differenziato nella fuppofizione , 
che ha variabile la fola x, fi fomeii dalla feconda parte dell equazione, Il avrà 

x’jWx— bàx— ix\yJx+x 1 ilx_ _ _ u di cui integrale è -, 

+**\ * * 

que l’integrale della propolla equazione è I. — + * 

y/b+ X X xjr — i ll/b 

o fia /. ' — 


y*~*X 


2 Ayè . 


sco- 
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SCOLIO IL 

n*. T?’ Qui di me (Meri avvertire, che fe dooq *iy'xfa"7rafl- ibbia integrale* alethriL* 
.* ^ --N-r"‘ u,n 1 uc CI ° per io più ha vero, pure fi danno certi cali risemi:, 
Ziom differenziali, che ammettono integrale algebraico, il quale non fi duò otre-' 
TrJr ’r ma prOV,enc tranfeendente , qualora di quelle equazioni fi prendono a int-* 

farann^der"quan!o detto! di “ a dC “ e VaoaWÌ ' A,c ™ ‘*mpj 

133- Propoli» fia da integrarli l'equazione d-ji/i — x ! — J x W i — t 1 
Se per integrarla tento la llrada della feparazione delle variabili io feccio’* 
dy d.x 

y'j —f ~ ~ » 3 di cuì integrile ( pel mira. i<5j. delle forinole efibenci 

C - fCO,arÌ ? r ? oU ,, ’ 1 Tom .° . Vr ' ) h Arc - del feno x = Arc. del feno •» +■ A 
a e in vece ai Sparar le variabili fi laicità J’cqua&one come i data paflando imi 

mediatamente a prenderne l'integrale » norma del num, 14., fi troverà yV^ r -== 

*/t-/ -HA. Di fatto differenziando quello integrale fi trova dyy/i—x 1 _ 

W y V I J V 


V» — x* 

-d.x^i -y - — » -, v 
V«— / 

dxy/i—j 

r * x'd y 

. poiché — • 


V*-** Vi-/ 

<r 

d. x 

V»— /~ 

— — moltiplicata in xy, 


J 

— i mentre quella equazione rifulta da 


134 Sia data in fecondo luogo da integrarli l’equazione ix \\ +•' j T =3 
*3 X »+•** • Se fi fe pareranno le variabili fi avrà ix — d 3 

ZÌ ° nC CQn>e * ftaU P ropoaa > C moltiplicherà pel fattore ; , verra/E effa a 


trasformare in — - 


<y X" 


*+J 


x-t-y M + 1 : Ora prendendo l’integrale del 

priato membro nella fuppofizione , che la fola x fia variabile fi fi» 

S- 
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iti 


s 


i.x\ 


*y— * 


, e poiché con fottrarre dal fecondo membro 

* + j x ■+* y 

dell’ equazione il differenziale del ritrovato integrale prefo nella fuppofizione, che 
lia variabile la fola y, nulla rimane, perciò l’integrale dell’equazione data é di fat- 


to algebraico, cioè 


xy—i _ 


=A 


Hj. I due addorti efempi potran badare a far vedere l'imperfezione del me- 
todo d' integrare mediante la feparazione delle variabi i . Tornei* meglio piuttcflo 
l’indicare il metodo, che deve fervire per trovare in quelli cafi gli integrali alge- 
brici . Su di ciò abbiamo eccellenti memorie de’ due gran Gei metri Mr. fcu- 
ler , e Mr. De la Grange : Moftrerò prima il metodo , che ci ha dato quello 
fecondo nel Tomo IV. dell’ Accademia di Torino ; e abbenchè nel fuo calcolo fac- 
cia egli entrare le differenze feconde, pure poiché d'una fola variabile ha luogo il 
differenziale fecondo, mentre il differenziale primo dell’altra variabile fi fuppone 
.collante, non è fuori di luogo l’efpor qui quello metodo, giacché nel Capo II. To- 
mo VI. ho data la maniera d’integrare quelte equazioni. 

ijò. Coll’efempio vedremo in pratica il canone da ollcrvarfi nel procedere a 
quella integrazione. Debbafi trovare l’integrale algebraico dell’equazione 

ix iy 

= • 1 Si eguagli ciafcun membro di quella 

y « -1 - b x + e x* y 1 4 + by ■+■ ej l 

equazione a y ( U lettera T rapprefenta una qualunque funzione di x, y ), e fi 


avrà 


(G) 


it 

*T 

it 

T 


ix 


V '• + b x + e x l 


V « + bj + e y 1 

dalle quali (con moltiplicare in croce, ed elevare al quadrato ) fi ricava 


(B) 


T 1 d x 

— -- ■ — — a + b x -f-f x* 
dt 


Vd t 

— _ T — =a + by+cy x 


Si differenzino quefle due equazioni con ritenere collante ire fave la divifione 
per d x e fatto ciò fi troverà 


2T l 
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ìUT^+iT 1 ^ 


dt 


• = b -4-irx 


2 T d. li y + 2 T* d' y 

==I =b-t-iej 

dt 

Si fommin* inficine quelle due equazioni , e fi avrà 

li. T \d.x+dy + T* Yfx+a'y 

(A) = b + e )( x-t-jr . Che però Ce fi porrà 

dt 

x + T =*, <àrà d x + d.y = dz-, i 1 x+ iPy = d 1 z, con che l'equazione (A) fi 
cambierà in 

ldldz + VtPz 
{ C ) ~..r i — b- f- 1 z 

d ( 

SÌ ponga adeffo x — j — n, e poiché fi è detto dover rapprefentare la lettera T 
una funzione di x, y, fi fupponga che egli efibifea una funzione di a, a, onde fi 

abbia d.l=0dz + td a, la quale equazione moltiplicata per —— diventa 

dt 

d.l d z 0 iz ti.ud.z * duiz i y y -d.y'fjdx dy 

t~* — 2 *+• — — f • Ma 1 ~ — — ì~ — 

d‘ dt dt di d t 

— i — i 

d* — d.y 


dt 


— [ come fi deduce dalle due equazioni (B) ] 


a-f-bx +- ex* 


( 


a+by-t-ey' b X x-y+t X x 1 - y l bu + c, 


■ ; quindi fe fi lò {bruiranno 


T r 1 — 1 

quelli valori nell’ equazione (C), ella diverrà ~~~~ -4- + 


T ^FT^ = t+ez,o fia — +TJ ' Z = b - fu. (E) Eferr- 




dt 1 


doli poi prefo indeterminato il valore di T, fi può fupporre 1—tu , d’ onde 


. w d "T tf 

cavali ~ i o fia ( con fofiituire il valore di t . che è — — ) — — 

1 d.u ' u 


di 


— > il di cui integrale L Z [Z efprime una qualunque funzione di a], 


vale 
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vale a dire [con paflàre dai logaritmi ai numeri] T=Z*. Che però fupponendo 
J.Z—Z'dz, fi avrà fi — Z'n , i — Zy con che I equazione [E] pifferi ad edere 

T‘Yz 'uT * 1 +T d'x, 

' ' - _____ = 0,0 fia (con foilituire dZ in luogo di Z c Z » 


Àt 


in vece di T] T 1 X » Z ZA.* -*~Zud s __ Q ^ coc f P g„ cntememe [ con dividerla per 
dt x 

ji u -> Zd & =0 , di cui rintegralc è ~~J~ — A [E] [la lettera A 

ir at 

dx, dx -+- dy 

elprime la collante]. Ma è = — -j- f — - [come fi raccoglie dalle equazioni 


(G)] 112L ; e T=Z„= ZX*-J ; quindi 

mediante la foftituzione di quelli valori l’ integrale ( F) diventa 


y/a + bx ■+- <x ± 1 / 4 — 1 ., 2. — A, che è l’integrale cercato dell’equazione 


propolla. Ora y/a-y-b x + ex' -t-y/* -bby -t-cy'Yya-t-bx-hcx 1 — ^a+by-hcy* =z 


b X* J -h e X **— i *l uint,i V*+bx-tix l — ^■i+by-hty 1 == 

, 0 fia ( con follituire nel fecondo mem* 


bX*-y+-'X* l --y 1 


y/a ■+■ bx -+-ex l •+■ V" 4-ójr -t- rj 1 
bro in luogo del denominatore il fuo valore prefo dal precedente integrale 
l/a-t-bx +-tx‘ 4 - +i>y-b- ty l = A X*~ y- e f arc l’ attuai divifione per x— y, 

tq-fXx +7 ; ; ; 

con che eflo fecondo membro diventa )^u+bx + cx l — 

_________ L c y x-U y 

\/a + by + ty l = -. Se pertanto fi (bramerà quella equazione col 


precedente integrale y ’ a +bx+ ex 1 - 4 - y / a 4 t> y 4 c y l — A X x— ? 1 ^ avr ^ 

*0i4 bx + cx l z= A + ’ b+ ' e '^' + . £ t o fia V«+iJi+'^= 

A 

Tmo ni P 
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b+'+ A*X x + » — A» X J- , . 

’ ' z A > « quale equazione con togliere il denominatore 


e innalzarla al quadrato diventa b l — -*-i b\ t — a 1 Xx-t -y + 

25 OX "I" r - A 1 X x* -+- y l — o, che b pure ]’ integrale dell’equazio- 

ne propc Ita . 

137. Seguendo le traccie del precedente calcolo fi otterrà nel modo fi dio 

ix 

V integrale dell’ equazione 


y' a -i-bx-t-‘x 1 -i-fx i +-gx* 




^ Y+JjTcf - h ~jy+. £ y* ' Si egU3§li ciifcun jnembr0 di ‘3 uefta e< 3 u « ÌDnc * 

d t 

— , con che (1 avranno due equazioni, le quali elevate al quadrato, e ordinate 
faranno 

r“‘ 


(«) 


A* 


— — * + b x -he x 1 -i-fx i -hgx* 


T 1 d y 

- - r = a+bj -ht? 

d t 


Quelle equazioni fi differenzino ritenendo dt collante, e differenziate fi fommino 
infierire, e fatto ciò ne verrà 

2TJ.T)(‘lx-hJyi-iV)(d'xhd ‘ 1 

( K ) ==i -=?!+:< 

« t 


+ 4 £ X* 3 -t-J 3 • ° ra ** ^ acc,i * 4-jr = *; x — j = «; V //* f- j on- 

1 1 

de fi avrà x-t-jr 4 - x—y =: 2x + zji* -+-**, e però x*+j*= -■ 


in 


parimente fi ha x+-j -f- gx-t-jj Xx— j =4x> -f- 4J 5 ** 4- 3 * »* i « 

Z, 3 

confeguenza x 3 4-j 3 — — - . La follituzione pertanto di quelli valori tras- 


forma l'equazione (K) nella feguente ^ f —4+ e* 4 - 

rfr * 


if 
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*+bx + cx 1 +fxl + p,x * fH + bj-L-'y' +fj} + /; y _ 


— y i 1 + u 1 ■+. — X* J+ '3 i “** Che però fe fi trasferirà dall’altra parte del fe- 

4 ' 2 

Itdzi.u . 

gno d’egualità il termine — — ■ - ■ , in cui fi fofiituifca il valore di 

d l 

~ , Che è i* + *3)V*-*J _ YEL-TIl ss [ come fi deduce dalle e- 
dt * dt 1 

^azioni (H) I >* + '£+/*’ + t*L _ £±h±f£ +f £ n a 

* ±/-^ZzZ±i X = ( con foftituire i valori 

I 1 v 

di ar— jr; x 1 — jf‘ ec. dati per *, u ) bu 4 - e z. u 4 - - / ^ ^ — + 

i w^t + i»' / eHz* A-Td'z, 

“ & — j la detta equazione fi cambierà in T 1 ^- ; == 

T+7T X t — fu a- ~ / x jfz, 1 + 3 T« ! - itz'u — r u > 

— £ X T +}Tsa‘ — fa 3 « — l z, u } ( N). Si faccia T — Su, confeguen* 
temente T—Z «; i — Z\ Q =z — — , e la fòftituzione di quelli valori ridurrà l’ e- 

dii 

, . , .. . r , _ Z dZdz + Z 1 d 2 z 

quazione ( N ) dopo aver fatta la aivifione per Z« } a = 

di 

— /+Z*> la quale equazione moltiplicata per i dz,, e pofcia integrata diventa 
Z* ~ól’ 1 

' . ■ = / z-f-£ z, 2 + A 1 (la lettera A efprime la collante )i che con e (trarre 

dt 

Zi Zi ÌZj 

a radice quadrata diventa (M) -jj- —Jfz,+gz 2 +h 2 . Ma -jj- = 
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tlx + dy 


dt 


(/a + »* + fjf‘ + /x 1 +J* 4 > * "E ejr‘ + fy* + g y* 

T + T 


Dunque Q nell’equazione (M) fi foftituiranno quelli valori , indi fi metta x + y in 
luogo di a , Z fx—y in vece di T, eifa fi troverà elfere 


%/a+bx + ex 1 +fx ì +gx* + V* + *J + cy l +fy } + gy* = 


—yì/fX xy-y 4- g X x ^~y 1 4- a *j cIle 4 l’integrale dell’equazione propolla. 

dx 

i j8 . L’ integrale trovato ferve pure per l'equazione — — r -rr 

ì/a-t-bx+*x *+-/xJ +gx* 

J A* 

, le non che nel primo membro dcvcfi mutai* 


V a "+~by 4- ey l 4-/jr 3 -hg y *■ 


re il fegna al fecondo radicale. 

139. Se fi opererà a nonna del num. 130. fi arriverà all’ equazione 


k * — 4 <r A 1 4 - x-hfX ibe — 4 */ — ib A* 4- x* 4 - X e * — 4 a g — irA + A 4 

4 - ixy X — 4 -txy X*+jX r/— aàg— /A 1 4- 

** J l X/ 1 — 42 A 1 = O . . 

140. Prende in feguiro il Signor De la Grange a trattare l’equazion generale 

= — ~L i ove X japprefenta una qualunque funzione di x, e Y una quaf- 
^X y'Y 

fifia funzione di y, e terminato il calcolo ritrova , che acciò 1’ equazione proporti 
integrar fi polfa con quello metodo, è di meftieri che le poterti di x , y rappre- 
fentate dalle quantità X, Y non oltrepartino il quarto grado; onde il grado mag- 
giore, cui pedo no afcendere le quantità X, Y è contenuto nell’equazione integra- 
ta al num. 137. 

141. 11 Signor Eulero richiama il fuo metodo alf invenzione dd moltiplicato- 
re, che deve rendere integrabile l’equazione propolla. Gli efempj mollrcranno ia 

. dx 

pratica, e dichiareranno il metodo. Data fu da integrarli l’equazion generale -g- 

la lettera X rapprefenta una qualunque funzione di x,e la lettera Y denota 

una qualfilia funzione di y). Si afiùnu arbitrariamente la forma delittore il qual? (ia 

XY Y d x 4. X dy 

Ti cesi che fatta la moltiplicazione , l’equazione 


*. 4 - "'* 4 - " J 1 


k +M.V+ ny 


debba 
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debba edere integrabile , pofeia fi determinino i valori , che debbono competere adX, Y. 


Y i.x + XJ. y 


■— o, 


Ora poiché ( per iporefi ) é integrabile 1 ’ equazione (B) 

• k 4- m x 4 - » 3 

fé ne prenda 1’ integrale giuda il num. 14., e confiderando 3 rodante, fi avrà 


— Y 


« X * 4-»X ■ 
— X 


4- Vjr; prendendo poi codante la x, ne verrà 


n 3 


-J- V' x: E ficcome quedi due integrali devono elTere eguali. 

— Y 


n X 4 +>»x-+-»jr 
eguagliandoli fi troverà la feguente equazione 
— X 


n )(t + *x+»Jf 
m 


I* X k 4- in X 4- «3 

4- V'x, e però (A) mx — «Y = 


+ Vj = 


... n X* 4-m x4-»j X — Vj. Ma poiché da queda equazione devonfi rica- 
vare 1 valori di 3 Ì, e di Y, cd X (per ipotefi) é data (blamente per x, e Y fo- 
lamcnte per 3, perciò ben fi vede , che le funzioni V 3 , V' x devono effer tali, 
che dopo aver fatta 1 ’ attuale moltiplicazione nell’ equazione (A) , fi elidano quei 
termini, ne’ qnali entra il prodotto di x, 3. Deve adunque edere V j = p/13 4- 
una codante, ad V' x=pm x 4- una codante ; confeguentemente V'x — Vjjr =s 
pmx —pny 4- q (7 é la codante). Per lo che l’equazione (A) dopo averci fo- 
dituiti quedi valori , e aver fatta l’ indicata moltiplicazione diventa 

jwX— »Y = mn.^pm 1 x % — pn 2 




4- mqx + q»3 4 - K? X 
4- krnfx — nkp3 -4 - b ) 
h S 


da cui ricavanfi i feguenti valori di X , Y . 


X = ». («“/x 1 4 4 B ?X x + ^ + yl ? ) 


Y = «. C» 2 P 3 1 4 - knp — nq X 3 + b — ~ * ? ) 
Quindi r equazione (B) trovafi edere 

m-<yP3 i +k«p — nq'is+b—^-kq). Jx-bn.(m’px*+kmp+mqXx + !>■+■ 

- • • - HT -2 

k 4 n x 4- njr 


=0, 
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= o, il di cui integrale Vj — - t p"y — 

m X k + m x + ny 

«'fy 1 + tip — nq^y + b — iq 

= (D) mnpxy + nqy — b + ~kq — 

k ■+■ m x -f- n y » 

A X * + f la lettera A rapprefenta al folito la collante). 

142. Vediamo adellb come del calcolo fatto prevalere (i polfa per trovare il 
fattore, che rende integrabile una data equazione, e per ottenerne torto 1* inte- 

edx gdy 

graie . L’ equazione data da integrarli (ia — . 1 ri - — r. r =0. 

b ‘ b iix -htx-t-f ■ ax -hé> x-+-c' 

d. x A. y 

Poiché quella equazione deve efTere identica colla — — 4 - ~ y ~ — °> 0 fi» 


n{m z px* -f- imp-t»>qX J(+l + y *? ) 

d 1 

: Z , inftituendo il paragone de* coef- 

«•C* 1 // 4 - kTp~J X J + s — * ?) 

Scienti de’ corrilpondenti termini dell’ una, e dell’altra, li troveranno le lèguenti 
equazioni 

(1 ) a — e m z np (4) a' = gm&p 

(2) b — rremX kp -t- q Ci) = m £ " X * f ~ ? 

( 3 ) «■ = «■ » X*-t--y C<5) f' = Z " X fc ~ 

Ma dalla (r) fi ricava = mnp . e dalla (4) fi ha = mti Py dunque 

e m K ™ gn 

* »' 

~ t ~ ~ ~grT ' e però *& n ~ *' em * < l° n ^ e !• ottiene ag: m::a'e:i t. Per Io 
ebe fe li fari m—ag, farà n~a'c. Quindi le nell’ equazione (i) li (òrtituirann® 
quelli valori di m, », fi avrà a=:pa* «' e 1 g * , e però ^ — -. Si molti- 

U il c g 

plichi 1’ equazione (z) per g , e l’equazione ($) per e, pelei» fi fonimi Luna coll' 
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altra , e fi avrà k = 
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bg + b s e 


Sl 9 


ì e g mn p 


, che col foftituirci i ritrovati valori di m,n,p 


L _ . g 

diventa k — — Nell’ equazione (2) fi fodituifeano j valori di m, », * , p, 

bg — b' e 

e con ciò fi troverà il valore di q , che è qz= • Finalmente per avere 

il valore di h fi moltiplichi l’equazione (3) per gm, e 1’ equazione ( 6 ) per e», 
pofeia fi Commino inficine , e dopo avervi ìoftituiti i valori di m, », li otterrà 

_ f c S a _ Quindi fé nel fattore 


X Y 


fi foftituiranno i ri* 

~ k + mx + "y * 

trovati valori di X, Y, t, w, », fi avrà il fattore, che rende integrabile l’equa- 
edx gAy 

zione propofta thC 4 


— ^ax 1 -t-bx+C^'x* -hb'x 4- c' 

e/ ' — ; — , e l’ integrale ( con loftituire i convenien* 


■jYbg + b'e + ag x a'cj 


bg-b'c, 


ti valori nel precedente integrale [D] ) fi troverà edere xy 4 X J — 

(tf> — »V e 1 b x g x - b ' 1 e 1 \/i , 1 , 

* -* - =AegY-bg-i b'e -h agx -h a'ey, 

«' c t /\2 z 


1 a a' cg 


% a or e g 


b P — b'c bg+b' e 

che ( con fare B 4- = A ) P a(]fa ad cirere * X * + 

bg-b'e 


r — b'e att x — a'c'e* „ \/ 1 , 1 , 

X y ; = Bfg Y — bg 4 -r be -t- agx + a'cy. 

Agdg la* eg /\ 2 * 

143. Si odèrvi che le quantità », b , c, e, à', c', £ nop podono edere 
del tutto arbitrarie, ma che deve valere quella equazione 

A ac — b x 4 a' f ' — i' 1 . 

2 = 2 . Di fatto dalle equazioni (3), (d) prendendo i valori 

** JET ~ • 

gì f' 1 

di b, ed eguagliandoli fi trova q — f- — k q, che mediante 

cn 1 / w l 


,£‘ 

c b 1 g 1 

li fodituzione dei valori di », 1», b> ? diventa — — j 3 — nT 

’ ’ J a' e sua' e g 




c 
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_ i'* ( > 4 « c 4* 

-4- / — ■ T-, o fia 8*rg l - 2 b> £ ' = 8*Vr*-2* u c\ e però ^ — T — 

8 a a 'e g~ e 1 

_ 4«V — * vl 


144. AI num. 141. fi è prefo il fattore 


X Y 


per rendere inte- 


* 4- mx 4- n y 

. i x J y 

grabile l’equaztone — 4 — y— =: o, ma fi poteva prendere ancora il fattore 


X Y 


+ »x + ~J +• r*y 
Y ix 4 - Xiy 

». ... ■ 3 

k 4- 1» x 4- ny 4- racjr 
— Y 


— , onde' fofle integrabile 1’ equazione 


Integrandola col metodo del num. 14. fi ha 

— X 


+ Vy = 


» 4 - r x X k +-mx 4- >.jf 4 - rxjr 


m + r jX * 4 -wx 4 -«Jf 4 -r*J 

X Y 

x , o fia (P) — = i y-mx 4-»jr 4 -rxjiX V' x — Vii . 

v / nfr» m -t- ry J * ,A J 

Ora ficcome da quella equazione devonfi dedurre i valori delle quantità X , Y s 
perciò è di meftieri prendere tali valori delle quantità V'x, V y , che dopo fitta 


indicata moltiplicazione fi elidano tutti quei termini, che conccrgono il proaot- 
le v 

f y ■+• ?' 


p % q 

to delle variabili x, y . Si prenda pertanto V'x = , ed V y =2 


n 4- r x 

, e foftituendo quelli valori nell’ equazione (Pi, indi facendo P accenna- 

X ' Y 


m -h ry 

ta moltiplicazione , e fia fi cambierà in 

n *+■ f x m -f- rj i 

IcfX 4- mpx 1 4 - kp 4- »iqx 4 - »pxy 4 - prx'y 4- ngy 4 - grxf 
* 4 - r x 


**y — "Ipxy -"py' — prxy 1 — kg' — mg'x — xg'y — g'rxy 


m 4 - ry 

fare per quanto fi può le divifioni indicate) 


, vale a dire ( con 


» 4- r x 


_Y_ 

» -h ry 


tnf 
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m 


mfx 1 +kp* + ™qx 4- *9 . "t? — tPl — "fj — k ?' 

— + pxy +-qy — Z.TTZ fxy-q'x i 


m -t-ry 
X 


c pero 

w-f-rx m -f- r y 

— % — «q'y — V 


»+r* 
mfx 1 -+- Ipx 4- mqx 4- * / 
» 4-rx 


— 9 * — 

— b 


4- q y . Si ha adunque X = mp — ^9'X **4- 
m ^~ r y -+- b 


kp + mq — nq' — br % x +kq — bit; X z=. n p — qr^y l A- 


Kp nq' — mq — b r X y -h iq'—bm: Per lo che l’equazione integrabile è 

X** 


»P — 9 'X/ +‘l + M'- mg — br )(j + kg' — bm 


k -t- *x 4- ».) 4- rxjr 


4 - — r ? V X y* 4- *P 4- n,q — V — »rX x 4- <•? — fe" \ / d y > y y; £U ; j 

* 4- *X ■+• *y 4- rxy ' ' 


in- 


tegrale V' x 


— X 


P x -h q 


n 4- r x X * 4- *x 4- »y 4- rxy » + x r 


A , • O fa 


( "P — X ' 4- *p 4- nq — »q' — 6rX x 4- fr? — ^" t 

n 4- r x X A + »J( + »7 + rxj 
(con fare la riduzione allo fteflo denominatore, e pofeia dividere per #+rx) 
pxy gy -b g'x + ■ b _ 
k 4“ "X 4- ny 4- rxjf — 

145. Se pertanto col fattore della forma 
ti.x 


X Y 


fi vorrà in- 


tegrare l’ equazione 


K 4 - »ix 4 -ny +-rxy 

gJ-y 


ax'-t-bx +c a'x l -hb'x -fc' 

chè quella deve eflTere identica colla 
i. x 


- = o del num. 141. , poi- 


d. x di . 

-V- -+- -cr- = o, o fia 


mp — r 9'X •*’ 4- 4- » 9 — «9' — Ar X *4- *9 — é* 

Timo P7 1. 


Digitized by Google 



Ili DELL’INTEGRAZ. DELLE FORM., EDEQUAZ. DI I. GRADO ec, 

*y 


n f- 


9 r X y* + k t -+- »*' — mq — br X y -b k q' 


bm 


~ = o, fe fi idi. 


tuirà il paragone de' coeflkicnri de’corrifpondenti termini dell’ una, e dell’altra , 
fi troveranno le feguenti equazioni 


(l) a ~ r X»<p~rq' 


(4) »' = g X «p—qr 


(2) b = e X* p •+-«? —»q' — br (5) b' = g \ tp + aq' — mq — br 

(3) f = «X kq —bn 


C< 5 ) t'= S Xk 3 '-bm 


Ora dalla (1) fi ottiene »'= — — , e dalla fa) fi ha » = — — — . 

r er ■ r gr 

Sommando poi la (a) moltiplicata in g colia (5) moltiplicata in e , fi trova 

bg -f- b'e — irgkp — 2 «ir , confeguentemente b= — — — ? . In oltre 

r 2 f gr 

fottraendo la (5) moltiplicata in t dalla (2) moltiplicata in g fi ha bg — b'c =z 

2 *gn la'em 1 agm — la'em 

* — - — >- — - e però r ~ — — — . Che fc fi foftituìranno nel- 

r r # Pg — pc 

la (2) i ritrovati valori di q, b, ne verri t=z — + e — o fia 

g r 2 gr 

argr — — ìt'ck. -I- bgn b'en , che con rimetterci il valore di r diventa 

w ì#g» — la'em n 

(7) X — bg— ’ b 'f — ~ — **»* •+■ — X*£ -*•*'» < Parimente con follituire 

nell’ equazione (d) i valori di q', A, e poi di r fi giunge all’ equazione (8) 
, 2a & n — 2«'e»« m 

f f X — t ' fi — =— «gK -h — X ^ +• A*» ; Per lo che fommando infieme 

le equazioni (7), (8), e ricavandone il valore di * fi trova 
1 _ m -h” w bjr-h b'e cg~- c'e^iagn — la'em „ , , , , . 

* — r x - ij +Vt X -' bg-b -," ~' St fcno adun( J uc detern,10atl 

« valori delle quantità ? > ?\ A , * , r, e reflano indeterminate le quantità p , m , » ( in- 
tendanu foltitmti nel valore di b i valori di k , e di r, e il valore di r nei valori di 
9 > 9 ' )• Onde fc fi faranno le opportune foftituiioni nell’ a (Tónto fattore generalo 
X Y 

r- " 1 ' ~ x r~ > fi otterrà il fattore, che rende integrabile l* equaiionc 

k+mx + ny-P-rxj * 

pio- 
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12 3 


propella , della quale fi avrà 1’ integrale con fare le convenienti foRituzioni in 
fKj 4 - qy _ A _ 

k 4- «I x 4- n y 4 -rxy 

14 6. Se dall’ equazione (7) moltiplicata in *g fi fottrerrà P equazione (8) mol- 


tiplicata in «' e, fi avrà 


2 acg 1 — ìa'e'e 1 
bg — b'e 


4 ac — b l 


= -Y.bg -i-b'f > ' P« rò e 


4 «' c'—b* 


j come fi è trovato al num. 145. Quindi i valori delle affante inde- 

£ 

terminate non fono totalmente arbitrarj. 

d x d y 

147. Palla di poi il Sig. Eulero all'equazione ecumenica — — 4- = o 

dove pure la X rapprefenta una funzione di x , e Y una funzione di j, e per 
fattore, che la renda integrabile allume la quantità PV X 4- Q^Y, per lo che 

dx rfv , Vi/'&.Ji QVY.dx 

■V* * ^ * 7 x + 77 =«*+ Vj,+ + V*- =° 

farà equazione integrabile, di cui perciò 1’ uno, e l’altro membro ricever deve 
integrazione . Poiché adunque il primo membro P d. x 4- QJy à integrabile , deve 


( dP S 

\ - f 

\ dy j 



mem- 


bro 


P V X . d. y QyY .dx 


Y Y 


Y x 


fi prenderà i V V X Y , fi avrà 


s 


IV X d.y Qy/Y.d.x tr 

- -4- — - = r V 1 1 la quale equazione differenziata 


V Y 


>/X 


in ipotefi, che la fola y Ha variabile, foinminiftra 


PVX. d y 
VY 


d. V V V X d. Y d V 

2 ^ XY • (Tj) J y + "V ~ Y ~- « P« ò P =*Y (-^) 4- 


</. Y 


V ( — — ); E differenziandola in fuppolizione , che fia variabile la fola *•, efibi- 


, OylT.il. x d V , VVT d.X Kj 

fce — VX— = 2 ^ x v ■ < *7 > A + vir* > '• *> C0Df< * uentc ' 




mci> 
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/ y rf. x 

mente Q_= 1 X ( y- ) -f- V ( - - { — ) . Elfendcli pertanto trovati i valori di 


d. P 


P > Q.) equazione ( — — ) = ( nara dalla condizione d’ integrabilità del 
primo membro diverrà mediante le convenienti foftituzioni (R) jX ( — — — ) 
3 d.X d.V /.* X d.'V % dY d.\ 

+ z— <77 > - v < j=r-> = >*(=,-) + L y) + 

V. 1 V 

V (— . — — ) • Che fe ora fi prenderà in luogo di V un’arbitraria funzione di x, « 

d. y 

fi verrà in cognizione per mezzo della pur ora ritrovata equazione dei valori, che 
competer devono alle funzioni X, 7. 

148. Elfendo in nollro arbitrio il valore di V, allumiamolo cortame facendo 

d d 1 Y 

V — A , nel qual cafo P equazione (R) fi riduce ad A. - — t — A. , 

d. x d. y 

dSX d. 1 Y 

0 ,w ==* — > di cui ciafcun membro deve elfere eguale a una quanti- 

d. x d. y 

<f 2 X d l V 

tà certame . Sia adunque (S) ==I = A, e (T) — — = A . Giuda il num. 

d. x d.y 

J70. Tomo VI. l’ integrale dell’ equazione (S) è X = — A x 1 4 - B* 4. C, e 
l’ integrale dell’equazione (T) è Y = -I A y 1 + By 4- F. Quindi [perchè il va- 
lore di V è collante] P = A( = A 'y + AE,e Q = A ( J — ) — A’x 

■+■ AB . Ma l’integrale deli’ equazione. Pd x 4- Q d.y -+- 4. 

Q yY .dx 

VX — 0 { S-N.* + Q d.y - 4 - 2 A VX Y ; e [pel num. 14.] fi ha 

S- P d.x-t- Qd.y — A l j 4- A ty^d.x 4- A 1 X 4- A B X J — A’xj +- 
A Ex -f- A Bjr ; confeguentemente l’integrale della detta equazione è A 2 xy -f- 


AE 
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j ~- =■ rr- = 

AE x -b ABy 4 - 2 A ~ Ax 1 4 - Bx 4- C^ I. A/ 4- Ej 4- F = G (la lette- 
ra G npprefenta la collante). Quello integrale pertanto conviene all’equazione 

d. X _ d. y 

~r =. + — o , che rende li integrabile 

Y ~ Ax 1 +• Bx -f C |/Ia/4-Ej4-F 

mediante il fattore A l y +AE }/ Ì-Ax*4-Bx 4-C4- 
A 1 X 4- A B V ~ Aj* 4- Ey 4- F . 

149. Se pel valore di V fi prenderà 1 — ~ , onde fi ha ( ^ ) — 

a-i-bx-t-c-, d.x J 


— xb 

m -b bx -b cy 

— 2 c 

y -bbx-i-cy 
cambierà in f 


• • c — 

M 

II 

d. X 

a -bbx-bey 

3 ’ { d.y> 

6 t* 

a 4- àx 4- rjr 


»ierà in [W] 12 b'X--jB Xa+bx-bcy -b= t V =z 
x d. x A 


a -bbx-biy 

1 . ( ^Lv _ 

- — ♦ » 1 / — 

-i- fu "• 7 


, la precedente equazione [R] fi 
- d'x — r r~ 


Si faccia ora 


, 6 e d.Y 4/ * y \ / ■ j - 

11 c ^ ~d~y~ ^ a ■+■ ** 4 - c 3 4 - : — + bx + cy . Si faccia ora 

X = Ax> 4 - zBx 3 4 - Cx l 4 - 2Dx 4 - E, e Y ss, A'y' + iR'y > + C'y 1 4 - aD\y 4 - E' , 

d. X d 1 X 

onde ne. viene 4 — = 4AX 3 4 - 6Bx l 4 2Cx 4 - 2D ; — — — = 12 Ax* + 12 Bx 

d. x 

+ iC; ~ = 4A'j 3 4 - dB'jr 1 4 * 2C'ji 4 - 2D'j 4 =r, =nAy 4 -tzB'j 4 - aC\ 

'J d. y 

e mediante la foftituzione di quefti valori 1* equazione [W] fi trasformerà nella fe- 
guente 12 b l X A x» 4- 2 B x 3 4 - C x 1 4 - 2 D x 4- E — 

6 b X 4AX 3 4 - 6Bx* 4 * 2Cx 4 - 2 D X t+bx + cy 4 - 

12 Ax* 4 - i2Bx4- 2C Xa 4 -àx 4 -ry = i2c* X A'_y‘4-2B'ji 3 4-C'jr'4-2D'j4-£ k — 

6 c 
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6 c X 4 A 'j J + 6 B' jr 1 + 2 C'ji + iD'X a + b * + t y + 

12A 'y 1 4- ìì B'y -f- 2C' )(a-bbx-t-cy , cioè [con fare le indicate moltipli- 
cazioni e togliere i termini, che fi elidono] 12 Ac'x'y 1 -4- ìzBc'xjr 1 4- 

12 c X zrta — Bi>X* l jr-h zCf'jr* 4 8( X bC X xy 

-h ti fi a 1 — il a Bb ■+■ ib l C X ** + 4 f X tf C — 3 *°X J 4 " 

I2« 3 B — SaéC-4- iib‘L))(x -b ia z C — nabD 4- ui'E = ìiA'l'x'y 1 -b llB'bWy 

-b 12 b X 2ri'- — ti'c X xy 1 +• ib'C'x 1 4 - 8I> X 3 *B' — C'c X*jf 4- 

Si 2 A' a 1 — uà B'c +2O ** X ? + 4 b X * — J«D' X* + 


i2a‘B' — B‘iL.'c -b iìc 1 D')(y 4 - ìa*C' — nttD' + iiE't*. Ora il paragone 
de’ coefficienti de’ corrifpondenti termini di quella equazione fomminiilra le fe&uea- 
ti equazioni , 


(,} Ac 1 = A'b 1 

(ì) Bt* = lA'ab — B'be 

fi) ZA ac — Bl* — B' b 1 

(4) Cc* = 6 aV— óaB'c -f- CV* 

( 5 ) }aBr — bCc = ìaB'b — bC'c 
(ój ÒAa' — óaBb 4- b'C z=b'C' 

(7) «Cc — ìbc D ~ ga > B v — 2aCV 4- sc'D' 
f8) ?«-'B — 2«iC 4 - ib'D = tbC — jfcrD' 

( 9 ) « 2 C — óabD -b 6b z E — u 2 C' — CwcD' <5EV 


Dalla (t) fi ha c=zb 


VA' 

VA’ 


il qual 


valore foflituito nella (j) dà 


1 / A' 1 4 A s/ A' 

3* VA VA' — Bb* — = B'£*, da cui fi ricava 6 — ; — . Parimente 

VA va BVA'4-B'VA 

dalla (1) fi ottiene b=e — ; , il qual valore foflituito nella (2) fomminiflra 


B <4 = 2 a A 'e — B'r* -7-^ , donde ricavali c = ■ La (4) 

VA' VA' BVA' 4 -B'VA w 


fi riduce a C — -C' X « l = 5A'a* — ójB'c, in cui follìtuendofi il valore di c poc* 

. Te re., 4«* A“A i23 l A'B'V A 

anzi trovato ne viene C — O Y " . = 6 A' a z — — - ; — — , 

A BVA' 4 - B'va *V a' 4 - bva ’ 


0 fia C — t-' X 


4 a» A' 2 A 
«VA' 4 -B'VA 1 


<5A'a*BVA'— «A'a’B'VA 
«VA' 4- B'VA 


e però C — C' = 


3 
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Il 7 


Y— H - ) il qual valore fi raccoglie egualmente dalla (5), e dalla (< 5 ); 

*• / \ A A 

. . sB'* 

per lo che fi faccia C s= 4- f» > e O = - — ; 4- p . L’ equazione (7) efi* 


bitte jicD •+■ gc A D' = aCc ■+■ mC'c — ga'B', che mediante la foftituzione dei va- 

4 A A v / A A' 

Jori di bj, c, C, C' diyenta 3 D X ~— t 4- 


BV A 


3 D' X 


4 a 1 A A' 


-v* xl? 

By/A A È y.<i 


4 f» 


4" 


By/A' 4- »' V A 

— g«*B', la quale moltiplicata per B y' A' 4- B' y A , 




By/A'-J-fiVA 


_ D(/A 4 DVA' B l 

e dmfa per »a*AA patii ad effère B V * = + 

M B ' 1 f* BBVA' B'VA 

6 V A a' za'VAA' + 3 ^A' 4AAVA' 4AAVA' ’ ° U 

DVA + DVA' A'B* 4- 2f» A A' ■+• AB'* — BB'y^AA' 

bVa- + B V a = 4Aa V aa a » c però D ^ A + 

V ufi ft B' B'» 

D' ^ A' =e — ■ ■ 4 - — 1 — - 4- — - , Io che pure fi ri* 

T 4A V a 2 va 2 y A' 4AVA' r 

8 ^ 

cava dall’ equazione (S) ; die però fi prenda D = — - - -f- — 1 -, e 

4 a* 2 A 2 y" A 

B'> u B' , 

D' =z — ^ ^ • 4 - jy — A \ ■ • fi foftituifeano per ultimo neli’ equazione 
{9) i ritrovati valori di b, e, C, C' , D, £)', dopo averla ridotta a quella forma 
6 b'E — 6r*E' = a 1 X — C 4 0 »bD — 6 *cD', e con ciò efia diverrà 


*4 
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24 EA — 24 a'E' 

Va'. 

By^A' -4- B'v A 1 

A 

iza'AvA' \/ 

BJ 

BVA' -f- B'VAA 

4 A 2 

I2a*A'VA \/ 

tì'i 


ZVA 


2 V A 


tiplicazioni, e in oltre moltiplicarla tutta per ity/i' •+• ts'VA pafla ad eflere 


S4« 2 AA'XAE — a'E' = ì + 


_ 3 .acnv* . ?-*BBVAA' 


— «’B' 4 A ?- a 1 A'B 4 


ja'B’BVAA' 


A' ’ A 

3«*A'B« 3 4 l B»BVAA' 


A' 


— 1 4 'B‘B' 1 + 
2 


-f- óa'A'BV + tSaVBBVAA' -+- fa' r A'Ev'A + 

AB', yA' - 2 _ L— <54 l BBVy/A4' - óa' M AB' 1 -4- 

< 5 a I ,A'By'A + Ó4’AB',/A', e però (con togliere i termini, che fi elidono, indi 
dividerla per a‘AA') 24AE — i4A'E' = -iìl .+. - ^ I,,B 


2A 


VA 




12 „ B' 

ifi" 


+ V A ' 

+ ' B 


ed E N — 

lAy/A 

1 

A 

” J SU X* » 


B* 

IÒA* 


4 a 2 


B'* 


. R' 1 


,B' 

lA'Vrt' 


Ed ecco ritrovati i valori delle 'aflunte indeterminate, fra le quali reftano i 
Aro arbitrio le a, A, A', B, B'.* Mj ficee me fi è fatto . 


A' 

in no* 


V = 


*» -+- bx -+- cy 
vati generalmente eflere 


i t perciò i valori di P, che al num. 147, fi fono ritto* 


P = 
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P = 1I( - ) + V( - > 


^=* x <-rr-> + v (-fir-> 

<1 trasformeranno in 

p _ __ 4 f X A V ■+- +- ~Y ■+■ ìV'y -4- e 4 A 

« +■ ** ■+■ ‘y 1 ,i 

4 A '7* -j- ( 5 B'jr* 4- zC'jr -f- iD' 

" ' " ' » ■ • . y y ' .' ' !.. . - A " ’ ^ 

<» + w + 9 

^ ■jfrX' 4 *’' ’ + ‘ 2 * xS ■+■ Cx 1 4 - iUx -}- E ^ 

« + bx 4- cy 1 
4 Ax*' 4- 6 Bx* 4- 2Cx 4 - zD 
a f- bx 4- cy 

ove devonfi rimettere i ritrovati valori di b, e., C, D, E, C 4 > D 4 , E'j che però 
e (Tendo 


$• P<f* 


Zt X "'j* +■ zB'> J 4- C'y 4- zD'ji -b E 4 

*X« -h b* 4- cy * 

4*V _ 6«y _ zC'y _ zD 4 . ... 

J=r — ■ - -+- V'jp 

bX“ 4- bx 4- rjf 


S- Q£ = 


ibXAx* 4- <Bx' 4 - Cx* 4- zUx 4- E 
rX« 4 - bx 4- cy * 

4 <x> — <5Bx* — zCv — 2 D .... , . , 

2 - ■ - h V"x, fe fi porrà 

*X* -+- bx 4- *y 


V 4 » = *X*y + B'y 4 r 4 

bc 


JL , Cd V"x = * X Ar‘ 4 - fi x 4 - 


faranno egua- 


li fra loro le due feguenti elprtflioni 


forno VII 


s- VJk 
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c. p - 2cy + c y + + E> _ 

b%* 4 bx 4 cy 

2X*A N r +■ )By -t- q>Td ) + »X aV >* 4- B \y -+ V 

*X* + kx + tj bC 


S- Q£ = 


1 b \ f\x* 4 2 Bx> 4 Cx 1 4 lUx -t- E 

■+• tx •*- 'J 


2 X 2 ■'** 4- 1 Bx 1 -t- C* 4- D ^ 2 X *** + B» -)- > 

eX“ 4- bx 4- fjf ^ 

le quali due equazioni eoa fare la riduzione allo fteflò denominatore, indi molti- 
plicare con quello denominatore l'altro membro, con fare la divifione per 2 , con 
fare le necelfarie moltiplicazioni, con ordinare i termini, c togliere quelli, che fi 
elidono, li riducono alle Tegnenti 


X a -+- bx 4 ìj * x S-W* = A'^x*jf* 4 2 «a> — &'t>c X x y l 

4 4- A'«* — «BV + r e* X/ + i’r'x* 4 2 «B'i — bC'c 4 at.r'X*Jf 

4- *'B' — «C't 4 t J D' + i«t' Xj ■+• 2 «i T ' — t7D'X*-f-f , E'--' , fG'4« , r\ 
“ ^X 4 + bx'- h' cj l X S- Qf b = Af**y 4 Bc*x/ 4- 


2 A«e — Ber X^ 4- (, Ty l 4- «•** — *B* 4 r.>X** 4" 

2 «Bc — bùc' 4 " ibi rX*J 4- 2 «i r — iiuéX/ 4- «*8 — <4C4f> J D 4!«tX* 
4 f>*E — «iD 4 «*f che, qualora fia ór =; C , e t r ' — C', perfettamerte 
concordano con quella qui fopra trovata. Ora la feconda delle due precedenti 


equazioni mediante jl dividerla per 6e, il folli tu ire i C in luogo di r, il rimette* 
re 1 valori di i, e, C, D , E, C', D', E', e fare « == 1 fi cambia in 


Digitized by Goògle 


CAPO I. ARTICOLO III. 


Ly^ r .i±.. B y-i±-^ x ^-t y s . qjj = x‘jvaa' + 

1 A BVa v 4- BVA A 

ir + BV * ir + s <y 17 *"i cv ir + 


r- - A '•X^ 4 - 


4 AVaa' 


4Aynn v 

»V 

6/AA' 


r " wtt 3 


ifeX 


B* B'* 

. iriAA'VA'A 


y By/V -H BVA _ BB> y By/A* - ByA t . 

/\ 24AAVAA' 4AA' r A 4AA V ^aa' 5 

fomminillra l’integrale di Pdx 4- Qafj. Adunque poiché l’integrale del? equazione 

propoli» 4- = o è S' IVx 4 - Qffy 4- ========r-* , fe 

v a V* 4 4- bx 4- cy 

il fecondo membro della precedente equazione fi chiamerà =r R , il cercato in»* 

/ Jf J y 

graie della detta equazione 4- _y. == o fi troverà eflere 

*R +• VXY 


propolla 4- = o l $• vdx 4- Q^Jf 4- 


r BV A ' -+- BVA lfiiX^ A' +■ zA'jVAY 
c BVA' +• ByÀ ) 


= alla collante . 


ARTICOLO IV. 


Della maniera di ridurre all’ integratane quelle equazioni differenziali , nelle quali 
gli elementi delle variabili fuperano la { rima foteftà. 

IJ0.T A forma di quelle equazioni, nelle quali il numero delle diinenfioni degli 
jL elementi delle variabili fupera l’unità, puA efler tale, che o gli elementi 
foltanto , olili differenziali abbianvi luogo , non già le variabili ; o clic manchi 
una delle variabili ; o che le due variabili ni oltrepalfino il primo grado, nè liano 
fra loro moltiplicate; o pure che una di loro fia di primo grado, qualunque fia 
numero delle dimenfioni dell’altra; o che fi olfervi 1’ omogeneità dei termini; 
che finalmente ambe le variabili fizno elevate a potelìà fuperanti l’unità, ovvero 
tra loro moltiplicate. Percorreremo con brevità tutti quelli cali. 
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i<i. Prima di tutto però o (forviamo, che alle volte mediante la femplice 
edrazione della radice fi può ottenere l' intento . Vediamone 1 ’ efempio . Propoli» 
(ia di trovare una curva tale, che qualunque di lei arco fra eguale alla radice qua- 
drata della lòroma dei quadrati delle coordinate. Stante che T elemento dell’ arco 


di una curva viene «lìbito dalla formola d y l , fi ha perciò giuda 

la condizion del problema $• \/ d x* ■+. d j l = V + J 1 * > la quale equa- 
zione differenziata diventa l/d x* + d y* = _.-r i ont ^ e elevando 1’ 

V* 1 + ? 

uno e l’altro membro al quadrato, e togliendo il denominatore, ne viene 

jc 1 "d y 1 + y 2 d x* = ixydxdy equazione, di cui devefi trovar l’integrale. Per 

integrarla adunque fi difponga cosi x 2 d y 1 + y 2 d x — ixydxdy — o , pofcia 

d y d x 

fi efiragga la radice quadrata, e fi avrà xdy — ydx = o, o Ita —y — — — ; 

onde integrando fi trova /. y = t. x -f- /. A , e pattando dai logaritmi ai numeri 
fi te per ultimo y =z Ax, che t equazione alla linea retta. 

1 52. Parimente effondo propofta l’ equazione 


y — 2,1 X4 d * 


~ , , Sx'y'dy 

a,dx — Wdxdy ~ 


qxydxdy — a 1 x 2 y 2 d y — o, fi difponga etti cosi 

, pofcia fi renda completo il quadrato de! 


primo membro aggiungendo all’uno, e all’altro membro x 2 j 2 d y z , (poiché co- 
me incognita fi confiderà dx), e con ciò eflà diverrà 4 d x* — qxydxdy +- 
a’r* ~d~y* 

x 2 y 2 d y l — -4 £— . Si edragga adeflo da quefta equazione la radice qua- 

y a 

drata, e ne verrà zdx — xydy = ~^-ÌL . Onde fé fi 6rà U divifione per n, 

Vy l -« l 

le variabili fi troveranno feparate così yjj — .. . - T ^ - } c p Cr <y inte- 

* vy-*‘ 


grun- 
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grando fi avrà L x 1 — 4 - A = 


? J .y 

Vi'-*' 


, del qual fecondo membro 


l’integrale dipende dalla quadratura del circolo. 

' 53 ' Quanto al primo cafo (e nell’equazione fi troveranno Soltanto le pote- 
ftà degli elementi delle due variabili x, y, ed elle ne fiano efclufe, fi faccia d.y 
= zi. x, indi fi Mìtuifca nell’ equazione propofla in luogo delle potellà di dy 


qucfto fuo conrifpondente valore, o fia (perchè x> — fi fofiituilca- 1, e 


fue potellà in luogo di 


*• 7 
d. x’ 


c delle corrilpondentì potellà, ne! qual modo rene- 


ranno eliminati i differenziali , e l’equazione refteià data fidamente per z, e per 
le collanti . Ora fi rifolva quella equazione, c le di lei radici fiano per efempio 
* =A;z = B;z=C ec., e quante faranno quelle radici, altrettanti integra- 


li riceverà l’ equazione differenziale propolla ; mentre efièndofi pollo z — 



» 


fe in luogo di z fi rimetteranno le radici trovate , ne rifulteranno le feguenti equa- 
zioni dy r=z A dx; dy = BVx; dy = Cdx ec. ; per lo che integrando finalmente 
fi avrà y =z Ax 4- A' ; y — Bx 4- B'; y =. Cx -f- C' ec. (le lettere A' , B', 
C' rapprefentano le collanti), ognuna delle quali equazioni foddisfa all’equazione 
propolla , e tutte fono alla linea retta . Che le fi vorranno rapprefentar tutte con 
una fola equazione , che efibifea l’ integrale completo dell’ equazion data , fi avtà 


y — Ax — A' Xj — Bx — B' Xj — Cx — C' = o, o fia — ABCx* 


_ A ' _ B' — C' X J 1 - A — B — C X *}' — ABH; - A'BC — ABC' X x* 


-h rtB 4- AC 4- BC X x*jr +- AB' 4- AC' -f- A'B 4 - A'C 4- BC' 4- B'CXxjr 


4 - A'B' 4 - A'C' 4- B'C' X 7 — AB'C' — A'BC' — A'B'UX x— A'B'C' — o, 
che rapprefento cosi y } — Hx 5 — K j* — Mxjr* — Nx* 4- Vx‘y 4- Qxj 4- 
Rj — Sx — T = o equazione che rapprefenìa il fillema di tre linee rette , in 
cui perciò le quantità collanti H, K, M, N, P, Qj R, S, T devono effer tali, 
che effa in tre equazioni lineari fi poffa lcomporre. 


154. Data fia a cagion <f efempio l’equazione dx 4 — dy * ~ o . Si 

ponga ì-dL — e con ciò effa fi cambierà in 1 — z* = 0, e però z' — t , 

d» x 

le di cui radici fono a=i, 1, sazV— 1, • / — 1. Onde fi avrà r 

*■ 3 


4 
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^ y — i ; - JL — — i j — yf — i; ÌJL — — V— *> confeguenteraen- 
d» x d* x d, x d. x 

te dy = rfx; ifjp — — dx-, dy — v' — 1 » <f*> dy — — V — I . rfx , i di 
cui integrali fono jrrrx-t-Ajjrrs — x+B;jr=x y/ — a 4 - Cj 
y — — x y/ — i -1- E, ognuno de* quali foddisfa alla data equazione 
d. x' — d y* — o . 

155. Cosi pure fe l’ equazione fofle dy 6 — d. x‘ =r o , con porre dy 
=r zdx, e farne la follituzione , fi avrebbe a“ — 1 = o, e però a* = 1 , le di 

. ■ * 4 - V-—Ì . 1 4 - V— x — 

cui rama tono 1 : — 1; — ; 4 ; ; 4- 


l — V' — ? 


, per lo che l* equazione dy — zdx loraminiftra le lèguenti dy =z dx; 


dy = — dx ; dy — — — dx i dy ~ — * dx ; 


I — v' — 7 1 — — ^ 

dy = — dx-, dy — H dx, delle quali gli integrali fo- 


Hojr=x+A;j f = _x4-B; i y = — 


* 4 - V — ■ ? 


x 4 - Ci 


J = 


, 4- v '_ ? 


* 4- E; y — — 


1 — V— ? 


* + F| 


I — y/—X 


X 4 “ G r 


15 6. Veniamo al fecondo cafo , e fupponiamo che fia la y la variabile» che 
manca nell'equazione differenziale propofla. Stante ciò fi faccia dy sz zdx , c me- 
diante la fofìituzione di quello valore l’equazione fi trasformerà in un’ altra , da 
cui colla divifione fi toglierà l’elemento della variabile x, c refterà un’ equazione 
data per z, x: Rifolvendo qutfla equazione fi troverà o la a eguale a una fun- 
zione di x, cioè a = X (la X rapprefenta una funzione di x) ; o la x eguale a 
una funzione di a, elei x — Z (la Z denota una funzione di a); o pure non 
potendefi comodamente determinare ni la a per x, nè la x per a, fi determineià 
{'una, e l’altra per mezzo di una nuova variabile «. 

157. Se dalla rifòluzione della detta equazione fi ricaverà z — X, eflèndofi 
pollo dy ~ zdx, fi avrà dy ~ Xdx ? e integrando y = g. Xdx* L’integrale poi 

S. Xdx 


I* 
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<,. YJx fi troverà giufla le co fe dette ael Tomo VI.: Come effèndo da» l’equa- 
zione d y 1 4- 2 xdyix — jx' d x * — o, Te fi porrà a/y ss nw/x, erta fi cam- 
bierà in a. 1 ■+■ 2tx — gx* == o, da cui fi ricava z — — ^ ± 2x, confeguen- 


temente fi ha dy = — xdx ± ixdx, c integrando ne viene y zz L x l x*. 

2 ~ 

cioè j = ~ x l , e y — — ~ x*, cui devefi aggiungere la collante. 


158. Che fe la 2 non fi potrà determinare per x, ma bensì la x per 2, fia 
'* = Z; dunque fi avrà dx — d.'L ; che però l’equazione dy = zj/x fi cambie- 
rà in iy — awt.Z, il di cui integrale è y — g. xd.Z, o fia y = /* — 5. Z</&, 
e l’integrale $. Zd* fi otterrà coi me toni eipofti nel Tomo VI.: ta ecco che le 

due variabili x, y reftano I’una, e l’altra cate per 2, ciré x = Z; y — Z* 

g. Zdz, e però reftano determinati i valori delle coordinate cella curva, cui ap- 
partiene la data equazione . Sia propofta pet efempio l’ equazione 

_ ì a 

T 7 

xdx d. y +• aix — bdy — o. Si ponga dy — zix , e fatta quella fofti- 


tuzione l’ equazione fi jiJurrà ad xz 1 4- » — tz — o, da chì fi deduce 

— IL I ± 

x ss — J •+• tz 1 ; e y — Zz> — S Zn'* diventa y — — az i ■+■ bz * 


— S • — ** 


-f- è* J X*»> 


vale a dire (perchè g. — a * 


I 

■ hit J 


X* 


S= — l«z 


l 

7 


1 

4 



2 a* 


4 


£ 

bz* 4 - A . Avendoli adun- 


que data per 2 tanto la x, che la y, fi potrà coftruire la curva, che è alge- 
brica . 

159. Qualora poi non fi porta comodamente determinare nè la * per x, nè 
la x per 2, potrà molte volte (decedere che fi pofla determinar 1’ una , e l’ al- 
tra per una nuova variabile a, nel qual calo fi troveranno canto iax, che la y date 
per quella nuova variabile u : Per lo che fuppolto, che fi trovi x — U, r *_rU\ 
li àvrà dy zdx — UVU , confeguentemente integrando y zz. S- UVU. Data 


fia a cagion d’ efcmnio l’ equazione x’ A y 4 — x d x 4 4- juh d x 1 — o , 
la quale col porre dy — xdx fi riaucc ad x>* 4 - * +« =0. Ora non li 
può comodamente determinate nè la » pet x, nè la x per s : Si cerchi adunque 

. *■ . , fe 


V 
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fe fi può determinare l’una, e l’altra per una nuova variabile >; c i quello og- 
getto fi prenda % = > con che la precedente equazione fi cambierà in — — 

tJU ' ■ 

x 4- — — Oj da cui fi ricava x — y'ii* 4- «« j ed ecco che fi è trovato il va» 


iore di x dato per «; quindi farà * = 



u 

4 - uu 


X 


^ u j +. a )( tiu 
i^u* -j- un 


■ — — , e però dy =5 

y'« + 4- au 

4 H * +■ au \/ , , W* 

— -* —Ydu = liu — — - , e 

a«*4-ia«A z« J 4-i* 


in conferenza integrando j = 2 * — V. ^ ^ . Si è adunque trovata 

Ignto la x, che la j data per la nuova variabile u. 

itìo. Il modo d’operare praticato allorché nell’equazione differenziale manca 
la y , devefi offcrvare del pari, qualora non ia y , ma manchi I? x, fcnnonchè i 
di, meftieri fare i. x = ìdy . 

cól. ' l’affiamo al terzo cafo, e fu r = jK + M Tequazion generale, nel* 
la quale le variabili x, y non oltrepaffano la prima dimenfione, e in cui le lette- 
re K, M fono date per dx, dy, e collanti , in modo però, che effe fiano quanti- 
tà di niuna dimenfione, vaie a dire che abbiano quella forma * i , . 

1 ■ "fi 1) - ■ ■ i ij 

K = -JLv ; M = j 0 P ure K — ; M = ~ . , Per ridur- 

* x dx dy dy 

re all’ integrazione quelle equazioni fi ponga dx — zdy , e però x = $. »<ty, on- 
de fatte quelle follituzioni fpariranno gli elementi delle variabili dalle quantica, K, 
M, e 1‘equazi.one acquillfrà quella forma S- *dj jrlO 4- M‘, in cui le IO , 
M faranno date per a. Ora differenziando qucita equazione fi avrà z>>y — KVji 

v</K l d M\ 

*f- yd\C 4- d M', donde ricavafi dy—r ■- ^ =s — — — nella quale equa- 

zione fi poffono feinpre Sparar le variabili, confeguentemente fi può ottenere ij 
valore fli y dato per z efpreflò o da quantità algebriche, o trascendenti , quaj 
valore fuppongo — Z; ma poiché li è pollo x z=z $. zdy. fi avrà ancora il va- 
lore di x dato per a, che urà x ss §. zd.Z, q fia x — Zs — - $• TJ.z. 

i$ 2 . Sia per cfepipio propolla l’equazione x = 4 -y ^ - 1 r - 4 - t-* * , 

i X dy » 

Gol porre d.x = zd.y, e però x == S-*d.y eff* fi trasfocaia nella feguent* 

S»* ‘ 
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»jt 


_ A.f 2 y Z i, 36 

1? 


§.zA. y = — 4- bz ì . Quefta fi differenzi, e fi avrà zA.y — — — ^ 

tt h 2 yd.h 

4- ihifi.z, o fia A.y — ~ — • — — — 4- z , che riduco a quella 

= 3 i x V. fc , e in confcguenza (con divide* 


forma ■ ~~Zì — ~X 


a y j* _ 


X 4 


re per 


x 5 — 


J * X 1 ’— 1 


ìy A. z ibz*A.z 


x* — i 


, che rapprefento cosi 


A. y ìA.p iz'A.z ibz*Az r « ** 

— 1 r = • Ora fi ponga y = , , 

* * * , ~ 1 jx»:-' • 7 

e mediante le opportune foftituzioni la precedente equazione fi trasformerà in 


A.u = , il di cui integrale è « 4- A = — )(** — 1 » c ‘°^ ( COD r ‘* 


mettere i! valore di «, che è ^ X 


a 3 — i 


a 3 — i 

) Jr X— r^* -»-A = 


— X* 1 — 1 *> confeguenteraente p = — — ■ * f 4- é* 2 . Ma pok 


* 3 — i 


ehè * = S- *A y = yz — S- y <• * . Perciò fi ha 

AZ,i ~ 1 4 -A^x 3 — i 4 - is> 4-B= f 4-^‘4-B. 



Ed ecco che le variabili x , jr reftano date per * , e poiché i ritrovati integrali fo- 
no algebraici, la curva pure, cpi appartiene l' equazione propala é algebrica . 
Qui pòi fi offervi. che .colle due integrazioni fi fono introdotte due coflanti, quan- 
di per altro una fola collante deve aver luogo, «ante che fi tratta di diff-reiu’alt 
primi : Per determinare adunque U feconda collante B fi nprenua l’equazione 


Tomo VII 


S 


s-* 
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« 

S.*rf.jr=“i + ***, e vi fi foflituifcano i valori di S- * » e <1> Ji con che 


effa fi Cambierà in — 


-f- bz> + B — . 


*3 — I 


z'—t 


• -h — by-bz J ; 
1 2 


quindi poiché quefia equazione deve efler identica , fi ha B = £ b . 

163. Che fe una fola delle variabili farà di primo grado; onde l’equazione 
fia x = K, o pure jr = M, in cui K 4 data comunque per y, d.x , dy, ed M per 
x,dx, d.y , col porre ( rifpetto alla prima equazione) d.x^zd.y, e però 
x — S • *> d. y , inai fare le opportune foftituzioni , J’ equazione fi cambierà in 
g. * d. y =aK v , ove non più entrano eli elementi delle variabili, c la K v è data 
per y , z. Ora devefi differenziare quella equazione, lo che fatto G avrà z d. y 

— d.K' . in cui entreranno foltanto i differenziali primi d. 1, d.y, e d. K' farà aa- 
to per y , *; d.y , d.z; per lo che fe quella equazione fi potrà integrare, fi ot- 
terrà in féguito il valore di y, e di x dato per * , o pure per una nuova varia- 
tale «, che è quanto cercava». Lo fteffo fi dica della feconda equazione y=. M, 
rifpetto alla quale fi deve fare d.y=.zd.x , e in confèguenza y =z$ z d. x. 

j x d x* 

164. Sia data per efempio 1 ’ equazione x —y -d . — + y i — — , la quale 

d -y d.y* 

mediante la foflituzione di S- X- d.y in luogo di'x, di z d. y in vece di d. x, 

c di z' 4 . y* in luogo di *. x 4 fi cambia in S .zd.y — yz -t- y' z*. Que* 
Ila fi differenzi , e ne verrà zd.y — ydz 4 - zd.y -f- ly'z'd y 4 y i z i d z , o fia 

— yi-z ~ iy x z'dy -f- tfz'dz , che difpongo cosi 4- , 

y ^ y ^ 

■ t 

? 

Si ponga y ==_!!_, e con fare le convenienti foftituzioni la precedente equazione 

r 


fi trasformerà in = va i e a dire — jLl. — JjL, il di cui 

L * “ * L 

ì ì 7 t 

u z z u 


m- 
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*39 


a 

*"* > 
integrale i ~~ — u i -+- A : Ma effcndofì porto y zs , fi ha « = 


i_ 8 

. p T t 

confeguentfmente « = jr* * , dunque il precedente integrale mediante quefta 

8 

« • 9 j 

foflituzionc diventa — — = — ■ j* * -f- A , da cui fi ricava jy = 

r 

» 



determinate le variabili x, y per ». Siccome poi colle due integrazioni fi fono 
introdotte le due collanti A, B , ed una fola vi può aver luogo perciò cerchiamo 
qual effer debba il valore della feconda B. A tal fine fi facciano le debite folli tu* 
zioni nell’ equazione S • * ^ J = J * -f- J 5 * 4 > e nc verrà 


«I 


S z 


ss * 
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vendo edere identica quella equazione , fi ha B — o. 

1Ò5. Prendiamo adeffo a trattare il quarto cafo riguardante le equazioni omo- 
genee . Ritenendo Tempre dy — zdx, fi faccia y=ux,e queito valore fi foftitui- 
ica neU’ equazione data, dalla quale pofeia mediante la divilione fi eliminerà la x, 
c l'equazione refierà data per a, e per i differenziali dy, dx: Ora per eliminare 
quelli differenziali fi foftituilca zdx nell’ equazione in luogo di dj , e in quello 
modo (parranno i differenziali, e l’equazione fi troverà data per a, z, onde o Ir 
potrà determ nare la « per z , o la z> per a . Fatto ciò fi differenzi I* equazione 
jcaax, e con ciò fi avrà dy—udx 4 -x du, ove fi rimetta in luogo di dy il fuo 


valore 


zdx, con che ne verrà zdx~udx-+- xdu , (Tonde ricavafi 



dii 


( ove la formola contiene una fola variabile , Rame che fi i trovato o la u 
z — a 


fra 


S d U 

. + A, o 

ì.x — — t, % —ù 4- Q -f. A ; Onde fe Q , ovvero Q 

z — a O z — « U ' z—u 

S du 

■ z — u = U, fi a * 


vrà /.x= !. U -f- /. A, e però *=AU. Ma poiché fi è fatto jssax, fe qui fi 
follituirà il ritrovato valore di x, fi otterrà y — A U a . Reftano dati adunque i(t 
quello modo per la nuova variabile a i valori delle variabili x, y; 

lóó. Quantunque il modo d’operare fra per fe evidente, applichiamolo niente. 

dimeno al calò particolare. Data effendo l’equazione x' dy 1 — x'y dx 1 

4 - xy 1 dy ~ y 1 dx * , fi faccia y—ux, lo che la trasformerà in dy 1 

— a dx ' 4- u 1 dy ' ss «3 dx N che con porte dy —zdx diventa ss 1 — a 4- 
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a 1 5 * — u } , da cui fi ricava * = y fodituifca pertanto in Lx ~ — /. 2— "4*' 

S , quello ritrovato valore di z, e fi avrà l. x — — I. yj u — « +• 

a — u 

Q . , vale a dire (perchè \ — — — — 

O lu—iuy/u 2«V“ vj’ 1 " — 

/. 1 ) /. x = — /. V" — “ — L V“ — i+/.v/“it per 0 palpando 

\j u 

dai logaritmi ai numeri fi ha x — ■■ ■ — : — + A = 

V"— U /\V“— * 

\ -+- A. Reità a prenderli il valore di y , che fi ottiene con fo 

2 y"" — u — ■ 1 

ftituire il ritrovato valore di x nell’equazione y — ux , onde fi ha j = 

= A», Si hanno pertanto le due variabili x, y date per la u. 

2 V« — “ — * 

167. Prendiamo il fecondo efempio dal feguente problema . Debbaft trovare 
una curvala di cui proprietà (ia ,che la di lei tangente dia alla differenza dell’ab- 
fciflà, e della fottotangente in ragione di m : 1: Poiché (pel num. 25 J. Tomo V ) 

la formola della tangente è •?, ^‘^1— — li — , e pel num. 241. la forinola della 

d \/~ d "~ ^ 

fottotangente è — , fi ha giuda la propofta condizione ^ • '■ 

x ^ j- X — :: ni : r, d’onde ricavali y \/ ix * ■+■ dy = mxdy—mydx, 

d 3 

Ora in queda equazione fi faccia primieramente y rtior, pofcia dy — zd x , e con 
ciò elfa fi cambierà in u\J 1 *>* =.mz — mu, dalla quale fi ottiene n = 


n-ty/i+z 3 - 


. Per lo che fi fodituifca quedo valore di « in — a— « -h 


S , ir, Z \J I -+- Zr* 

, e fatto ciò fi avrà /. x = — /. 

' n+l/i+i' 
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VzY * + Vi+»‘ 

4- h A, 

jy i + i‘ 


vale a dire 


s 


r C *X + V * 4- n . mdz il, \ 

t-* > A + — >= 


m l. 


l — Vi 4- z 2 \ 


j ■+■ l. z, , dante che pel num. 2o<5.Tomo VI. 


S dz i / — t 4-V i + l ‘ \"1 , 

. = - m l. ( ._ = ) /. v = — 

zV i + i‘ ' i 4- V 1 4- z l ' 


l 


z V i 4- z* 


i 4- z* J / — I 4- V i 4- * \ 

===== 4- - m 1. ( ) 4- /• 

i 4- z 1 a \ i + y i + ' 


m 4- V 1 4- 
paflando dai logaritmi ai numeri fi ha x = A z 
m 


, a 4- /.Ai che però 


( 


— !4-l/ 


i 4- z 




i 4” V r 4* z 


i) X- 


« 4- V * 


Z. V I 


. Per avere il valore di y fi foditui- 


fcano nell’ equazione y~nx i ritrovati valori di «,x,e mediante rióne verrà jr= 


» 4- V 2-4- z 1 


V A * ( ~ l +V/ 1 \/ m 4- V 1 4- *» ■ 

*À X j + y, , / A z V 1 4- a» 1 


Amz 

V* 4-z 1 


( — ~~ ^ 1 Z ^ . Ed ecco dati per z i valori delle variabili 


i + y i + i : 


x,y,e la curva è algebraica. 

168. L’ ultimo calo, che rimane a trattarli, è il più difficile, e il più delle 
volte non fi può ridurlo al fine bramato, dante che col porre d y — z, d x aver 
non fi può il valore di z> dato per una delle variabili, o vice verfa. In quedi cali 
infogna procurar l’ intento per mezzo delle foftituzioni , e principalmente tentare 
di ridurre l'equazione all’ omogeneità. Per efempio data fia l’equazione 




i 
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dy - Ax' -J-Bji'* m n . Si ponga dy—zix 

m — n m 

( A*- + Ej - ) X'-. e in oltre lì faccia y—ux". Mediante quelle fo- 

(lituzioni 1’ equazione propolla fi cambierà in 

m n 

m Tn — tt ■ ■■ ■ m n 

^ x d u +•— u x Yx^ — Ax^-t-Bu” x m ^(dx i 

o fia (con eftrarrc da ambi i membri la radice indicata dall’ elponcnte — — ) 

ttt — tt 

m m — n m — « m — n 

tt ^ tt w # \ ttt tt 

x d u -h —ux d x = x » ( A+Bu" J d x , la quale 


moltiplicata per x, c divifà nel tempo Ileflb per x , diventa 


\/ ® n ' . dx 

nxdu-t-mudx=nY A-t-Bu* X tx t da cui fi ricava — 


A+B#’ 


i 

.^A+B«* 


e però l.x =s 


onde reità data la x per u, come pure 


Io è la y , che è (lata polla =zux . Che fe nel precedente integrale fi fjllituirà 
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— " . 

» 

yx in luogo di a, fi avrà P equazione data per x , y. 

1 69. Renerebbe a parlare di quelle 'equazioni differenziali a più variabili , nel- 
le quali i differenziali fono elevati a potelià feconde, terze ec., confi per eiem- 
2 » 2 

pio P equazione Adx -+-B iy -l-C dz -4- iDdxdy 4-2 Edxdz -t-ifdydz =0. 
Ora quelle equazioni fono fempre aflurde, qualora mediante P ettrazione della ra- 
dice non fi poflòno ridurre a quella forma Adx -t-Bdyy-Cdz — o : I’oichi median- 
te P e fi razione della radice fi ha dz = 

— Edx — Fd>±j/E‘- \C)(d? +-2EF—2CD X JxJy+- P - M C X ~y 

- c ’ 
confeguentemente la z deve edere eguale a una funzione di ar, y, o fia dz deve 
eguagliare quella efprcffione Mfv +- N dy : Che però quello valore di dz deve fod- 
dtsfare alla propolla equazione differenziale, cosi che la di lui follituzione faccia 
dillruggere tutti i di lei termini , lo che non può fuccedere fe non in cafo , che lia 

t* — AC X £*— BC = EF — CD , o liaC= -5 ■, o fia in cafo fola- 

mente che. dal valore di dz fi poffa eflrarre la radice, onde l’equazione data fi 
poffa rifolvere in fattori di quella forma Adx+Bdy-t-Cdz . 

A R T I C 0 l o y. 

• i. 

Dilla maniera tT integrare le equazioni differénz'ali per mezzi delle ferie . 


*70. \ | Elle equazioni differenziali propolle da integrarli o poffono aver luogo 
tutte due le variabili coi loro elementi, o pure ve ne può mancar una , 
effendovi foltanto o la x , 0 la y • Da quelle darem 1 principio . 

171, Abbiamo venuto al r.unv , che qualfivrglia equazione differenziale a 
due variabili fi può fempte ricurre a quella forma M dx (- Ndjieeo, da cui ri- 


M dx 

N» ° fil 77 = 


N 

— £jt E poiché fuppomarao , che nell’ «- 


qujzione entri una fòla variabile , tanto il 


ramiorta di 


predo da una fola variabile. Dita e (Tendo pertanto un’equazione differenziale da 
integrarli per mezzo delle ferie, devefi ella prima di tutto ridurre all’ una, o all’ 


altra delle precedenti elpreffioni , vale a dire fi deve ridurre a 


dy M 

ax — ~ N ’ 


fe U variabile mancante è la y ; ma fe la variabile, che manca, è la x, fi dovrà 
' ' effa 
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'41 


cfTa ridurre a -j— = — q; lo ch« fatto, fe il valore di quelli rapporti, vale 
M N 

a dire fe — rr', o — — farà una quantità intera, e razionale, l’integrale cer- 
bi M 

tato farà -una quantità -finita ; laddove verrà efprelfo da una ferie fe 1’ anzidetto 
•valore farà o irrazionale, o fratto. Quantunque dalle cofe deti^nel VL Tomo fia 
noto abbailanza il modo d’operare in quelli cali, pure non farà fuor di propofito 
il foggiungerne qualche efempio. Data (la primieramente da integrarfi l’equazione 

_ dy x 

x'dx-haxJj—b'dx— a -he )(x* dx ~0 . Difpongafi efla cosi ~ -f- 


b x a — c\ / x b x </x 

- 4. — j— Yx 5 , che moltiplicata per dx diventa d y — — — dx ■+■ -f- 


i — ~ Jx, di cui fi prenda l’ integrale giuda le regole date nel Tomo VI., 

e fi avrà * — (- - l.x ■+■ — — -Yx* + A, che è T integrale cer- 

J m & 4 4 *» ' 

cato dell’ equazione propoda . 

172 . Debbafi in fecondo luogo integrar l’equazione lxdx—bx r dy-h 

.... di ìx 1 

dx]/ ax — x* s:o. Eflà fi dilponga cosi -jj- i— -h 

* . 


v**v , ■ # 

7 x*À a > 


pofeia fi rifolva in ferie la quantità i 


così - 


i 

-I- * - 

<* a* 


S*’ 


"&*» 384 n- 


— — —ec.; pei lo che fi avrà 


dy _ IX 
"dx b 




I \/x ■ tx/x 

J lty*x 8 ’ a b V » 45 a'by/a 


Tomo PII 


*1 
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I 


I K j 

784777» ec ’> ** qua!e fnolti P !icata P tr A diventa dyzi — ... 1* 


— L 


v 1 » X K * A _ A V»- A __ **y* A jjwV** A 

i % lAyax 8Ay* 48« 4 *y« 38^177 

confeguentemente con integrarla fi ha y = ~ /, * 4- ~ _ 

y 9 b<J x uh 


■ec, 




3 x‘ |/x 


15 x ' y* 


ec. 4 - A, 


3. 4«<>y» j.24» 2 <V» 7.192 a ibi/ a 

173. In terzo luogo proporti fia da integrarli l’equazione ayix+bdx —ydyzzo, 

dx V 

Prima di tutto fi difponga efia cosi — = . — yy , pofeia fi fvolga in ferie 


la quantità 


cosi 


«Jf 4 - * — -- - 2 •* 

i 4 „ u- r. ! A I b b 


*y-*-b ’~ m ay * 3 M> y> a*y> 


b> 


— ec. , con che fi avrà — = — — — — 4- — , — 4* 

x 5 3 s <r * «V 1 

A 4 

ec. ,e però moltiplicando per iy , e in feguito integrando ne viene *=; 

^ / - 

b b* b> b* 

- Z. l.y 4- — . 4- ec. 4 - A. 

a 1 *' f>y ia*y l 3 «> y‘ 


— » 


I —•» 


174, Debbafi per ultimo integrare l’equazione A yittiy ay*y 

». • 

— :o. Si faccia dx—x,dy } e con ciò l'equazione fi ridurrà a — yt — j»J=;Oi 


dalla di tuj rifoluzione fi ottiene z~~y± : Ma efltndofi porto 

dx 

*3 


, . .... A 1 Va-y . . . . 

dx—tdy, quindi fi ba — = * ss j j± — - — — . Ora fi «folva in ferie 


la 


/ 
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M7 


la quantità ± tl .. , o fra ± -t* — 5 c ne verri 


± =± 7 Vz a X vj+ 


y^y 


4“ 


y vy 

Jlu 1 


y'vy 

iiHa> 


— ec. confeguentemente — = — j+ i- s/i*y± .^/ 2 a ~ f . ^ jZ v/lJ -T- 

l l y J S« <5 4 a l 

yWy 


yWi«y _ 

25<5« 3 

y V-y - 
128uV za 


- ÌX I T y J T 

ec., o fia — = i. jr± i V 2«jr ± y 
dj a 2 4V2* 


jauy'a* 

ec.; onde moltiplicando per e integrando <1 ottiene x =; 


ili 9. 

1 y± — v 2 « X ^ t ^ 

4 3 J. 4 \/i« 7. jwy'jn 9. 128 a* V** 

5= ec. 4- A . 

175. Qualche maggior induffria richiedefi per ottenere mediante le ferie gli io* 
tegrali di quelle equazioni, nelle quali entrano ambe te variabili x , y coi loro eie* 
menti. 11 modo d’operare t il tegnente. De veli, come fi è praticato nei preceden- 
ti efempj, lafciare da una parte del fegno d' egualità il rapporto degli clementi. 



1 


o 


iy 
ìx ’ 


e dall’altra parte il Tuoi valore clpreflb da quantità finite, oflèr- 


varrdo di ordinate i rermini fecondo le dimenfiom di quella variabile, il di cui ele- 
mento ferve dr denominatore al primo membro , ritenendo in ultimo pollo quei 
termini, ne’ quali ha luogo V altra variabile, o i prodotti di tutte due . Quello va- 
lore poi o pub eflere una quantità intera , o può eflère una quantità fratta , ed 
ertèndo una quantità intera , o la variabile , il di cui elemento ferve di numerato- 
re al primo membro, non fi trova in erta , che elevata alla prima poterti , o pu- 
re eziandio afcende a poterti più alte, frano erte perfètte , o imperfette- Di ciarli- 
no di quelli cafi tratterò per ordine . 


ix 


17 6 . Sia adunque in primo luogo il valore di j-, o ^ una quantità intera 


nella quale la variabile, il di cui elemento ferve di numeratore al primo membro, 

dx 

non fia elevata , che alla prima poreftà, come irebbe jr —y— 4 y* 4- xy +- x y l 

T a ( alla 
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falla qual forma riducefi l’equazione data da integrarfi dx— jdy-\~ 4 ? .vj dy-~ 

xy z dy = o), in cui la variabile x è di una fola dimenfione. Per integrare quella 
equazione, e ottenere il valore di x efprefio con una ferie, fi inftituilcano le ope- 
razioni qui fotto notate nel feguente calcolo nella maniera , che ora fono per di- 
re y difponendo prima l’equazione così dxz=ydy — 4 j>* dy + xydy-b xy*dy 


CALCOLO. ( P > 

dx=ydy—^y ì iy +*ydy+xy'dy 

00 4 - l -3'dy +- ~y'dy 


(A)Som.— ~y' dy 

(*) — 

+ Ly*dy+- ly~dy 
io J io J J 


(C) Somma 

(*) 

(D) Somma -V^'iy-^dy-^dy ec. 

(E) Integrale y* ec. 4- A. 

Primieramente pertanto difpolla I’ equazione giufta il precedente modo , fi prenda 
F integrale del primo termine ydy, che è ~-j*j pofeia nei due termini notati (P) 

fi fi> 


-Ifdj-^dy-h^-fdy 


(B) Somma 
(0 
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fi foftituifca in luogo di x quello integrale trovato 2-y 2 , e ciò che ne ri fu Ita li collo- 
dii in (a) Cotto i corrifpondenti termini dell’equazione, e degli uni, e degli altri li prenda 
la Comma (A). Del primo termine di quella Comma, cioè di — — j 3 iy Ci prenda 

l’integrale , che è — ~ y*, quale fi ponga in (E) dopo il primo termine ~ J 1 

Fatto ciò biCognerebbe adeflo Cofiituire in f P) in luogo di x i due ritrovati termi- 

17. I 

ni — y * — g-j 4 dell’integrale; ma ficcome con Cofiituire il primo termine — y l 

ritornerebbero i termini antecedentemente trovati, e notati in (a) perciò bada fa- 

re la fofiituzione del fecondo termine — g- j>, dal che riCultano i due termini 

fegnati in (è). Ora quelli fi Commino con i termini ferirti in (A), efclulone però 
il "primo, di cui li è prefo l’integrale, e ne verrà la Comma (Bj, del di cui pri- 
mo termine ~y*^y fi prenda l’ integrale, che è ~ yi. Prefcntemente fi dovreb- 
be Cofiituire in (P) in vece di x l’integrale fin ora trovato; ma perchè colla li>- 
ilituzione dei due primi termini — 7 ' — ~ y* ritornerebbero i termini prece- 
dentemente trovati, e fegnati in (a), (4) , perciò bada Cofiituire il terzo termine +> 

è 

— y' , la di cui fofiituzione dà ■+■ ~ y* d y 4 - ~ y~ iy , che ferivo in (r); indi 
prendo la Comma dei termini Icritti in (r), (B), efclufone per altro il primo 
y' d y> del quale fi è prefo l’integrale, quale noto in (C), e del di lei primo 


termine — 2- y’ iy prendo l’ integrale — ferivo in (E). In feguito fo- 


ftituilco in (P) in luogo di x quello integrale foltanto — 2- y' per la ragione di 


Copra addotta, fcrivendo in (i) ciò, che ne proviene, pofeia continuo le opera- 
zioni nel modo fin’ ora praticato ; onde finalmente ritrovo l' integrale cercato el- 


prelTo 
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7 

4 «’ 


i 7 i 7 gì 

preiTo da una ferie, che è * = ~y l — + ,ó J'~ ^ f 


ec. 


Jx 

177. Che fe il valore di — farà bensì una quantirà intera , ma il numero 

•y 

delle dimenfioni della variabile x, che contiene, fa maggiore , o minore dell’uni- 

d y 

tà; o pure fa una quantità intera il valore di , ma però contenga poteftà 

perfette o imperfette di y , in allora non baderà rifpetto al primo cafo foftituire 
in luogo di x, e delle lue poteflà l'ultimo termine integrale trovato , e le di lui 
corrifpondenti potellà , ma fi dovranno foditu ; rc le convenienti poteftà dell’ inte- 
grale fin’ allora trovato. Coll’efempio riduciamo alla pratica la regola data. Deb- 
bili per mezzo di una ferie trovar l’integrale dell’ equazione jVx dy—xydx — 

2xdx+- ~~ x'dx— o . Si riduca ella a quella forma dy—ixdx — — x’/x-t-xj ix— 

ydx, pofcia fi iflituifca il calcolo come fegue. 

CALCOLO (P) 

dy—ixdx — — xVx xydx — y'dx 

(“) -f- xVx — x'dx 


(A} Somma — — x'dx 4- x'dx — x*dx 


(>) 

( 8 ) Somma 
(0 

(C) Somma 


— i- x'dx 4- — x'dx — i- x f Jx 
6 1 jó 

4- x 3 dx — Ir x*dx 4- — x'dx — ~ x'dx 
O a 


i 6 ' 

4-i x'dx— L x'dx +L x'dx- L x'dx 


~ } X '** + «a xUx “ +{i xUx --*’**"• 


(E) Integrale y — x' — I +. L x * 1 x 5 4- ec. 4- A- 
6 4 jo 


Prì- 
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iji 

Frimieramente (i prenda l’integrale del primo termine 2 xdx, che ò * l , indi S feri, 
va in (P) x* in (uogo di y , ed x* in vece di j* , e ciò, che ne verrà , fi feriva 

in (a). Si Commino quelli termini col fopraflante — x % dx , e della proveniente 

/omma (A) fi palli a integrare il primo termine; onde l'integrale fin’ ora trovato 

farà x* — ~ x } . Si foftituifea adeflo in (P) — — x> in luogo di y, ommetteo- 

do la foftitu alone di x* , mentre con ciò ritornerebbe uno dei termini gii trovati; 

t in vece di y l fi foftituifea il quadrato di x* — g- x» , che è x* — — x s 




~ x * , ommettendo per altro la foftiruzicme del primo termine 


x* già antece- 


dentemente fatta, e ciò che ne nfulta fi feriva in (à), indi fi faccia la Comma 


(B). Di quella fotnma fi integri il primo termine x 3 rfx, e fi avrà — x>. Si palli 

4 

in feguito alle necelTatie .frfiittuioni dei valori competenti a y, e a y ' , e in que- 
llo modo fi vada continuando, avvertendo però di ommettere quei termini nelle 
foftituzioni , che ritornar farebbero i termini già trovati : Onde finalmente fi giun- 


gerà all’ integrale cercato jsd — 


Lx 3 4 - — x* — ec. 4- A . 
6 4 


178. Siccome fi fono fucceflìvamente foftituiti in (P) i valori delle potè Uà 
perfette di y preli dall’integrale già trovato, cosi fe la ItclTa y fofle fiata elevata 
non a potelta perfette, ma imperfette, .fi farebbero dovuti foftituire i convenienti 
Valori, che farebbero fiati le corrifpondenti radici dell’integrale già detto, 

17^ Per altro fe fi volelfe evitare la noja delle eftrazioni delle radici necef- 
f-rie a farli a fine di foftituire in luogo delle potefià imperfette di y i proprj va- 
lori , ciò ottener fi potrebbe con liberar prima l’equazione dalle potefià imperfet- 


ta 

te di y, mediante il foftituire « in luogo di y n , fuppofto che le poteftà impetfet- 

m m 

te di y fiano rapprtfentate da y * , .con che fi avrà y n s". liberata in que- 
llo modo l’equazione dalle potefià imperfette di jr, fi deve procedere all’ integra- 
tone nella maniera già cipolla, e finalmente poi nell’ integrale trovato fi deve ri- 


met- 
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i i 

mettere y " in luogo di *, , nel qual modo fi avrà il valore di y " efpreffò da 
una ferie; per lo thè elevando pofcia quella ferie alla poterà r-pprefentara da », 
fi avrà per ultimo la ferie , che cfibifce il valore ci y, che farà l’ integrale cer- 
cato . 


180. Per efempio fi debba integrare l’equazione =r yy/x 4- ly'y/x — 

"J 

6 yJ x y* . Si faccia y/x = a, con che fi avrà dx^ìzdz,, e però la propofla equa- 
zione fi trasformerà in ' * r — 


w 


= J* + jy* — Wji’i O fia ~JL — £ 


jr* — Wj 1 ) vale a dire V* = i- jrrfy 4- jrVjr — ìVy ^/t *1 di cui integrale è 

5_ 

i 1 6 * 

*=-y+-jr 5 — - j -+• A, vale a dire (perchè * = V*) 1 

l 

x 1 6 * 

y* — — j* 4- — j s — — y 4r A, confeguentemente x r= A* 4- 


4 ' • 3 

rz 


r v - ~ + * r v + 

i y'j, 4- L J|< . 

5 9 

i8r. Quanto al terzo cafo, in cui il valore del rapporto degli elementi del- 
le variabili viene efpreflò da una qujntità fratta, o pure da una quantità parte in- 
tera, c parte fratta, non altro devefi fare, che ridurre primieramente in ferie la 
quantità fratta, indi procedere all' integrazione nella maniera fpiegata; Come emen- 
do data da integrarli l’ equazione = zx* 4- — — , fi riduca primiera- 


mente in ferie la quantità 


■ , con che fi ha 


1 4 - ** ’ - -- - | X x 

**y — x*y 4- x s y cc., e in confeguenza l'cquazion data trovali eflTere 


* 3 — **J + 
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1 » 

_2L »; 2x* -f - j — x’jr -+- x 4 jf — x‘j -f-ec. , il di cui integrale (giuda il num. 


176.) è ) = i x 1 + l- X* L x! 12 - x 4 — 22 . x 7 -J-ec. 4 - A. 

I 6 30 180 1260 

182. Se nell’equazione data entreranno i rapporti delle potedà degli elemen- 
ti delle variabili, fi dovrà regolare a norma del num. 174. a fine di riunr l’equa- 
zione al folo rapporto ci primo grado de’ detti elementi , lo che fatto fi opererà 
in feguito giuda le regole poc’anzi date. 

184. Rederebbe a parlare di quelle equazioni, nelle quali entrano tre, o più 
variabili: Ma rifpecto a quede nulla più devo aggiungere, fennonchè (fe l’equa- 
zione è a tre variabili) mediante il rapporto di due variabili, o efibito dalla natu- 
ra del problema, o prefo arbitrariamente, fi deve trovare la relazione dei loro ele- 
menti , indi mediante la fottituzione eliminare una variabile, e il fuo elemento, 
nel qual modo l’ equazione rederà data per due variabili , e però fi tratterà nella 
maniera già efpoda. indiamente fi opererà nfpetto a una equazione contenente 
quattro variabili riducendola a due, e cosi in poi. 

ARTICOLO VI. 

Dtll» corruzione geometrica delle equazioni differenziali , 

184. Q Iccome qualunque equazione algebraica finita efibifee una curva, cosi qual- 
i j fivogiia equazione differenziale fi riferifee a una curva , la quale farà o 
algebraica , o tranfeendente fecondo che 1’ equazione differenziale o fi potrà , o 
non fi potrà algebraicamente integrare . Se l’ equazione differenziale da codruirfi 
farà algebraicamente integrabile, in tal cafo devefi cdii integrare giuda le regole 
efpode, indi a norma dei metodi dati nel Tomo IV. devefi codiuir 1 ’ equazione 
trovata mediante l’ integrazione. Ma fe i’ equazione differenziale non farà alge- 
braicamencc integrabile , in allora la curva cercata fi codruirà mediante la quadra- 
tura delle curve nella maniera, che or ora dirò. 

i8j. Quanto alla coftruzione delle equazioni trovate mediante l’integrazione 
nulla di più ho da aggiungere a quello, che ho detto nel Tomo IV. Solamente fog- 
grungerò la maniera da tenerli per codruire quelle equazioni differenziali, le quali 
11 riducono all’ integrazione con trovare i valori di x, e di y mediante una terza 
variabile * , come fi è praticato all’ Articolo IV. Propoda effendo pertanto da co- 
ftruirfi 1 ’ equazione d. V = 0 (la lettera V rapprefenta una funzione data per x» 
j , e collanti), e mediante l’ integrazione eflendofi trovato x= 2 , y=Z s (le lettere 
Z, Z' denotano funzioni date per z, e collanti), fi conducano le due rette nor- 
mali CAB, IME [Fig, i.J, e fu la CAB fi prendano le &, fu la AE i valori di 
x, c fu la AD i valori di j : Si deferivano in feguito le curve MLK, FUH,. la 
prima MLK mediante l’equazione x=Z, c la feconda FGH 'mediante l’equazio- 
ne jn=Z'. Fatto ciò parallela alla DA E fi conduca la NCP, fu la quale fi pren- 
dano i ritrovati valori di x, che avranno a cominciare dal punto C , onde poi 
dalle edremità de’ detti valori di x alzando le normali QR, ST ec. , fe quelle 
Tomo Vii, V net- 
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normali fi faranno eguali ai ritrovati valori di y corrifpondenti ai valori di z , ctfi 
corrifpondono le x già allume , la curva, che palerà perle eftreraità WRT, fa- 

IU ^,8^ Vediamone l’applicazione al cafo particolare, che defumerò dall’ equa- 
zione del num. i6z*, nella di cui integrazione li è ritrovato y — 


— Ai* 


+ j-bz'-, x = 


— A 


4- Fa,’ 4- jy b. 


^== 7 =^- 1 ' >^f r 

Si faccia b=i, e per determinare la collante A fi olìèrvi, che la curva da de- 
fcriverfi deve efler tale, che mentre fi fa x=o , deve effere y = I/2048, on- 



de reità determinato il valore di A , che t * ! — I * , (tante «he fi ha 

+ J, vale a dire y=z — 3*441*; 


3 * 


x— 1 - 


7=— aX zJ — -- -,t- 

Si conducano pertanto le normali CAB, DAE [ Fig. a.],. e prendendo 
i valori di » fu la CaB politivi verfo B, e negativi verfo C, li delcriva la curva 
MLK coll’equazione x = * J 44 > e la curva FGAH coll’equazione y =—& +4Z.* . 
Fatto ciò fi trasferivano i valori di x fu la retta NCP parallela alla DAE, pren- 
dendone 1 ’ origine dal punto C ; pofeia prendendo per alfe delle ordinate la retta 
CA , fi affé ani a cialcun valore di x il conveniente valore di y per modo r che 
quelli valori di x. y liano tempre i competenti a un medelimo valore di z. Final- 
mente facendo pallate per le eilremità \V , R, T di quelle y la curva VSRTP, 
ella trovali effere la ricettata della propolla equazione dirterenziale. 

1S7, Se dopo efferii trovato algebraicamence il valore di pi non fi potrà tro- 
vare d’ egual maniera il valore di x, llànre che l’equazione / x—zi.y non fia al- 
gebraicamenre integrabile, in tal cafo fu la retta AF prefa per Palle delle z f» 
deferiva la curva ÉG [ Fig. j. ] dell’ equazione jr=Z', onde farà AF — BG = z> , 
a a — indi fi prolunghino le B G in D , e li faccia BD = x = 

_ J _ 

•' - il punto D apparterrà alia curva cercata. L’ integrale 


S 1 ? 


s 


—2 efibifee l’area della curva EG, per efempio tifpetto alle cootdinate 


AB, BG, o fia AF, FG, fomminillra l’area AHGB, la qual area fi è divifa per 
la collante a a firn di rendere lineare ciò, che è fuperfuiale , onde- polla efibire le 
ordinate x, che fono alla curva della data equazione differenziale. 

1S8. Ma veniamo alla collruzione delle equazioni differenziali, che in niuna 
maniera fono af»ebraica mente integrabili ; e primieramente vediamo generalmente 
come fi collruifca l’equazione d.u = ti.V, o fia u — Q^V'd. x (la lettera V' è da- 
ta per le variabili x, y ed u è data comunque per y). Per collruire quella equa- 
zione, o fia deferivere la curva da lei rapprc tentata , li deferiva in primo luogo 
una famiglia di curve, delle quali le abfciffe (iano x , e le ordinate nano V'. li» 
ciafcuna di quell; curve la j deve eOtere collante (la y come ho detto è contenii- 

ta 
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MI 


ti in V 1 ) , ma nelle varie curve deve variar di valore, fervir dovendo di proprio 
parametro a ciafcuna. Siano pertanto AK, AL, AM [Fif 4.] le curve a una (teff» 
famiglia appartenenti , nelle quali fi prendano le aree A8N, ACP, ADQ_eguali ad u. 
Fatto ciò dalle eftremità B, C, D delle abfcillè x fi alzalo le normali BG.-CF, 
DE, che fi prendano eguali al parametro y della corrifpondente curva; prfeiaper 
le ellremità G, G, F, E fi faccia paffare la curva GFE, che farà la ricercata, 
la quale fodriisfarà all’equazione propella, e le di cu: coordinate faranno x t y. 

iXq. Si oflèrvi che coll’ efprelfione d. V ho incefo di denotare 1 ’ altra elpref- 
fione Md x ■+■ Ndy ( giufta il num, 3.), e ficcome fi efigge, che l’equazione pro- 

d. M d N 

y ^ ^ a. x 

con $. W.x ho adombrato 5. M d.x, il quale integrale fi prende nella fuppofì- 
zione, che (ia variabile la fola x: Per lo che fe nel prendere S. Md. x per l’ in- 
tegrale di Md.x ■+■ N/y farà neceffaiio aggiungere una collante, che involva la y t 
ella fi dovrà trasferire all’ altra parte dell’equazione) e comprenderla nella u. Da- 

yd.x — xd y 

ta fia per efempio da coflruirfi 1’ equazione d.y= j j — - , onde giuda la 


polla abbia il neceBàrio criterio d’ inregrabilità , cioè ( y — ) ~ ( — — ), perciò 

a. y • ~ 


precedente cfpreffione farà 


ydx~-xdy 


d.V ~ M d. 


N d y , cioè 


Md.x — 


yd x 
x* + y l 


ed N d.y — 


X d. y 


d. M 


d. N 

< 7 T> = 


2 x y 


E poiché fi trova (-r — ) = 

j y 

S yi.x — xi v rs y d. y 

' ~~x r T'~ = S' *+? 


( giulla il num. 1 & ) , cui niuna collante data per v „ „ 

cogli affi BAC, DAE [Kg. 5.], de’ quali B AC è I’ arte delle abfcillè, che hanno 

l> nui a c. r j; 


y d. x 

+7 

Adunque 


de veli aggiungere, 
le abfcillè , 1 

l’origine nel punto A, fi 3 efcriva una famiglia di curve, delle quali l’abdifTa fia x, 


e l’ ordinata Ga 


t; onde aflègnando (uccellivi valori alla jr, fi avranno corrif- 


pondenti all’ abfcifla x le lèguenri ordinate — — — ; —r— — . -, — — , , > , 

r 6 x l -f- t ’ x‘ + 4 1 x 1 4- 9 x j -h i <5 * 

5 ri 

— I ; — p- — - ec., che faranno ad altrettante curve FDE, PMS, QN'R ec., 

x -t-aj ’ x l -*-j6 ’ * 

y di x 

delle quali le aree vengono efibire da g, ^ j . Se pertanto fi prolungheranno 

x -hy 

verfo la parte oppofta in K, G, T, V le ordinate Ga, Tè. Kc, Ve, finch^ 
HG, PK, OT, SV fiano eguali ai parametri y delle corrifpondenti curve, cioè 
eguali ad 1; z; 3; 4; j ec., indi fi faccia paflare pei punti K, G, A, T, V la 
tur va KGATV, elfa farà la ricercata, che foddisfi all'equazione propolla, 

ipo. Molte volte per mezzo di curve particolari fi potranno coilruire le propolle 
•Vi equa- 


% 
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a 4 d. y 

equazioni differenziali . Vediamone un efempio nell’ equazione i. x — —, — . 

Per éoftruire quella equazione fi deferiva la curva BCD [F 7 j. fi.], la di cui equa- 
zione è i.h — — j/ a 1 — u 1 , e rifpetto alla quale l’ affé delle abfcifiè » 
u 

è AE , e la prima ordinata AB è — a. Con quella retta AB~a come raggio fi 
deferiva il quadrante BUG, del quale le abfcilfe y incominciano dal punto A. Si 
prenda pertanto un’ abfciflà qualunque AF— j, e fi alzi la corrifpondente ordina- 
ta FH, indi dal punto H fi conduca parallela ad AF la retta HO, che vaia a 
terminare alla curva BCD, onde farà HC FA A N =; ji -f- a, =ji ■+■ 

fi & i ■■ t ( 

g. ~ — y'a 1 — (poiché integrando 1* equazione d. z — 


d. u 


d. u - ■ .1 1 _ 

<j a 1 — u z fi ha z ss S' — V u 1 — u‘ ) . Ma efiendoFH NC z=u- 

u u ' ’ 

AF —y; AH=a, fi ha a 1 — u l — j 1 , dalla quale equazione differenziata logaric- 

i. n 

V 


d. u y d y 

itticamente fi ricava — =: —, — — — , confcguentemente — ^ 


i. u 


— r-j- . Ora effèndofi trovato HC =; FN —y ■+■ S* — V u x — u 1 , 

y i • “ 


O 7 d y 

fi ha HC=j -h S- — ; T > e differenziando quella quantità fi trova, che il 

g ^ y 

Adunque HG i l’ integrale 


d i a 2 d v 

differenziale di HC è d y h — ^ = — - — — ^ ■— 

a'J.y . , * -J> - “J 

di — — , e in conicguenza HC — x . Se pertanto dalle eftremità delle abfcifle 

AF =y , fi alzeranno le ordinate FP «-gurli ad HC, la curva APK, che patterà 
per Je eftremità di quelle ordinate, farà la cercata curva, che foudisfa alla propo- 
a 2 d. y 

fta equazione i x — — ^7- , 

191. Cosi pure mediante il circolo fi poteva coflruire la precedente equazione 
y d x — — x d- y 

> — t t ' ■ = dx del nutrì, 189., che mediante l’integrazione abbiamo vedu- 


x' -t-y 1 


to ridurli a ^ poiché efibifee un angolo, di cui 

il raggio è y, e la tangente è x. Ora eflfendo 1 ’ arco eguale al prodotto dell’ an- 
golo nel raggio, fe fi moltiplicherà il precedente angolo per j , fi avià un arco, 
>1 di cui raggio 6 = i, il quale a tenore dell'equazione propolla deve eguagliare 

la 
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I» tangente x dello ftelTo angolo, che ha la y per raggio. Stante ciò adunque ccl 
raggio aBcz;i*[ Fig. 7.] fi deferiva il circolo BFG, dentro il quale fi prendano 
gli angoli BAE prolungandone i lati A E in D per modo, che ivi incontrino le 
CD eguali ai corrifpondenti archi BE , le quali fi alzano perpendicolarmente fui 
diametro BAH: Che però elTendo CD le tangenti degli angoli CAD, de’ quali i 
raggi fono le AC —y, poiché per collruzione quelle CD fono eguali ai corrifpon- 
denti archi BE, la curva BD, che palla per tutte le eftremicà D è la ricercata, 
che foddisfa all' equazione propolla . 

a d. x 

1 92, Parimente propolla effondo da coftruirli l’equazione d y — . 

V x 1 — * l 

d X 

fi moltiplichi effa primieramente per * , onde fi avrà a d. y — — — — : Ma 

^ x 1 — a 1 

(pel num. in. delle forinole efibenti fettori iperbolici forinola I. Tomo VI.) 

a 1 d. X 

— ■ ■ elibifee il doppio di un fettore iperbolico ; quindi col femiaffe A B 

y x* — a* 

( Fig. 8. ) fi deferiva l’ iperbola equilatera HBK, della quale le abfciflc x fi pren- 
dono fu I’ affé tranfverfo AF, e le ordinate y fu t alfe coniugato LAD. Prenden- 
do pertanto una qualunque abfciffa AN , fi conduca l'ordinata NC , indi dal pun- 
to C al centro A fi tiri la retta AC, con che fi avrà il fettore ABC ca 


— * m % d x 

. ■ ■ — , e però 2ABC ss — ■ — . Adunque poiché P integrale dell’ 

V x l — «* ^ 

equazione prc polla è ay — Q. — -■*- — , perciò fi ha «y =2 ABC, confe- 

V * 1 —a* 


guentemenre y = 


V ** 

2 A B C 2 A BC „ 2 A BC 

= - — . Si prenda pertanto AD = — - , 

a A o a a 


pofeia dal punto D fi alzi la normale DE, e il punto E, ove effa incontra la 
NC ordinata all’ iperbola , fara alla curva, che foddisfa all’ equazione propolta. Se 
l’ordinata NC fi pri ìungherà all’altra parte in H, indi fi prenda AL^sAD, e 
fi alzi la normale LG, il punto G faià alla Beffa curva, e nello lleilb modo fi 
troveranno gli altri di lei infiniti punti, ed effa fi troverà effere GBE. L’ iperbola 
oppo ila fornai: mitra un altro ramo di quella curva , che chiamali la catenaria ■ 


Ora poiché effa foddisfa all’ equazione 


d-y = 


a d x 
y x* — a 1 


e ( pel num. icS. 


Tomo 6. ) V integrale dell’ equazione ttd.y 


a 1 d x 

y x 1 — «* 


è = 


l 
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a* I. 


\/x‘ 


■ , 1* equazione adunque di quella curva \ y ~ 


a 4 


X -+- V Jf 1 — d* 


19}. Ogniqualvolta nell’equazione data da collruirfi fi potranno reparar le va- 
riabili, fi potrà efla fenipre ridurre alla coftruzione bramata. Data fia per efe ru- 
pi o i’ equazion generale Xi.x = Y J.y, in cui la X é data per x-, e la Y per 
y , e il numero delle dimenlioni tanto della X, che della Y (quelle due quantità 
devono avere dimenlioni eguali, e cafo che una abbia minor dimenlioni dell’altra, 
rieveli ridurla a egual dimenlione con moltiplicarla per una conveniente potefta di 
una linea collante, che fi prende per l’unità) venga e/brello da m. Si dividi 
quella equazione per a m — 1 (la lettera «r efprime una coflante qualunque), onde 
X J x y / , 

fi abbia — = ■przL-r • Fatto ciò fi tirino le due normali AC, KL ( Fig. 9. ) 
interfecantefi in B, e fu la BC fi prendano le x , fu la BK le y; indi augnando 
alla BCi=* l’ordinata CE = — - , fi deferiva la curva BE, la di cui area BEC 

W —g I J 

S Xd x 

■ —zrzzi • Pofcia alla B G =y fi aflegni 1 ’ ordinata GMr; 
deferivendo la curva BM, la di cui area BMG farà efprefia da 

S y £ y 

. — Ora fi divida per a 1 ’ una, e l’altra di quelle due aree, onde fi ab- 


bia 


s 


— ~ , , e fu P alle BC fi alzino le ordinate CF eguali a 

X / x 

— ~ , con che fi deferiva la curva PF: Parimente fu 1 * arte BG fi alzino 
u 


le ordinate GH eguali a , deferivendo cesi la curva Q_H. Ma poiché 

S Xd x /-■ Y Z. * 

. —^r~ — S* — jia — » devonlì avere tifpettive ordinate e* 

guali nelle due curve QH . PF; che però fe prendendo quelle ordinare eguali GH, 
CF fi prolungheranno finché s’ incontrino in D, il punto D , cui compete BC=r*, 
CDerj, farà alla curva cercata, rhe foddisfa all’equazione propolta . Prefa che 
fiati poi una qualunque ordinata GH nella curva Q.H, per trovare fpeditamente 
l’ordinata a lei eguale nella curva PF, fi faccia cosi: Si prenda BK=cGH, e dal 

S unto B conducendofi la retta BS,che con BR faccia un angolo di 45°. li tiri 
IS parallela a GL , la quale incontrerà in $ la retta BS, e però fi avrà RSz=BR; 

p#r 
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p-T lo che fé dii punto S fi condurrà la retta SF parallela ad RC, fi avrà 
FC = RS BR = GH come fi cercava. 

194. Che fe un membro dell’equazione farà algebraicamente integrabile, dalla 
di lui coftruzione fi otterrà una curva quadratole, e l'altro membro li tratterà nel- 
la maniera già detta • 

19J. Se fi avelie un metodo generale per fèparar le variabili nelle equazioni 
differenziali , farebbe fempre in noftra mano la loro coftruzione operando nel mo. 
do poc’anzi detto, ma infinite fono le equazioni differenziali, ed anche lemplicil- 
lìme, nelle quali non fi fanno feparar le variabili, e che nemmeno coi metoci da- 
ti di fopra fi polfono coflruire; e però refla a vedere in qual maniera molte di 
quelle equazioni Ti peflano ridurre a ccftiuzione. Dal celebre Sig. Leonardo Ede- 
re coll’ ufo delle Trattorie è elfa ftata tentata, e in feguiro il dottilfimo Sig, Aba- 
te Conte Vincenzo Kiccati ne ha dato un Commentario, che ha intitolato: *tìf ufu 
motus trafìorii in conjirufliettt *quat::num diffircntialium. Io ne dirò brevemente per 
quanto porta il bifogno. Prima però è di meftiere il dare un’idea delle trattorie, 
e dire come effe fi generano. Sia ABCD ( Fig. io.) un fiume, entro cui fi tre» 
vi la Nave rapprelentata dal punto E, alla quale fra attaccata la corda FE per- 
pendicolare alla fponda AD. Suppongali ora, che reftando la fteflà la lunghezza 
FE della corda, fi faccia feorrere la di lei eftremirà F lungo la fponda AD , egli 
è chiaro , che al primo moverli dell’ eftremità F fi metterà in moto ancora la na- 
ve E, ma il di lei moto fecondo la direzione EF verrà continuamente difturbato 
dalla refiftenza , che gli verrà prefentata dall’acqua, ond’è che la nave in vece 
di percorrere una retta nell’andare dai primo punto E alla fponda AD, come 
avrebbe fatto in cafo, che non aveffe incontrata alcuna refiftenza, difporrà il fuo 
moto fu la curva EED, che è la trattoria, della quale la fponda AD è afintoto , 
la di lei prima ordinata è EF, e in qualunque punto ha per tangente la ftelTa co- 
llante E F . 

195. Quello che fi è detto della Nave E fi intenda detto di un corpo qualun- 
que elidente fu di una fuperfiaii ABCD, cui fia attaccato il filo FE , del quale 
1 ’ eftremità F fia molTa fu la linea AD da F verfo D, mentre non meno, che la 
Nave fu l’acqua, quello corpo incontra nel fuo moto refiftenza , che prefentata 
gli viene dal fottopollo piano ABCD. La curva avrebbe avuca una oppolla dire- 
zione, fe i! moto del punto F fi folfe fatto da D verfo A . Siccome pure fe in ve- 
ce di prendere la pofuione del filo FE perpendicolare alla linea AD fi varieran- 
no le di lui direzioni primarie, infinite grulla le infinite direzioni rifiateranno le 
trattorie . 

197. La retta AD, fu cui fa il fuo moto il punto F, dicefi bafe della tratto-, 
ria. Siccome poi il punto F non folo fi può intender mollo fu di una linea ret- 
ta, ma eziandio fu di una curva qualunque, quindi è, che la bafe della trattoria 
può elfere qualfifia linea , confeguentemenre quella curva può variare all’ infinito. 

198. Ora veniamo ai calo noftro, e cerchiamo primieramente l’equazione del- 
la trattoria, che ha per bafe una curva. Quella curva bafe della trattoria fia GFE 
[ Fig. 11,], le di cui coordinate frano ADz:*, DFrrej. il filo la di cui ellre- 
mità F percorre la curva GFE da G verfo E fia FH , e alla di lui altra eftremità 
H fia il corpo, che deferive la trattoria PHK. Si conduca la CH ordinata alla 
trattoria nel punto H, e dallo Hello punto fi tiri la retta HM parallela all’ afte 
AD , che incontri in M l’ordinata Di' alla curva. Si prenda in feguito una qua- 
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lunque collante DBrza, e dii punto B fi conduca la retta BL parallela al filo, o 
fia tangente FH . Li lunghezza di quello filo FH, che è collante, fi chiami =b -, 
la DL , che è variabile , fi faccia = « , ed A C fi dica = z . Ora poiché 1 ’ eie- , 
mento dz dell’ abfcìfia AC — a (la all’elemento dell'ordinata CH,come la collante 

U d. Zr 

DBrzi», a DL=«, perciò fi trova, che l’elemento dell’ordinata CH è = — — . 


Ma eflendo fimili i due triangoli BLD, HFM fi ha BD (—a) : DL (=«) : : HM 

ud.Zt 

( — v — x) : MF (— j — S. ). In oltre gli fletti triangoli fomminilhano BD 


(=a):BL (=y a 1 ■+■ u* ) : : HM (~x — z): HF (:=£). Da quella propor- 

a b 

zione fi ottiene z — x . la quale differenziata dà d. z~ 

V a 1 + 

- : Che però fe nella precedente prima proporzione fi foftitui- 

a b 


i. x — D. 


ab 


V'i- 


ranno i ritrovati valori di z, e d. z, efia fi cambierà in a : u : : 
ttd.x 


j — S- C 4 -buV.— 
V a 

S. (ud.x — ab u D. 


V «* •+• *>* 

) , la quale ridotta in equazione diventa 
a b u 


y a 1 -4- u l 


)= a J — 


:, che differenziata, e ordi- 


nata palla ad edere ud.x 
«e della trattoria. 


a bd. 11 
V' i 4 - «* l 


y' a* - 

= ad. y (I.), che è la cercata cquazio- 


199 Nel ritrovare la precedente equazione della trattoria fi è confidcrato il 
moto del punto F da G verfo E: Ma le egli fi moverà da E verfoG, come nel- 
la Fig. 12., in tal calò perchè crclcendo le abfciffe AC decrelcono le ordinate CH, 

u d z> 

1 ’ elemento dell’ ordinata CH farà = , il valore di MH farà z—x: e di 

j * 

ti d.Zt 

MF farà y -+- $. ; onde l’equazione alla trattoria KHP farà (II.) — u d. x 

a b d. u * 

H — = * d. y . 

y a 1 -h u 1 

200. Ma fé il punto F in vece di percorrere la parte concava detta curva. 
GFF., come nei due precedenti cali, verrà molfo fu la parte convelfa , e il m >to 
fi faccia da G veifo E, come nella Fig. t poiché in allora credendo le abfciifc 


calano le ordinate, l’elemento dell’ordinata CH farà — - 


u d. 1 


•; il valore di MH 


fa- 
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i5i 


ud.z 


farà x—m ; e di MF fari — S‘ 3 > •confeguentemenre 1 ’ equazione alla 


abd. a 


: — 0 d.y . 


trattoria KHP farà ( 111 .) ud.x 

Y «* +■ * 

201. Che fe I’ eftremità F del (ilo fi moverà da E verfo G, come nella Fìg. 
14., col crefcere le abfcifle crederanno ancor le ordinate; che però l’elemento 

dell’ ordinata CH farà = ; il valore di MH farà a — x; e di MF farà 

a 9 

u d,z> 

S y > e in confeguenza 1 ’ equazione alla trattoria KHP fari 

a ab J.u 

(IV.) ud.x — ~ * d.y. 

V «* - 1- «* 

202. Trasformiamo adeffo le ritrovate equazioni in modo , che niuna quantità 


radicale v’ abbia luogo . Si ponga — 


( la • i data comun» 


y a‘ + «‘ + » 

a \/t* x — f* 

que per x , o y ), donde ricavaG il valore di u , che è =: — Y , e il 

g \ / yp 1 | f* 

valore di a 1 -h u l , che è — — ^ — . Ma differenziando quello valore 


di 0 fi ha d. 11 ~ 


- — -Vivit-J, — Itdt - 

- — Y »' — «'X td. w -t- w d. t 

2 A 

•2 A 


t w* 


“ ~X t 2 »- — X td w — vidi. Per lo che foRituendo nelle precedenti quattro 

equazioni quefti valori di », di d. », e di y 1 «*, erte G cambieranno nelle 
feguenti razionali, cioè la prima in 


K X b 


X«* ■+■ «* X»d.w -„J.t 


a \ /»* — f* 

T X-TV-X^* + 


0 \ /•* +- I 1 


tXH 


= ady , da cui fi 


t*dx 2btd. w 

ricava (V.) f- itd.y — v d.x 2 bit = g. Ifieflàraente fi 

w w J 


trasformano le altre in 
Tmo VII. 


(VI.) 
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ATI '\ 

t'ix 

2 b t d. tu , , . . , . A 

( V U ) — 

1» 

t*d,9C 

«• 

2 btdw , , -, 

(vii.) 

w 

2 td.y — vulx -f- ibd.t = 0 

w 

(Vili.)- 

t 2 dx 

w 

2 b t d.w _ t , . 

. — 2 td.y +• "J.x -h ibd.t r= < 

IO 


Da quelle equazioni è fparìea la quantità a , lo che fa conofcere, che e(Ta è ar- 
bitraria. 

203. Se fi prenderà - b * — = iti.y, fi avranno le due feguenti 
(IX.) - ■■ — utd.x 4* 2 bd*t — o 

W 


t 2 d.X 

(X.) — h wd.x -f- lbd.t — O 

2 b t d. w 


e dall' equazione poi 


= 2 t d. y fii otterrà mediante l’ integrazione 


2 

bl.w —y , o fia » r -a (la lettera a rapprefenta la baie logaritmica ) . 

204, Si offervi che nelle equazioni dei num. 198, 1 99, 200, 201 la y fi in- 
tende data per y , lo che fi ha dall’ equazione alla curva, che è la baie della trat- 
toria. Rifpctto alle equazioni dei num. 202, 203 offèndo la w data per x, o y. 

A iv 

fi ha il valore di t, che è = — . Quello valore poi fi codruilce 

y a 1 ■+■ ti* ■+■ u 

cosi. Colla retta LQ^fFig- ir.) fi divida per metà l’ angolo BLD, e giuda il num) 
29J. Tomo 111 . fi avrà BQj DQj 1 BL: LD , e (pel num. 522. Tomo 1 . . 

BQ^-+- DQ_ (=*): DQ^:: BL ■+■ LD ( = V fl * + “ l -+* * 0 : LD(r=«), con* 

a u 

leguentemente D Q_= — . Che però fé fi inftituirà quella propor- 

y' a 1 -f- h x ■+• u 
tt u 

zione DL (=»): D Q^ ( = — — )::»: al quarto, che è 

y a* +- II 1 ■+■ u 

A yv , — — . ■ ■ 

• — — , fi avrà il ricercato valore di t . Quando il valore di y -t- “* 

V n' + id 4- u 

fi 
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l6ì 


li prende negativamente, allora il valore di i è 


a w 


- = DR. 




205. Ma veniamo al modo di fervirfi delle trattorie per la coftruzione delle 
equazioni differenziali. Se 1 ‘ equazione da coftruirfi avrà la forma di qualcuna del- 
le equazioni dei num. 198-, 199, 200, 201, fi offerverà primieramente i fegni, da’ 
quali è affetta , a fine di ravvil'are a quale delle dette equazioni fi riferifee , onde 
potere feiegliere la conveniente trattoria , che fervir deve alla di lei coftruzione : 
Paragonando pofeia i termini di una coi cotrifpondenti termini dell’ altra , fi de* 
durra qual efler deve il valore, che ha da fomminiftrare la lunghezza del filo fi, 
quale il valore della collante a , e così pure fi troveranno i valori delle coordina- 
te x, v. con cui halli a defcrivcre la curva, che fervir deve di bafe alla trattoria, 
e finalmente con determinare i valori delle coordinate, che entrano nell’ equazione 
propolìa , fi potrà in feguito ottenere la curva cercata, che a lei foddisfa . 

206. Dichiariamo coll’efempio le cofe dette. Data fia da coftruirfi l’equazione 


c e d. u 


u v d v 


■=bv i d.v, Oflervando la qualità dei fegni di quella 


V e* ^In- 

equazione fi trova , che tfla fi riporta all* equazione del num 198. , 

uvd.v 

do i di loro corrifpondenti termini fi ottiene ud.x — 


e paragonan- 
o fia 


d. x — ■ 


v d.v 


t e d. u 


ab d u 


y ** -+- v* ” 

, per Io che fi ha c—b — alla 


v*' 4 - v 1 y e 1 -t- a* y 4 1 -t 

lunghezza del filo FH, ed e—a= alla collante DB: Finalmente bv* d.vz=ad.y t 

\ b v x d v ■ b v* 

e però d. y — il di cui integrale t y = , ficcoroe 1’ integrale dell’ 

a ^ a 


equazione d x = 


v d.v 


V ** 


è x — y k 1 +v l . Adunque colle coordinate 
b v 3 


AD = x = y 4 * -t- t'* ( &£• *5 )> DF = J— fi deferiva la curva GFE, la 

i * • 


di cui equazione è j = y*° — 3 ^x* 3 h? x* — fi* , e quella curva deve 

S * 

elfere la bafe della trattoria. Si prenda pertanto il filo FHzrc , la di cui prima 
petizione fia perpendicolare alla curva GFE nel punto G, e facendo feorrere la 
di lui eftremità F da G verfo E, fi deferiva coll’altra eftremirà H la trattoria HK; 
e in oltre fi prenda DB— e. Da un qualunque punto H della crattoiia fe le tiri 
la tangente HF, pofeia dal punto B fi conduca la Bl parallela alla tangente HF» 
che incontri in L l’ordinata DF, con che refterà determinata la DL = «. In que- 
fto modo determinando in feguito altri infiniti punti L, elfi faranno alla curva 

LLL , le di cui abfcifle fono AD=x=:y 4 2 -h »*, e le ordinati fono DL — «. 

X 2 Ma 
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Ma fin’ ora trovata non fi è la curva, che fodciisfa all’ equazione differenziale prò- 
polla , della quale le coordinate effer devono u, v, mentre foltanto fi ha il va- 
lore della u; Ora per ottenere ancora il valore deli’ altra coordinata v, fi faccia 


così : Si deferiva la curva dell’ equazione * = +v ! , o fia v — y x 1 — *' 

che è 1 ’ iperbola equilatera NNN, le di cui abfciffe x devonfi prendere fu lo fìci- 
fo affé A D, e della quale le ordinate D' N fono eguali ad v: Che però fe con 
quelle coordinate D L — u , D'N — v fi defetiverà la curva TTT, effa farà la 


c e d. u uvd.v 

ricercata , che foddisfa alla propella equazione — -f- — - — = 

y e 1 -+• u* y k* v l 

b v* d v . 

201. Per meglio ravvifare dalla qualità , e ordine de’ fegni a quale delle equa- 
zioni dei num. 198, 199, 200, 201 debbafi riportare, e paragonare l’equazione 
data da coftruirli , in vece di confiderai i legni, da’ quali fono affetti i termini 
dell’ equazione differenziale , torna meglio riguardare i fegni , che affettano gli cle- 
menti d.x , d.y, che trovanti competere alle variabili *, y dopo fatte le p..rziali 


integrazioni ; Per efempio fe 1 ’ equazione foffe 


t e d u 
^ C* ■+■ K* 


. u v d v 

Và'-td 



; confiderandone i fegni , 


da’ quali adeffo è affetta , pare doverli effa 


b — v 

riferire all’equazione del num. 200.: Ma fe li confidererà, che l’integrale di 

V d. v « ■ . . ; 

- : ■ è — y k l — v x , che conviene far eguale a — x , e che l’ integrale 

y k* — 



« 


b — v ’ 


qual devefi far eguale ad quindi fi rileverà, che il 


differenziale d x deve effere affetto dal fegno — , e il differenziale d y dal fegno 
-f. , confeguentementc che I’ equazione differenziale propolìa deve edere paragona- 
ta coll’equazione IV. data al num. 201., e però la trattoria, di cui devefi pre- 
valere per la colìruzione delia prefente equazione è quella della Fig. 14. 

208. Se 1 ’ equazione da celtruirfi farà libera dalle quantità racicali . fi dovrà 
paragonare con una delle equazioni dei num 202; 2oq per determinar la tratto- 
ria , che fetvir deve alia di lei colìruzione , cioè a dire li prevaierà delle equazio- 
ni del num. 202, fe nell’equazione data oltre il termine contenente t* vi fa-.a an- 
cora il termine moltiplicato in t ( per t intendo qui I equivalente variabile); che 
fe quello termine mancherà , fi farà ufo delle equazioni del num 20}. 

209. Coli’ efempio vediamo il modo d’operare, che per altro fi intende ab* 

• td» v 

ballanza dalle cofe dette. Debbafi coftruir l’equazione bt'-d.v • 


d, v X k — v -t* ìgd-t—o: Con offervate i fegni, da’ quali i di lei termini fono 

affét- 
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t 

affetti, e che oltre il termine moltiplicato in »* v’è ancora il termine molt'plica- 
to in f, fi i’corge che ella de veli paragonare coll’ equazione (Vii) del num. 202. 
Ora fi paragonino i corrifpondenti termini di quelle due equazioni , e dal parago- 

ne degli ultimi G ha ìbd.t— > da cu * ^ ricava bz= — g , onde la lun- 

ghezza del filo FH deve effere = ~-g. Dal paragone dei primi C ha — ~ = 

hdv, e dal paragone dei terzi fi ottiene x — d.v X k — v , per lo che 
moltiplicando infieme quelle due equazioni ne viene d. x ' = b X*— ' v. d. v > 


x X 

e però d.x=\/bX i/b—v.d.v, e integrando x= — — V b X k — v • 11 P J - 
. . i bd « , d v 

ragooe de’ fecondi termini dà 1 - i* J — ~~T~ > 0 lia a 3 — 

O W v 

JL . jLS __ ■ che però integrandoli ha jr= — — b l. -w ~ — rr — 

2 ®‘ w iv 

— gl.w. Ma dalla equazione = bd.v fi ha » 2 = J^i 0,16 mediante 1» 

T-— . . V k — v 

fofiituzione del precedente valore Vi V * — vd. v di d. x diventa » — * 

onde foRicnendo quefto valore di » nel ritrovato integrale y 2 = — — — ~£ 

ne viene y=z — — — —gYl. Stante ciò fi deferiva la curva CFE 

J ìv i A y b 

L 

j a 

(F>g. i(5.), le di cui abfcilfe fiano AD =x = V ^ X ^ — v > c * c ord *‘ 

nate DF = — • i- gl. HZ , e quella curva farà la bafe della tratto- 

iv 1 " V* 

ria, per deferiver la quale fi prenda il filo FH = che fi faccia /correre da 

G in E, con che ver raffi a deferivere la trattoria PHK. Si prenda ora la coflirte 
arbitraria DB, e dal punto B fi tiri la Bl parallela alla tangente HF, indi coll* 
rette JL Qj LR fi dividano per meià gli angoli BLU, DLR', lo clic fatto fi mi* 
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I ry 

tuifcano quelle proporzioni LD : DQ : : — : t ; LD: DR ; 


k -v 

yb 


final- 


mente fi deferiva la curva NN'N ( le di cui abfciflc fiano v , le ordinate pofi- 

DQ.Vl-t' , D R X ~i~—~ 

live = t =z , e le ordinate negative zzzt =z - e 

LO XV* edxv* 

quella curva foddisferà all’ equazione differenziale propella . 

ira Nello fteffò modo fi opererà per coftruire un’equazione differenziale, 
nella quale manchi il termine moltiplicato per t, fennonchc doyraffi paragonare 
con una delle equazioni del num. 203, come verrà moli rato dalla quelita de’ Legni. 


ARTICOLO 


VII. 


DeW integmi, 'otte particolare delle equazioni A jfcrcnziali. 

2t x* T L prendere l’integrale particolare di una equazione, differenziale non è al- 
I tro, che ritrovare la relazione delle variabili non includente alcuna nuova 
quantità collante indeterminata, la quale foddisfaccia all’ equaz one propofta , o lia 
mediante l’opportuna foftituzione la renda identica: Così l’ integrale particolare dell’ 
equazione ai.x 4- ad.y -+- yeLx — xA x — o è y — x — la ; di fatto con follituire que- 
llo valore di y nella data equazione, ella diventa ad x -+- a A.x -t- x A. x — 
tad.x — xd.x — o, cioè o— o : Per lo che tutte le funzioni ni x, che fofti- 
tuitc in luogo di y rendono 1’ equazione identica fono altrettanti integrali partico- 
lari della medefima , 

212 Per altro quella propofizione devefi prendere colle debite cautele, men- 
tre non 4 lémpre aleutamente vero, che quella funzione di x, la qu-le foftituita 
in luogo di y rtnee I’ equazione identica, fia il di lei integrale particolare; dante 
che l’integrale particolare dovendoli inchiudere nell’ integrale ccmpleto, qualora 
ned’ integrale completo non fi polla aflegnarc alla collante aggiunta A un tal va- 
lore , che verifichi la relazione affunta delle variabili , quella relazione non potrà 

a tl x — x d. x 

dare l’integrale particolare: Per efempio all’ equazione d.y— — — — - 

y 1 Z « X — X 1 — a 1 

fodd sfa quella relazione x=a , che per altro non è il di lei integrale particolare; 
come li potrà avvertire con prenderne 1’ integrale completo , che à y — 


y 2<tx — x 1 — a* +• A, dal quale, qualunque fia il valore, che fi alligni ad A, 
mai li può dedurre xzza, Ma per rilevare fe I’ integrale particolare trovato fi 
contenga nell’integrale completo, che già fuppongo non effer cognito, oppure le 
le particolare dell’ equazione propolla , fi regoli cosi . 


A. x 


veramente fia l’ integrale 

213. L’equazione data fia d.y~ in cui la quantità V, che è data 

per x, diventi eguale a zero con fare x:=«, poiché la data equazione fi riduce a 


que- 
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167 


d • x J • 

qaefla forma V = — — , cffèndo V=o, fi ha pure ~- — o, dunque x—a 
J *■ y 

foddisfa all’equazione propofta; ma non per quello fi può toRo inferire, che egli 
fa il di lei integrale particolare: Per ifeorgere fe lo è fi oflèrvi , che elicndoli 

d. X 

trovato ^ ^ — o, ciò non può eflère, le non in calò , che l’elemento d. y fi a 

infinitamente maggiore dell’ elemento d. x, confcguentemente perchè gli elementi 
Hanno in ragione delle loro variabili , deve pure la y elfere infinita rifpetto alla *: 

Quindi fe &rà X 1 ’ integrale di ^ , cosi che l’integrale completo dell’equazio- 
ne propoli» fia jr = X + A, dovrà elTere X=oo , allorché fi fa x=za, affinchè 
x =4 fia P integrale particolare della data equazione d.y=~. Adunque acciò 

di quella equazione l’integrale particolare fia x=a t non Colo deve elTere V=o, 
ma in oltre ha da eflère X=co • 

4 

d. x 


214. Per lo che le l’equazione farà d.y— : 


a — x 


-, il di cui integrale com- 


pleto è jr — 


’ ■+■ A, non potendo eflère x — a I’ integrale 


m — 1 X a — x 
particolare della data equazione differenziale , le non è 


r=r= oc ■ 


nè potendo eflère - 


' — iX a — * 

J2— , = 00 , le non è m — 1 uri numero po- 


ni — 1 X « — x 

Stivo, o pure m — 1 = 0 , ben fi vede, che làià Tempre x=a l’ integrale partico- 
, . d x 

lare dell’ equazione d.y — ■ — . ogniqualvolta fia la m un numero poficivo, 

« — x 

e maggiore dell' unità . 

21 j. Che le da m verrà rapprelèntato un numero fratto pofitivo minore dell' 

d. V 

unità , in tal cafo col porre x—a, farà. y— • = eo : Adunque non farà *=* 

• dt x 

l’integrale particolare dell’equazione d.y — -—~ , fe facendo x — a fi avrà 

d.v v 

d, X 


— co • Che però due lòno i criteri per conolcere fe divenendo V=o col 

Ix 


porre x — a, fia x—a P integrale particolare deli’ equazione d.y — -y-: 11 pri- 


mo 
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mo quando fi ha Q. ^ = oo : « fecondo quando non è ~ = oo • Che 

d. X 

poi x—a fu l’ integrale particolare dell’ equazione d. y = » > allorché da 

m viene eGbito un numero pofitivo maggiore dell’ unità , ben lo moftra il calco- 
lo , poiché 1’ integrale completo dell’ equazione propofta eflendo 

„ [ i_ a, fe col prendere infinita la collante A, li difpor- 

J — - 1 * 

m — I X a — * 


là quello integrale cosi »—x — > 

m— »X A —J 

farà — una 

«— >X A — 3 

quantità infinitamente piccola, confeguentetnente G avrà 
jr — ir. 

m I 

a — x =ro, e però 

Xdx 

216. Se pertanto fi avrà l’ equazione dy = 

« 1(UA ICUipiC 




f n 

a — x 


t=ia il di ki integrale particolare purché non fia un numero negativo: O 


pure ( riduco per maggiore facilità 1’ equazion data a d. y — 


Xdx 

l/w 


con fare 


m — n 


.. . , l/W \ if " -/W 

V Yf-x =W ) qualora Ca d. ^ > 0 6a 


W 


JW 


dx 


una quantità finita, o eguale a zero . Intendali che col fate 


x=z* non diventi Xz=o. . r r e i 

217. Vale b fteflò per le equazioni differenziali , nelle quali fono fcparate le 

variabili, come farebbe ~ = y , in cui X rapprelènta una funzione dix,eY una 

Finzione di y. Sia X=o col fare *=*, e Y=o col fare y=zk. Stante ciò fi 


offer- 
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JK d Y 

oflèrvi qual è il valore di allorché fi pone x=e«, e qual è il valore di — 

qualora fi pone y—b; e fe quelli valori faranno o finiti, o eguali a zefo , farà 
x — a, e y — b r integrale particolare della propofla equazione differenziale. 

218. supponiamo aderto, che alla propolla equazione differenziale foddisfaccia 
la relazione y—'X. (la X rapprefenta una funzione di x ) , e cerchiamo in che qa- 
fo y—X fia l'integrale particolare della data equazione. Si fodituifca in quella 
equazione X-+- f (la lettera f rapprefenta una quantità infinitamente piccola) in 
luogo di y, avvertendo di traicarare tutte le poteftà di p fuperanti la prima, in 
confronto alla quale lbno evanefcenti, e dopo aver levati i termini, che fi elido- 
no, e aver ordinata opportunamente l’equazione, fi partì all' integrazione , prenden- 
done l’integrale completo. Ora fe alla collante, che entra in quello integrale com- 
pleto, fi potrà alfegnare un tal valore, che dall’integrale trovato fi ricavi per p un 
valore infinitamente piccolo, ciò farà fegno, che jrrrX è l’integrale particolare 
della data equazione; per lo contrario poi non potrà eflèrlo, fe dall’ integrale an- 
zidetto non li troverà rifultante infinitamente piccolo il valore di * . 

219. Sia data per efempio l’equazione dx — dy = dx X xx — yy , alla quale 
foddisfa y = x. Si foftiruifca x — * in luogo di jr, e con ciò efla diverta «fx — dx- f- 

dp—dx^ , che con togliere i termini , che fi elidono , e con 

trafcurate il termine ^diventa d f — 2 px dx, e però =2xdx,il di cui in* 

P 

tegrale completo è /- p — x 1 A-l. A, o fia con paflare dai logaritmi ai numeri p — 
A a”: Onde fe la colf ante A fi prepdetà evanefcente, evanefcenre pure rifiuterà 
la f , lo che fa vedere, che y = x é l’integrale particolare dell’equazione propo- 

fia dx — iy — ix X xx — yy. Se fi forte foilituito x-}-» in luogo di j, nell’equa- 


zione dx — dy =2 )(xx—yy , fi farebbe avuto — dp — — 


e però 


= — ^ , il di cui integrale è — /. = — l.x-hl. A, ctjcfeguentemente 

1 A 

— — —, o fia p — —, onde fe la collante A fi prenderà infinita , rifulterà infi- 

mtaiuente piccola la p , e in Confeguenza y x farà l’ integrale patticolate della 
data equazione. 

. s . ... ,• 

SCO L I o. 

*20. x°.T7Sfcndo Z una funzione delle due variabili x y, abbiamo veduto ai num. 
XI 3 , 4-che la differenziazione di quella funzione fomminiftra le due feguenti 
Topio VII Y for- 
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d " 7 L i Z 

fonnole , (-jy) • Or» da» comunque la relazione tra quelle due formo. 


le, o fu data l’equazione tra )e quantità * , y , Z , (^-) j ( fi può cer- 

care qual fia la funzione Z delle due variabili x,y, che foddisfa a quella data equa- 
zione. H problema non è Tempre in tutti 1 cali nfolubije. Io ne rianderò alcuni, ac- 
ciò fi veda come nella rifoluzione di quelle quellioni debbafi contenere . Ritengo 

• * * ^2 

le foiite elpreflioni ,'cioè dZ =: M dx -h N dy , e però M = ( ); N = 


dZs 


' d Z 


c 


)• 


2°. Debbafi pertanto determinare 1 ’ indole della funzione Z delie due va- 

d Z 

riabili x , y nel calò , che la forinola differenziale ( ) == M fia eguale a una 

data funzione V delle (lede variabili x y, e però fia M =V. Pollo </Z = M dx 
-t-Ndj = ( perchè M—Vj per trovar la forma della funzione Z, fi 

prenda la y collante, onde la precedente equazione fi ridurrà a dZ=zVdx f in cui 
la fola x ii confiderà variabile. Se ne prenda l’integrale in modo , che la collante 
da introdurli fecondo il folito contenga ancora la y , che per altro ocven riguarda- 
re come collante, e colla lettera Y rapprelentando una funzione arbitraria di y, fi 


avrà Z = S- VZ*+Y. Che fc farà Vr= 


ynx—y 


d Z a 

:, fi avrà (--)= 


y/iax—y 1 


t S .Vdx-^ì/iax—y’ , c però Z =z^iax—y> -+-Y; 

3’. Che fe di quello integrale fi vorrà il differenziale nella fuppoljzione, che 
fia variabile la fola y , fi avrà 

, iZ \ M - -3 - - 'Y 

<-ir)= N ,= 

d V dX 

S' ( ~T~ ) + ( —, — )> poiché [pel nura. 6 ] il differenziale della formoU 

v 

dV ’t 

S'Vdx prendendo x , e y variatili h \dx+dy §.dx ( — confcguentcrocnte 


— j a i 

- - ■■ — 4 - ( —, — ) , quale prefo generalmente è 
V^x—jy *3 


n= s. ). dove $■ ** C 4~> è = ~ Tj= 

J J *3 y i*x—yy 


poiché 


C*v 
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dV 

)= : 


«V 


//V o 

7 J0ndeS - Wx C lr >=^5. 


ad : 


M*- JJ* 


i«x— jrjr 1 


s 


^iax—jy 

4°. Che le la V dovcfle edere un3 funzione delle variabili _y, Z, (i 
d 7 - » 

avrebbe . </Z =z\dx, e però — = <fx, per lo che integrando fi - ottiene 

d 7 . ' ' 

— — — x -+- Y , onde re Ha determinata l’indole della funzione Z colle varia- 
bili x, jr. Eflendo per efeinpio V =yZ, fi ha dZ=yZdx+- Nrfjr, e con preo* 

^ Z 

dere y collante iZ—yZix-, quindi —y — yix, e integrando fi trova 1 . 7 . czxy 

i - 4 

+ Y. . 

5°. Se poi la V farà una funzione delle tre variabili x, y, Z, per e (èmpio 

pre 

, che riduco a e integrando fi trova f . Z — 


7 Z yLdx 

V = — — , fi avrà Z — N«fj, e prendendo j collante ne verrà 


di: 


tZdx 


jr /. x -t- Y • , 

6°. Cerchiamo in fecondo luogo l’indole della funzione Z, pollo che effondo 

». di di * 

Z una funzione delle variabili x , y fi abbia l’equazione ( -j — ) — ( . 

= A, olia N — M = A, e però N =A-t- M. Pollo dZ-Mdx-t-tldy, fe vi 


fi follituirà il precedente valore di N, ne verrà di —z Mrfx-f- A+M)( d y^z 

Aafy-f-M X</x-4 -dy. Si prenda x-t-jrr®, e in confeguenza dx + dy—d w, e la 
precedente equazione fi cambieià in dZ~Ady+-M din, la quale farà integra- 
bile ogniqurlvolta fia M una funzione di w. Integrando pertanto fi avrà Z—Ay 
-f- una funzione di •», o fia' ( perchè »-x+j ) Z — A y una funzione dìx-t^r. 
Sarà adunque M=: a una funzione di x-hy , ed N— A+- una funzione di x y. 


m — 1 m — I m — l 

Sia A — t , M=«X X+ J , farà N =m\x+y 


m — 1 . 

a ,el’m- 
w— I 

tegrale Z = A y -f- una funzione di x +• y fi troverà efiere Z = « y -f- 


x-hy 


7 0 . In terzo luogo debba!! definire T indole della funzione Z , cosi che pollo 

Y J d A 
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N — X 


ZZ = MZx + N dy fia — — {amo X, che X' è data per x], Fatra 


la foftituzione di quello valore l’ equazione diventa Z l. 


N— X 

io 


■N Zjr, 


o fia dZ=.— 

XZx 


X i x 


N 


> ,dx , , 

- + , il di cui integrale è Z = — 


4- 5. dy . E’ necel&rio pertanto, che N fia una funzione di 


S àx X dx 

. — 4- j, Io che effendo fi avrà Zrr — -+- una funzione ai y -f- 


a una 


^ Quindi M ^ ^ -+- un» funzione di y 4- ^ , £ , ed N = 

S ÀX 

• V V 

8°. In vece di M = - — poniamo, che debba cfiTere Z = MN, da 

X' _ , 

7 

cui fi ricava M = — , con che l’equazione ZZ = MZx -f-NZjr diventa ZZ = 
N 

?^?4- N Zj, che riduco a d x = i^ZZ— NZj, che con fare Z = N » pafa 
ad e fiere Zar = i-^NZ»4-»+»ZN— NZ^, il di cui integrale é ar=N+- 
^ N^Z«_Zj, e acciocché d»—dy fia integrabile , è di meftiere , che 
S fia una funzione di *> — j, nel qual cafo l’integrale cercato farà x=N + una 

19 

funzione di « — y, o fia [ con rimettere ^ in hiogo di »] xct N 4- una fun- 


zione di jq — j. 
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9 n . Dall* equazione dZz=. 4- N/jr fi poteva ancot dedurre dy — 


Zdx , , , d Z 

NN 1 v N 

Zi 


„ Z Z </ N Z Zr/N 

D. — 4 - D. - + 

N NN J N N N 

Z 


Nif-’ il * cui intfgrile ^ = N S nnX' N ~' x * ove ÌTn deve 

• # _ 2 

effere una funzione di N — x , onde quello integrale è y— — 4 - una funzione di 

N — x. 

io°. Porto in quarto luogo dZ=z M dx-t-Ndy debbafi determinare l’indole 
della funzione Z, data effondo 1’ equazione tra una funzione di M , ed x, e una 

N N 

funzione di N, e y, per efempio — =s Mxx. Si faccia — = Mxx=sV, eli 

yy yy 

N V 

avrà — = V; M** = V, e però N— Vyy, M — ; onde l’ equazione iZ 

JJ xx 

V 

e=Mrfx-t-NZj diventa dZ = 'dyydy-f </x ; Ma poiché Vyydy è = 


xx 

D. Vji’ — i-j>dV;ed — dx— — D. ~ 4 - l — i V , perciò la precedente 


y | * | 

equazione fi trasforma in dZ = — D. — 4- — D. Vy> — — J 1 — — » U & 

Vi v / 

cui integrale é Z ~ 4 - - V j 1 -h S- — V Y “7 3 — ^ cr *° c ^ e 

* s /\ 3 x 

deve eflère ~ y 1 — — una funzione di V, in confeguenza di che il precedente 
i * 

. V i 

integrale è Z = — + — Vj> 3 4- una funzione di V. 

it 0 . Cerchiamo per ultimo l’indole della funzione Z, data offendo l’ equazio- 
ne N V — M V\ La lettera V rapprefenta una funzione di x, j ; ed V' una 
funzione di x, ». Da quella equazione fi prenda il valore di M, che è M = NV 
— V', quale fi foflituifca nell’equazione iZ — M dx+Ndy, e con ciò effa diverrà 


ZZ=N V— v'XZx-j-Nafr, o fia iZ 4- VVx=N X Vdx+dy. Sia U il fattore, che 
rende integrabile il primo membro; ed U' quello che rende integrabile ii fecondo, 


oo- 
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onde fi abbia U ]{^+VV* — dW ; ed U' )(\dx + 4 y ~d. W'. L’equazione 

NrfW' NU 

adunque farà ridotta a -g- — — , per lo che fi ha a.W = -jje- X Z. W', 

N U 

confeguentemente — deve elfere una funzione di W , con che fi ha l’integrale W— 

a una funzione di W\ equazione contenente la ricercata relazione delle variabili x y. z, 
N x } 

Sia per efetnp'o M = — 4- xZ’. Mediante la foflituzione di quello valore l’equa- 


Nx» 

zione dZ — Mdx+-'Ndy diventa dZ— — y + x L X * x + N dy, c peto d Z. 


xZVje — N dx + dy* Ora il fattore, che rende integrabile il primo membro 


è — — , e il fattore, che rende integrabile il fecondo membro è y ; quindi fi ha 

i-» 

— ~ — x 1 = a una funzione di — x* -t- — y*; onde chiamando = P quella fun- 
zione di — x* -f- ~ y* , fi ha Z ss — . 

4 z ^ P 4- x* 

ti 0 . Finora abbiamo parlato delle funzioni a due variabili, vediamo ora mi 
tfempio delle funzioni a tre vacabili x, y, z. Pollo d\ — Mr/x-f-Nijr4-P<f », 

dV dV 

e data l’equazione M X+NY-(-Pc:o, o (La X ( ) 4- V ( -y ) 4- 

jy 

( — - — ) — e , in cui X rapprelcnta una funzione di x, c Y di y, debbali decer- 

dit 

minare l’indole della funzione V data per le tre variabili x, y, z. Poiché- fi ha 
P = — MX — NY, fi fòllituifca quefto valore di P nell’equazione WV = Mrfx4- 


Ndy +?dz, e ne verrà dV — Mdx -t-Ndy— MX”iNY X ofia^V= 


,dx 


M ^dx—X^z 4- NX<(y — Ydz, che difpongo cosi dV — MX — dz 

* • * \ 


-4- N — dz > ,a I 11 » 1 * con porre 5" * = VV> C S’ Y^ — o:=: 

V" fi cambia in yV = MXi/V'4-NY/V": Per lo che V deve eflère eguale a 
una funzione di V', e di V". Se i' equazione data fette (lata M X4- NY 4- P2» 

da 
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MX~Ny 


i’eqqazione P fi f». 


da cui (1 ricava P 


jebbe cambiata in d V ~ M X 


onde ponendo 


W\ fi avrà 4V=sMXdW 


4 * NY^W', confeguentemente V dovrà e Acre un» funzione di W » e di W' 
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Dell’Integrazione delle Formole, e delle 
Equazioni Differenziali degli 
Ordini Superiori. 

articolo l 

De'criterj che fervono a conofeere f integrabilità , o non integrabilità /Ielle 
fermile , ed equazioni differenz-.ali degli ordini fugeriori, 

221. TJRima di cominciare a dare i metodi d’integrare le formole, ed equazioni 

L differenziali a due, o più variabili degli ordini fuperiori , (fimo opportuno 
[ ficcome ali’ Art. l.Cap. 1 . ho fatto per le formole, ed equazioni differenziali di pri- 
mo grado] il premettere la notizia di que’ criteri, che fervono di guida, e regola 
a conofeere fe una propofla formola , o equazione differenziale degli ordini lupo- 
noia è, o non è integrabile, mentre per poter procedere con (kurezza alle cerca- 
te integrazioni una tale notizia 4 affatto neceflaria. Di fatto egli i un ellèrfi di 
molto mnoltrato in quelle ricerche l’avere feoperto fe la formula, che propolla 
viene da integrarfi è, o non è integrabile, onde o rifparmiar la fatica fe i criteri, 
che ora fon per preferivere , la inoltrano non capace d’integrazione , o pure accin- 
gerli con tutti gli opportuni tentativi all’integrazione, fe fi riconofee integrabile .Per lo 
che qualora avrai» da integrare una formola, o equazione differenziale degli ordini 
fuperiori, dovrai!! prima ricorrere a quelli criteri, e trovando che gli competono i 
caratteri d’integrabilità, fi dovrà in feguito pjlfarc a cercarne l’integrale coi me- 
todi, che in feguito darò. E qui fi oflervi , che mentre dico d’ integrare una for- 
mola, o equazione differenziale dell’ordine m intendo di ritrovare quell’equazione, 
o formola dell' ordine m — i , dalla di cui differenziazione è naca quella deli’ or- 
dine m. 

222. In diverfe mature , e per diverfe firade tentato hanno i primi Geome- 
tri di ravvifare quelli criWj d’ integrabilità. Celebre , c notilfimo è il metodo, che 
ha tenuto l’infigne Sig. Marchefe di Condorcet; come pure quello, che ha dato 
Mr. de Foncaine. Alcuni altri hanno penfato di battere una via più piana, e fpe- 
dita con a (fu me re formole generali di primo grado, e mediante la replicata diffe- 
renziazione dedurne la forma, e i caratteri, che competer devono alle formole dif- 
ferenziali dei corrifpondenti ordini, acciò funo integrabili. Di quello metodo, che 
è faciliflìmo , foggiungerò un breve faggio. 

22g. Sia Vdu una formola differenziale generale di primo grado contenente 
una fola variabile u, di cui perciò V è una funzione. Si differenzi rep'icatamente 
quella funzione , e con ciò fi otterranno gli infraferitti differenziali (i } , (2) , (j) 
dei fulfeguenti ordini . 


CO 
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(i) Vii 1 »» ■+• UT* 

<2) Vi»* 4- V'V«d*« +• 2 V'Ali 1 * 4- V^'TÌ"* 

(j) Vd*u 4- 2 V* -t- V" £ V"»)(W« 4- aV v 4- V" 4- 

3 V'" v'"" -+- iV""" X T*"* i»* 4. V" uu ' . 

iV 

Ora fi offerti la forinola (1), e fi rileverà, che V' = ( -j~ ) • Adunque acdò 

una forinola differenziale di fecondo grado contenente una fola variabile fia inte- 
grabile, è di medierò che cfla abbia la forma della forinola (1) , e che in oltre fia 

V ' = (-£->• 

224. Parimente oflèrvando la formola (2) fi troverà V" = ( — — \ ed V'" 


= ( _ — ) . Quindi acciò una formola differenziale di terzo ordine fia integrabi- 
le, è d’uopo eh’ cfla abbia la forma della formola (2), e di più che fi verifichino 

JM /V' 

quelle due equazioni V 1 ' = ( — — ), ed V" v = ( — — ) . Quelle llefic due equa- 
zioni di condizione devono aver luogo ancorché il diff-renziale </*« fia collante, lo 
che dà d*u = o, onde la formola (r) fi riduce ad V"d«d‘« 4- 2 W ud l u ■+. 

V'" UT' . 

11%. Cosi pure acciò una formola tfi quarto ordine fia integrabile deve ave- 
re la forma delia formola (3), e in oltre devono fjflillere le quattro feguenti equa- 

j\r JV K 

zicmi V"" s ( =r- ) 5 V "'" = (-r-)> V""" = (-—); V w "“ = 
du du 4 u 


rfV‘" 

( — — ), le quali devonfi pure verificare, ancorché il differenziale d>a fia coftan- 

éiu 

te, cioè fi abbia d*u — o. 

22(5. Dalle formo, e contenenti una fola variabile palliamo a quelle, che ne 
contengono due , e prendiamone la formola generale di primo ordine, che è 

+ Nafy , in cui M, N foro date comunque per x , y. Differenziando repli- 
catatnerre quella formola fenza ritener collante alcun elemento fi troveranno i fe- 
guenri differenziali (4;, (j) degli ordini luperiori 

Tomo VIL Z [4] 
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(4) Md’x 4- M' dx * 4- Nrf'ji -f- N' dy 1 4- b i" !\"%dxdy 


(5) Md J x 4 - ?M' M'" %dxd l x ■+■ M" 4- M"" 4- N "^dyd’x 

4 - M'"" ~ZT } 4- M""" 4- M'"'"' 4- N"""' X 17 l dy +■ N d<y 4- 

M" 4- N" 4- N'"X<M’j 4- ìN' 4- N"" t d 3 e y + 4 - 


N""" 4- N"""" 4- M"""" X dx dy , 

Una forinola differenziale pertanto di fecondo ordine fari integrabile, .ogniqualvolta 
abbia la forma della forinola (4), e che fi trovino valere le cue leguenti equazio- 
ni d M ~ M 'dx 4- M'Vy, e < 1 N ss N 'dy 4- N'Vx, le quali equazioni oeveno 
furti Ile re eziandio nel calo, che l’ demento dx fa collante, e però d l x — o, lo 


che riduce la formola (4) ad M' dx * 4- Nd’jr 4- N' dy 1 -f- 

M" 4> N" X dxdy : Ma per conofcere in tal cafo il valore di M, che in quella 
formola non entra, fi prenda dalla formola data da integrarli il termine, che cor- 


rifponde ad M' dx * , cui li eguagli, indi li palli all’integrazione nella fuppofi- 
zione, che (ia variabile la fola x , e con ciò li otterrà il ricercato valore oi M . 
Le due ritrovate equazioni di condizione fi polfono ridurre alle quattro feguenti 



217. Acciò poi una formola differenziale di terzo ordine (ia integrabile , deve 
avere la forma della formola (.), e di più devonC -verificare quelle lei equazioni 
(IVI — M"Vx 4- M'"Vv; ÌM' = M '""(/* •+- M'""Vv; /IM" = M"""V x 
-+- M'"""Vv . d N = N^'Vx 4 - N"'Vj, rfN' - N""V> 4 N""'Vx; d.N" = 
N"""Vx 4- N'"""Vji , dalle qu di equazioni li deducono le feguenti 

dW rfM WM' „ ZM' 

M'" = ( 77 ) ; M"" =(-—); M'"" = (77); M""" = c 7j); 

/fM" VM" dfi d N 

M'""" = (77); M"""" ss ( -7- ); N'" = (77); N"" = (75- )i 


J \ ' dN' 

’ = (—); N""" = ( — 


228. Procedendo^ con quello metodo fi fcuopriranno le condizioni dimortran- 
ti l’integrabilità non folo delle funzioni diff renziali a due variabili de’ fulfeguenti 
ordini I a perfori , ma eziandio delle formolo differenziali di quartivoglia ordine date 


per 
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per un qualfivoglia numero di variabili. Il metodo è piano abballarla , ondò non 
abbifogna d'elTcrc rifchiarato coll’ efempio. 

ng. 1 ! Sig. Leonardo Eulero nel Capo HI. Tomo HI. dell’ incomparabile Tua 
opera di Calcolo Integrale ha dimnflrato colla dottrina delle variazioni quello Teo- 
rema: La formola differenziale Xdx farà Tempre integrabile, fe pollo dy — pdx ; 
dp =r qdx\ dq — rdx; dr — idx ec., ed V eflendo una funzione di x, y, p, 
q ec., onde fi abbia dX = M dx ■+■ N dy -f- P dp ■+■ Qdq ec. , fi trovi valere que- 
lla equazione N dV -f- — . — — — d* R -+• ec. = o. In fe- 

" x dx dx 1 

guito il chiarillimo Sig. Lexell nel Temo XV. de’ nuovi Coment: rj di Pietroburgo 
na prodotta la dimoffrazicne di quello inligne Teorema dedotta dai principi del 
Calcolo differenziale, di cui or ora io farò ufo. La formola V dx rapprelenta una 
funzione di un quallivoglia ordine data per le variabili x, y, in cui dx è prel'a 
collante, come colla da quanto poc’anzi ho detto. Come poi una funzione di un 
qualunque ordine venga rapprefentata dalla foimola Xdx. lo vedremo nel feguen- 
tc efempio , nel quale per aiutare 1’ intelligenza degli fludiolì accompagnerò col 
cafo pratico le operazioni, che con generalità fi faranno. Intanto veniamo al no- 
ftro Icopo . 

230. Pollo (1) dy = pdx; dp — qdx; dq ~ rdx ec. , le farà integrabile 
la formola Xdx, in cui V è una funzione di x, y. p, q, r ec., onde fi ha (z) 
dX = M dx +- Ndy + P dp -f- Qdq -h R dr -h ec. Udu , fulTifteià r 

1 1 -i 

equazione N — —j — d. P -f- . Q — , </-'R . . . . ± 

"* dx »x 

■— — „ d m \J — o («). Per dimoflratlo fi» (3) Vdx — m'dx -f- n'dy -f- p'dp 
dx 


Z l 


[a] CoW efempio pratico rifebiareri il procejfo di quell » dime frazione , 

Sia S- Vdx = X G X . — ~ — Sii— s [con fofUtuìre pdx in luogo dì dy] 
x dy 


y x c * 1 P‘ cx ' _ yX 1 + PP . 


xp* ax 


xp‘ 


: Adunque differenziando quefta equazione 


s. «< = li UgJL , e. m » = ttijpa + - 
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q'dq 4- rVr 4- .... 4- /Vt, e dt fu = udx, la quale equazione mediante 
la foftituzione dei valori (i) di dy, dp, dq ec, diventa \ dx = m'dx ■+■ n'pdx ■+■ 
P'qdx 4- q'rdx 4- . . . . 4- t'udx; cioè (con fare la divilione per dx ) 

(4) V = m' 4- n'p 4- p'q 4 - jV 4 - . • • • 4 - che differenziara paifa ad et 
fere (5) rfV = dm'' 4 - pdn' 4- qdp' 4 - 'dq' 4 - ... 4 - ««/'' 4 - 4- f'dq 4 - 

q'dr 4- .... 4- »'du . Ma quelta equazione deve edere identica coll’ equazione 


M 


^ X 1 PP dx ^ ^ 1 P* 1 dp ss [ rwr fiflituirc pdx « /Trago dì dy> e qdx 

x*p* xp 3 


in vece di dp] 


dxX 1 PP 

xp 


lc i vjx _ y X ■ pp dx 

xp x'p 1 


agvX 1 pp dx . j v _ 1 + PP . Ì3I _ V X 1 + PP _ 
xp 3 ’ px P* p'x* 


2 JjyX_^t_PP; diV _ Mdx + Ndy + Pdp 4- Qdq = _ d JLt-tIZ 

*qy<*x . ayX » -+* pp j„ . *qyX 1 ■+■ pp a. l _LiÌJL _ 
— 7 * — — p* 

dvX i 4- pp 2qX 1 +PP J . *àp dpX J -f- PP 

* y + X p*x p l x 


*y à ? . ayX » + pp d _ . *qyX » + pp do . . * 7 ° 

x 2 p "** p** P p«x V P* 


ayX I + pp 

— dq , » ferì 


- — I — PP — 2 qy ìyX » -I- pp . 2qyX 1 -+- pp 

px 1 p*x J P^x 1 
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d<n' 


(j) quindi fi deducono i feguenti valori delle M, N, P, Q^ec. M ( — — ) 


An ' Jb' dm' An' ■ 

+ P(^T) + ? (—) + «•; N = (_) 


N = -13. 
P* 


p = r - 


1 — PP 2qX « 4- PP 


pi 

» — PP 
p*x 


p’x 


gf iy 2V_ 2 y X 1 PP . 6 qyX « 4 - PP 

P* x px 1 p»x* p 4 x 


O __ 21 2yX i + pp 

px p J x 

In olire dall' equazione [8] fi ha Vdx — m'dx -+- n'dy 4- p'dp — 


T X « 4- pp 3 . I 4- pp . 2V ayX » -»- pp 4/J 

— p? — d * + ~yr~x dy + 7T pr — Xdp > «"fo”* 


temente m' = 


— yX 1 4- PP . . _ x 4 - pp, . _ av 


P* x ’ P ' px 


2>-X I 4- PP 
P 3 * 


Ora il differenziale dì P divi fi ter dx è — d.P = -JL ( 

dX elv ' v* pX 


jdpX. i£j! i_+iL xdl 

p»x p* A 


dx flx ' x- 

tfqdv (5ydq 


<5qydx 

+ r pv' T 

4?dp 


2dy 

p^ 


i ydp 
p*x* 


P* 

4>'dx 

px» 


p l x 


j_2qydp_ 

P 3 * 


2d y y i 4- pp 

p»x l 


pV 


<5ydp X i 4- pp 4vX i 4- pp VJ _ , 6qX 1 4 PP ,, 

Fi 1 Fv x ^ — Xy + 


foX » 4- PP y ■ izqvdp tfgvX r 4- pp 

p*x A H p’x P»x l A ~ * 
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dp' dm' dp' 

+ 1 ( ) -t- ec.; P _ ( -jj- ) 4- f ( ~jj ) + ? ( ~jy ) -t- ec. 4* , 

dm' di' • dp' 

Q_ = ) ■+■ p (— ) 4- q ( ~Zf ) •+• « c - 4- t' ec.. Or* eflèndo inte- 

gra* 


X 1 ~4~ PP ^ dp ) , cb: con fofiituire pdx in luogo di dy, qdx in vece dì dp, 
ed rdx in cambio di dq , con fare T annate divisone per dx, e la riduzione determini. 


fi riduce ad [6] _J_ d. P - ± _ 8 J 4- M ‘ t- £L + 
1 J dx x 4 px pj x 


?X » ■+• PP 


pV 


6rv 

77 


*4i*y 

p’x 


tiqv 

7? 


47 

px } 


1 2< iy X 1 + pp 

p 4 x 2 


_ OlJ. 7_PP 4- g?JLLÌL£P _ -^ q2y X 1 pp . £ a JiferCHZÌah 

p'x 3 P 4 X P 5 X 


fecondo di divifo per ex 1 ì — ■ l d 2 Q^ = ~ t f 1 — ■ — 

ex dx \ P x 


4 dxdy 


P* 


lidpdv 

P'* 


frd’p 

p J x 


*4y dp 

~w~ 


+ 


nydxdp 

p 2 x 2 


4 V dx 

~P^~ 


2tPyX i 4- pp 4dxdyX i 4- pp I2dydp X « 4- PP 


xpr 


p>x* 


P 4 * 


nydxdpX i 4- pp __ 47 dx X 1 -+- PP 6yd 2 p X » + PP __ 


p 4 x 2 


p 3 x* 


p 4 x 


— ’ X 1 T~ P p V che con fofìiiuire pdx in vece di dy; qdx in luogo di dp; 

p s x / 


q dx 1 in cambi » di d*y; r dx * in luogo di d*p; q 2 dx * in vece di dp * , 
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grabile per iporefi la formola V<6r , devono (pel num. 12.) fuflìft-re le feguemi 

dV _ dp' dia' _ 

)> ( ap ) — ( ir )> ( ) — C dx ) eCl » 


equazioni ( ~jj ) = ( 




4X 




4X 


rfn' ^ */«' . dp s tfq' 

( ^ ); ( ) ; ( 'Tf ) — C ~jf ) ec - : Che P er ^ 

fé i convenienti valori prefi da quelle equazioni fi foftituiranno nei ritrovati va- 
lori di M, N, P, Q__cc, , dii fi verranno a trasformar nei feguenri 


M = 


con fare la di vifione fer dx 1 , e la riduzione dei termini diventa - -■■■- , d’Q,— 

dx 

_ 4 _ Joq_ _ <5rv , a 4q*y rtqy J»v_ . 

x* px p*x p J x p*x* px 1 

roqX « •+• pp + 4 X 1 - i- pp _ »qyX« 4- pp _ avX 1 +■ pp~ + 

p J x p*x* p*x‘ p ! x J 

<3XL±.ÌS- _ JIÙ^UL. , r , aiM : OfimMìfi fi* Kfm 


ritenere dx toftante. 

Adunque 

n--L 

-d.P + ; 

i 

d*Q^: 

— 4 

*q 





(IX 


dx 


p* 



r — PP 

*qX 

• 4- PP 

• •+■ Jr ■ 

4- * - 

8qX 

i -ri 

pp 


- 


p*x* 


P’x 

* X* 

P x 


p*X 





* X 1 + PP 


6ry 

J4q*y 

Iiqv 


4V 


i*q?X” 

■ri pp 

P** 1 


p l x 

p»X 



w 

T 


P* 

ì' 

+ f X ‘ f 

p? _ 

grv X 

» -ri pp 

J4q*vX * ■ 

ri PP 

_ 

4 

_ 

loq 

p*x» 


p*X 


P'x 



X* 


p* 

_ £v + 

*4 C 

l’y 

»q y j. 


*°qX 

: i ■+■ 

pp 




w 

P ! 

X 

p 1 ^ + 

pxT 


p ! * 


* T 
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dm' in i' dm' in' in' 

M = <77> + '<7T ) +? (-^r)+cc.; N = (— )+.,(-_) 

in' ip' dp' dp ' 

4- * (77 ) + ec,; p = ( 77 > * (77 ) + ? ( 7JT) +• «• 


Q_= (77- ) ■+• f (77) 4- 9 ( 77) 4- ec. + f'. Quindi moltiplicando que- 
fte equazioni per dx ù ottiene Mix — dx ( ~j— ) -4- fZx (-^ — ) 


dm' , , Z*' dW' 

4- 9'* (-7T ) + e&1 N '* = (“57 > + t** ( 77* ) 


*7 




+ 9** (77 ) + ec -; p — 7 X* = C~- ) (-77 ) 






+ 9 ^ x (77) + «•; Q — KX* = (77 ) + p Zx ( 7y ) 


4 X » 4- PP __ Itqv X 1 4- pp _ 4 vX ■ -h PP ó.y X ‘ + PP 


p*x* 


P 4 * 1 




P 4 * 


2 4 q*y V 1 + nn 

^ — o equazione identica . Quindi foicbl fi verifica quefta e qua- 


zinne di condizione , egli è fegno, che la frofofla forinola 


ay 


x^y 


S£L- _ ydxX ;»* 4 - a y 1 _ tyd*y X ox 1 4. 7T , l. 

xay x , — « ;-==j * 


x ay 


le , e il di lei integrale è l L_ ax * JT L 

* dy * 


ay 


Digitized'by Googl 


I 

CAPO il, ARTICOLO 1, l8j 


da' 

«* <7T > 


ec., che eoo foftituire i valori di p, q ec prefi dalle equazicr. 


di*i y ini* dm s 

ni (i) diventano M»/x = rfx ( 4- dy ( -j^-) + i{ ( ~jy) 4 - ec.; 

Jn" , A' ! 

NVx - dx (— ) 4- /jr (—) 4- d f (-jf) 4- ec.; f — »'X-** 

= (-^ 7 ) ■+■ *J (ijy) + 4? (”3f ) + ec -i Q.—f'X*' 

a’,' Vo' 

ss dx ( -^-) 4 - <fjr (-jy ) 4- (“jy ) 4- ec.. E paflando a prendere gli 
integrali di quelle equazioni , (i trova >»' = $. M dx.\ »' — $. Ndx; 

?' = &F=7X*« (con foftituire il ritrovato valore di n' ) g. Pdx — 

S- dx S N ix\ j' s: $. Q. — f s X dx = [con foftitoire il precedente valore dip'J 

1 ) V 

C. Q/x — C. rfx c. P</x 4- s- ^ S- ** S- NVx; r' = S- K — ?'X<** = 

§. R</x — S- dx S. Qdx 4 - S- dx S- dx $. Vdx — $. dx S- dx 5 . dx 3 N dx 
ec. . Adunque fe il termine , che immediatamente feguita »' fi rapprtle orerà per 

fi avrà « = 3- Il — ‘'Ydx : Ma nell’ efprellione Vdx l’ultimo termine è t'dt; 
quindi ti ha » =s o. coofejuentememe U — f' 55 o: Ora a tenore delle prece- 
denti efpreflioni è »' s: — §.” . . . S- Nrfar 4 - S-”~ l . . . §• — S-” - *- •• S-QA' 

4 - 3 -" — 3 • • • • S* Ki/x .... d: S. Tdx; che però loftituendo quello valore di 
»' nell’equazione U — o, fi avrà 5 " — S.*’ -1 • • • S- ^d. x 4 - 

. . . d.Q d,x . , . 4 x * U=: o (colla lettera»» ho per brevità rap- 
prefentato il numero de’ fegm vincolanti l’ elemento d. x ) . Che fe fi paflèrà adeliò 
all’intcgrazionc-di quella equazione , fi avrà S-”’"’ • ■ • S- N^.x -S”— . . . S-P** 4- 

C."—« ... $. Qd x ... 4 T ± -y— d.U = o . Quella fi differenzi ancora, e ne 

verrà S“~ J . • • S-N/x — $.— » . • . & *•*•* 4- S-"~ 4 • • • S- <V- x . . . =? 

.. , T — d. T ± — — , d. x U ~ o . Si ripetano le differenziazioni , e dopo un ru- 
* d. x 

mero »»4-t di differenziazioni , e di divifioni per d.x, fi otterrà finalmente 


Tomo HI. A a N— 
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i 1 CL- =, R +. 

d. x d x 


sf ■ l m -~- d .— « T ± -i" U =o. 

d. X d. X 

aji. Retrocedendo per le traccio nel precedente calcolo fognate 4 fiacri cofa adeflb 
dimoftrare il Teorema diretto, vaie a dire , che la forinola V d. x, in cui d.x è collante 
farà femprc integrabile, ogniqualvolta pollo d.y-pd.x-, dpz=:ad.x\ dq—.tdxic., 
effondo V una tal funzione di x,y,p,q ec., onde fi abbia dv M d.x Nd.y 
■+■ Pd.p.,. -t- Ud.u, fi trovi fulhitere V equazione 

N- J-rf. P , d.'Q^- d.y R..,. ± ir o 1= o. Di 

*'* T7 d.x } d x m 

fatto polio V d.x=m'dx ■+■ n'd.y 4- p'd.p 4 - q'd.q 4 - ... 4- t'W.r, la formoli 
\d. x farà integrabile, fe fi troveranno valere le leguepti equazioni 




_ 






)ec. 


( — ) 
' d. p ' 

( 7T ) 


f dp \ ..Ir'. 

<3rj> 1 <M> ,= ( 77 )l( 7T) = ( T7>“-> 


( ) ss ( ) ec. ec Ora effondo per ipotefi 




N -7T '• P +=a ** q. - =4, R - . ± /- U = 0, 

*• * d- x d X d X 

mediante la replicata integrazione quella equazione di condizione diventa 

u ± s-" • • • s- n. d x * §•"-* . . . s> r * x ± S’ m ~ t • . • & oy- x . . . 4- T / x 

~ o , o fia U — i' = o (poiché rV — g. 1 — t' J( i.x ss + g." , . S, N d. x ± 

. S-P d.x* ec.); e retrocedendo in feguito fi ottiene r's= S- S — r ' X d ** 
r' s S- R'^T'X d Xi *' = S Q.- 1' %d.xiP' = S- d - X d. x, »'= 
g, NZx; *'i=g.M-U: Ma «'=: (z) £ M/x a S^x( — ) + S 


+ S''<7T> 


+ s- d.t 


(^);»'=(3)S.N/.x=S rfx( 



4- 


S- 
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s ( ry } + zy) • " -s A t Ctj)^'=(4)s-i j - » v x**= 


(>) S.O.-P' X **= + S. c — ) + S././C^ )... 




+ S'-' ( Z7> r ' =( ó > S.K - X * * = S. d. X (££ ) 4 - S *3 ( ~ ) 

i }>' i. t' 

S - d - P ( r ) • • » + S- *• 1 ( z ) ec ’ ec * Q u * n< ^* G trova 

(0(^)=S.^C^)4-S^( 7 ~ r )4- 

— -V i 2 »' 

s - / ^ ( 7 TZ"j ) '* • + s / ' f 
CO(^> = S.**(T^) + S.*jr(TO ? ) + 


s-^zdfr» 


+ S-'-(- 77T7 ) 


J d % m y J* 

(!) < *7) = s. <« C T777 ) + S. i jr ( ^ ) + 
S-''< 7 TZ?> ■•• +S‘ l ' t a"t il > 
«<iì)rS*-{^> + S'/iz7Z7> + 


Aa z 


0 ) 
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« (ìf)=S*'f-ér,) + S 4 »t77rj) * 


$'■'( 3777 ) ••• + S"‘’ < 7 Tr;> 

<„ (tt) =S "''( 3 ^T ) +&'•’ f z£r»> + 

S df <ZTÌj)-- • + S*' ( j "777 ; 

(») ( 77 ) = + S ij + 

S i! ■•• + S’ /1 ( tt 77 ) 

0 ) ( 77 ) = S' 4 " (TfTj) + S' J ' 5 ' 

S*»<^- + S*'(i 7rr.) 

= $' '■‘(ZTX?) + S ,/,( 7^X5- 
S ** 0 . x 4 * ) • ’ • + S * f ( tztj ) 

Jo' r* , d . 1 »' x p , ii.’ I»' » 

<") Crj) - S , ‘ / - x( “^T7 ) + S J ("27*7 

S / 1 »' , r <f.* »' , 

• / '<- 77 r 7 >/- + S / ' < 7777 ) 
w<tf>=S'«<77T7> 

S<'<t£V “ 

\ • 


) + 


) * 


) ««• 
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Paragonando pertanto le equazioni [i],e [4]; le [a], e [7]; le [3], e [io]; le [5]» 
e [8J ec. , fi trovano valere le equazioni di condizione ( j-y ) — ( ^ x ) ì 

(z7>-< = 4S>» «rr> = <#>“• h 

dimoftrano integrabile la forinola Vrf.x. Adunque ogniqualvolta fi trova fufiifierc 
l’equazione N — j-~ d - p +* ===* d * Q. 1- =, d} R + ec. , la formo- 
la V d x è integrabile . 

Ofierva il preloaato Sig. Lexell nel feguente Tomo XVI. de’ nuovi Contentar) di 
Pietroburgo, che non Polo dalle equazioni [1] , [3], [4], ec. fi ricava M <r x — 

'<£) +a,(£) + H (£) + * (“)• n<«=/^) 

+*(-£) +*(£) ( 4 ?) + 

+ ”” + " (-5-) 4 -»Wx;Q/ae = ^( 7F ) 

+ **(■£■) +"(-£) + ••••+"(■£) + »”* ^ e petò M== 

+K-S-) +*(-£■) + ’•• + " (£); N = (tt) ( 4 £) 

+ ?(-^-) 4 + “ (tt) ; p = (-^“) + * (tt* + 

+ « (-£-) + ^=(77)+ ? 

» (-^-) «c. ma ancora fi ha MJx=Jx (~) 4 - *3 + d J \ di ) 

-+<it Nrfx=(fx( 47 ) + rfj (-^-) + rf K 7 r) 
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+ 'K“7r) ; VJx=dx (ir) +■ *3 (17) d f (17) + ■■■■-*- 

J '(- 7 T ) + <l d *= Jx (-jJ-) +• '7(17) -h 'p (77) 

+■ . . , , -f. 1 (-^-) -t- ix cc., confegtrentemente [6] M = 


. // 'i 






/ « *» v / fl « v / fl V / «w V 

+ p (17) +» (17) + ••••+" (tt) ; f7l N = (- zr ) 4 - 

- 7»' x r dn' s f di' . » rfp' N / dp' * 

Kir) ■+■ * (ir) +■ — + “ (n ) : l8J p — (~zr) ^(rr) 


+ ? (17) - 1 + u Cir) + aV; Q - (ir) + Kij ) +■ 


/a'v 

^ 4- • • • • 4- « (yy) 4- 7 ec. Quindi paragonando i termini di que- 

lli valori di M, N, P ec. coi corrifpondenti termini degli altri loro valori antece- 

• r / dm' v . in' //«l'v W/v 

denteroente trovati , fi ottiene (77) ss (77); ( 7 ^ ) = VU)>‘ 
(£) = (£>»■•■■(£) = (-£>>(£) = (£)> 




(àfr) = (£> • • ■ ■ (£> = (■£) > (£) = (£) “• ■ 

con che più fpeditamente , e direttamente retta provato il propofto Teorema (4). 

*• 2Ji. 


( 4 ) Per togliere ogni fcrupolo , file fu la data dimojlrazione najcer poteffi , pajfa 
egli in Jiguito a efibir la feguente . Effondo d. V = Mdx4-Ndy-f-Pdp -f- er. in- 

... * ^ . x/ dM v ,™s ,dM. ,dP N 

tegrabde, deve efferc ( pel num. II.) (— ) = (—) ; (— ) = (~ )i 


le ?««/<’ equazioni fujfflono dì fatto, poiché dalle equazioni 
(->) > (7)» (8), (?) ricavando <Jt 
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232. Che fe neH’ equazione V d. x — m 'J. * -f- n'd.y 4. p'd.p 4. . 
fofiituiranno i ritrovati valori di m', ec., e (fa diverrà Vd.x = 


191 

.. + t'd.t fi 
*xS.MJx 
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+■ d.y S-N d.x + d.p XS- 1'** - S /«S-N** + 

d.q X S-QJx — S't-xS -* 4 *-t- *>•*•*!>• *■* + 

# 


d. . « n» 

Quindi mediarne It 

d.m\ . , dM , ,d m; 

) -di (-37 


a m 

e /ff 4 77 
dm' 

°” dt < Tp ) 


d. m' d M 

opportune fofìituzicni fi ottiene d( 77 ) = d x ( 77 )i 

dm' , dM d. m' . , dM dm' 

Tf = S- dx (77 ); d. C — ) =s dx ( 77) - di (-J7 )» 

d. n x 


-r * 

dm' dM . dm' , , , d. n' 

* S àx ( 77)- S-d* (-77 )• Parimente d, ( 77 ) 


d* n' d’ n' d’n' 

: dx (StTx) ? dy ( d 7 d'y ) + dp ( 27 ^>> + ” ’ 

d.n' d* n' d* n' d*n' 

d( + d 3 r (d 7 ^) + dp (a 7 ^> + • ’ • ’ ** 

d. o' d* 0' , , d* n' „ , d* n\ 

d- CTq-) = dx (a 7 di) -*- dy QfdqJ +- dp (dp^) + *** ‘ 

dn' dN , d. nV 

d. (77 ) = dx ( — ), » In e onfcguenM (77) = 

S’ dx ( 4 r^ d ’^) = dx ( 4 ?)- dx C 7 f)^^( 

dN dn' % 

& d *( 7 p )~S-dx (—)«.«- 

dM dN . , dM ^ , 

BJfendo pertanto ( 77 ) - ( 77 )W t™ S- d * ( 77 ) = S- d * ( 

^ H*' « d.**' ». « • ,/n .J. r* * 


dM dN ^ „ dM v _ . , dN 

*/«•* ( 77 ) = ( 7 T y» * f m s- d * ( 77 ) ~ S- d * ( 77 

fi ha adunque ( 77 ) = ( 77 ) . Ver la fleffa ragione effondo S-dx ( ^7 
dm' dP dn' dm' d 

S dx (77) = S-d* (77) + s- d * (77 hfih (-35*) = 
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i?ì 


i.t x • • SO-"'* t S**‘ . . . s 1* * S ■ S N -/. *• ' 

.rtcunque acciò ia forinola V d.x Ila integrabile, e di meftieri clic fiano pure inte- 
grabili le forinole M</.x; N//x; d.x^X l'— i> frd.x ,dx X Qj— j.P/I .x-t-$.d.x>.bd.xi 

i. x X R — ^.^J.x-t~ì)d.x^yi-.dx — ^.d.xyd.x^.Kd x ec. onde dall’ integrabilità di 
quelle dipende V integrabilità <11 quella; e vicendevolmente fe la formola V d.x fa- 
rà integrabile, integrabili eziandio faranno le forinole Md.x-, N d. x ; 



farà integrabile, faranno pure integrabili le formole 


/ A. V ' 

\ . / d. l V > 

V , / d. 3 V ' 

\ . / d.* V \ 

\ d .y. 


) d. x; ( r= 

) d. x ; ( == r ) 

> \d. 1 ' 


> \ d. y 4 / 


234. Siccome poi [ pel num. 496. Tomo VI. ] S." ... g. N d. x ss 


|" x m g.N d.x — mx™— ' S- Kxd.x +- ” ■ ” — ‘ x’’’— J S- N x> d. x 

-j [• 

I ra.m — 1 . m — a _ , „ . , . , „ . , _ , 

— x 3 g. Ni x 3 d. x .. . ± S N x d, x 

L ; 

1. 2. 3. 4 . . . m 

perciò eflèndo g.P/x — §. d. x$ Nrf x — S. Pd.x — xg.Ni/x 4- g.Nxi/.x , 
e [pel num. 232 .] effondo integrabile la formola N/x, e però x $.Nd x; quin- 
di poiché [pel num. Hello] d.x XP — &• N d. x è integrabile, deve effer pure in- 
gtabild d.x X P-b-Nar. Per la ftefli ragione eflendo integrabile la formola 
d. x xl^HTTs^S. N d.x [pel num. citato], trovafi pure integra- 
bile la formola x^Q^+Px-j- — N x 1 ec. ec. 

Tomo VII. Bb 235. 


d ni' d q' 

Continuando le operazioni Jì prova nello fttjjo modo, (be [ ] =3 [ j; 

d n* d p' . „ . . , , , 

[ — - ] — [ ] te . , con ebe re (la inno (irata la ventò del teorema . 


dy 
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Dj quanto (i è detto è fàcil colà il dedurre i criterj, che dimoftrano in- 
tegrabile ia forinola d x^.S d.x. mentre acciò quella formola (ia integrabile, de- 
ve primieramente ellerc iotegrabile la formola \ d.x, ebe lo lari, qualora pollo 

ò*V s Mdx 4 - NV.jr 4 - P d.f -+- Qdq . . . 4 - U i. u fra N — 1 /.Pq. 

d. x 

— d . 1 Q. — '- 7 — s R . . . ± ==„ i/."U=o. Quindi pollo S. Vii. x=V’ 

X d X d.x 

quantità integrabile, e d. x$.\ d.x = \ s d.x , f? li porrà [9] d.V — M'd.x 4. 

4 * l' v </p 4 - T v d.x , ia lutinola Wx làrà integrabile, qualunque volta 

[pel num. ajr.} fiuTilla l’equazione [io] N v L_ d. P v 4- — — , rf, 1 Q' 

x d.x 

===3. d 3 R' 4 - ec. —0. Ora per trovare i valori di M', N',P' ec. elprelll colle 

quantità M, N, Pec., fi ollèrvi che [pel num. 2j2.]è d.\' = Vd.x =d.x<$.Mdx 

-t- d.y^tid.x -t- d.f )( C. Vd x — d x ec.; dunque paragonando que- 

lli equazione colla precedente [9) li trova M' = S- M J * i N' = S 1 N. * x > 

P' = S’ p -^- x — S-d.xS-Kd.x ec. Che però IbfUtuendo quelli valori di 

M\N',P' cc. nell’equazione [io], e fuppodo, che e Uà fia N v —d.f'= o, 

d. K 

fi trasformerà in zS.N<f.x — P=o: Sr-fiirà N v -- d. P' 4- 1 .. d 1 (V 

*' x d. x * 

— °> fi cambierà in J $. N d. x — 2 P4- — o : E generalmente eflèndo 

N ' “ J— p ' + =1 J -*Q '—===} di R v 4- ec., fi avrà «4-1. S- N d. x 
d.x d. x 

d, Q d* R 

01 P-h [”* 1 ] — [ m — 2] ==2 _ 4- cc. = o. Che fe da quella equa- 

.d.x 

ione fi fottrerrà V equazione w+i . S- N d. x — [ m+i ] P4- d. Q_ — 

(==! d* R ec. =0, che rifilila dall’equazione N -i— d. P 4 — d 1 Q 

d.x d x ^ 

^ ^ -h cc. — o moltiplicata per «4-1 X <£x, c pofeia integrata , ne 

ver- ^ 
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a a 

■verri P — - — d. 1 d. x R — cc. = o . Adunque pollo i V ~ M d.x 

*• x d. x 

S •• 

-+- N ’dj 4 - Vip ■+■ ec. la forinola d.x$.V ix farà integrabile, qualora fi trovi- 
no fu Ili fiere le due feguenti equazioni N — i P 4- — — d' Q 

** ZT‘ ' 

=rj d} R + tc. = o; P — d. Q^ 4 - ~ =i /.* R — ec. = o 
i x *■ * d. x ' 

25<5. Con un calcolo contienile fi troverà, che acciò fia integrabile la forino- 
la d. x S, d.x S- V d.x , rifpetto a- cui deve cflcrc g. Vd.x — V' q.d. x<vV d x — 
V" ; d x §.d.x $.Vd.xa= V"d.x ; d.V = M/v +- Ud.y +- Vip 4. ec ; d.V' = M'd.x 
-+■ 4 - P'd.p -j- ec. ; d.V" = M "d.x 4- N"djr 4- P'V.p + cc., hanno a fufli- 

ftere quelle tre equazioni N d.P + = t d. 1 Ct— — j dì R 4. ec. 

d. x d x 


■ o ; P di Q • 

< x 

5 <5 

- — U+ — 


==, R __±- dì S + ec. = o; 
d. x d. x ‘ 

d . 1 S — ~r, d.ì T 4 - ec. = o 


231. Da ciò fi intende come debbafi inrtituire il calcolo per trovare le equa- 
zioni di condizione, che dimoftrano integrabile una prc polla forinola d.x $•” . . . 
S • V d. x. . i. ' 

238. Partiamo a cercare i criteri d’ integrabilità , che competono alle formole' 
più comporti: , e tale fu la formola V d xg. v'd. x, in cui tanto V, che V v rap- 
prrfentano funzioni date per x. y, p, q ec Porto d V' — M'd x 4- N'd.^y 4. 

+ 0*4 ec., già per le cole dette di fopra la formola V'dx farà integrabi- 
le, Cc fi troverà furtìrtere P equazione bP — — — d. P' 4- — — d . 1 CP — 

** 7T 

— — i> R' 4- ec. =0. Che fe fi porrà [sa] D. [VS-V'd.x] = m'd.x 4 - 
d x 3 

tt'd.y 4- p'd p 4- ì'd.q 4- ec. , farà pure per le cofe dette integrabile la for- 
inola \ d x S-V'd.x , fe fi verificherà quella equazione [13] n' — i f ' + 


— — d.*j' — — dì e' 4- ec. = o. Reftano dunque foltanto a trovarli i 
al x 1 ix 3 

valori di m', n x ,p',q' cc. per ottenere quanto fi cerca. Si ponga pertanto 
d.V = M d.x 4- N i.y 4- Vip 4 -Qd.q 4- ec., e fi oflervi, che [pel num. 232.] 

Bb 2 fi 
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lì ha W.x=/xS M'<ix-4-</jrS.NV.x-»- < LpXS- **'* x — ^d.x^.N'dx + 

d. q X $.Q'<ix— S- d.xS.i'a.x~-i- $ d.xS.d.x$.X'd..x + ec. Ma D. [VS.VVx] 
= d. V S« V' d. x -j- V \'d x; cunque con foilituire i precedenti valori di d. V , 
e di V' d x, quella equazione diventa D. [ V S- V' i x) — 

S. V' d. X X + ec. 4- Vd.x S- M'Z x 4- V d.j S-NV.x 

-+- V d. P X S-F'd.x— ^.d.x$.S'd,x 4- 

V d. q X $ ■(£d.x — s d.x^, 1 ,% d.x 4- $• d x %-d.x $.N' d. x 4- ec., la quale 

deve edere identica coll’equazione [it]; quinci fatto il paragone oe’ corrifponrien- 
ti termini , fi troveranno i fesuenti valori di p' ec. , cioè m' — MLVV* 

4-VSM'Zx; *'=NSVV.k 4- VS-NV.x; p' = J> S- V' d. x 4- 

V XS-V'd.x — S d x $. N' d~x ; q' =s QJT. V' d x + 

V X S-QV-* — >d.xS. i'V.*4S xj. d.x S- N'</ e; r'= RS-W.x 4- 

V X $• K V. X — x S o: -V -+-^7 X $.d. X $ F'd x - ^d.x S <t X Sd.x N'd.x ec. 

Onde fi ottiene 'dp'=z — d. P S-V'd.x 4- PV' 4- 
x «. X 

j^iVXS. P' l x- $. /* s- N' <** 4- P' v - V S- N' d X ; —, /**' = 

= ** Q.S- v ' ** + /V V '- 4 Q.+ zV Q.* v ‘ + 

~ d.' v x s-oy-x-s-' xs.pv.x 4-s^ xs.</.*s n'/x 4- — v/ qi 

d x , , . - "• x 

— VP' 4- VS-NV.X Qi—ò-P'd.x 4- s.rf.xSN'rf.x ; 

== 3 * 5 *•' = /3 RS. V'/« X 4- ==. V' <f.» R +• = L 1 i. V'a + 

^ * ti x / x d. x 

— t R/. 1 V' 4- 

X ’ , • > 

~J V X S K'/x-S i/xS.Qld.x4-S.</.x J .rf.x vV PV.x-S d.x$.d.x > dx$ NVx 

* .V 

4- ==, Vi* R' — 7 i-VZQ'4-P'V — VS-N'Zx 4- -X, /VZR' — 
* * *'* d77 l 

! 3 
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7 q, d v + rl/Vj, V'd.x — -L d.V S.-/xS.N'/x -f- 

4. X M» X il» X 

...V , . ^ ..... / 

**• 

-i- R' d. 1 V' — ===. d. 1 VSQl^x + == 1 rf.‘ VS.rf xS.PV.x — 
di x d. x i. x 

— ^— l (/.’ V S. </.xS./x$.NV.x; — — ! <rf. 4 x'=s ec. Ora mediante la foftituzio- 
4. x 4. x 

ne di quelli valori di di d. f' , di x d.‘ q' ; di rf. 1 r' ec. , nell* 

*' x X V. X 3 

equazione (13) V cita fi troverà elfere dopo la conveniente ordinazione de’ termini 


s- v ''*X n ~xt'- p + =. 

V' V p — d. Q^-t- 4 -, d . * R - ec. -h 

ZT' , - v 'X < 2--A 4R+ =- *’ 


f . 1 S — ec. — 


— ** V' y R _ 4 4 S + ec. + 

d.x A </• x T 

vY^rS. NVx-mP'-f-— -J.Q1— ( — '1 d.' R + te. + 
A rf.x * * 

~d v)( [”Fi.. W S- *x s- N' *x- (EELl! s . P' * x 


+ liiilzJ o: - (1±±4ZLU R' ec. 7 

1. 2 I. 1. d. X J 


• ' ■ i ____ ‘ _____ 

+ j=. à< v x sa.s s^«s«x 

I. 2.3 , , 1.2.3 v 1.2. 3 d * ' J 

z=r oj che è la ricercata feconda equazione di condizione, la quale con togliere 
. i ter. 
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I termini, che la prima condizione manda a zero, (cioè a dire i termini, «he 

» *1 

vengono fomminiftrati dall’equazione N' — _ L. d. P' a 1 d. x 

“• x d x . 

} d. } R' -f- ec. “O moltiplicata in m + i )(/ *, e poi integrata, e pari- 

d. x 

mente i termini , che vengono efibiti dall* equazione m -t- r . g. N' J. x 

( m *t * 1 X P' H — T~~ 02 — ( =— d. 1 R' •+- ec. == o moltiplicata in 

À. X 

e P°* integrata ] diventa S W.x^N -, ~ i. P + _ L.^ d'^ec. 

d. x 

- v 'X p -/V /Q - + j=. ' ,R - ~ 

+ zV" v 'X Q --ZT tR +^:.''‘ s - “ 

il. X 

- z=- v ' X R -z" + “ - v X r '-i‘ , ^=. + 

aV* v X~2V*»+“ + 


~ v V X R ' - A + == **T' ec. = o. 

x d. x 1 

2 19. Se farà V'=rV, con che la data forinola f» trova effére V J.x$.V4 x, 

ballerà quella equazione di condizione N — - r ^— d. P ■+■ — L- d l Q «r — n 

À - * TV 


* 4 °- Collo Hello metodo fi potrà procedere all’ invenzione de* erteti , che 
dtmcilrano integrabile la formola V d.x S- W'*S V"d x , e cosi delle altre p ii 
complicate, ove V, V' , V" rapprefenrano funzioni di x , j, p, 4 ec. 

141. Finora abbiamo cercato i criteri d integrabilità di quelle fcrmole, nelle 
quali entrano due variabili x , y coll’eleinwiro collante d x, e cogli elementi di v 
di qualuvoglia ordine ; Ora paneremo a cercare gli flellì criteri per quelle forino- 
le, nelle quali entrano tre variab.li x . y , x, eoli’ elemento collante d. x , e co- 
gli elementi di y, s di qualfivoglia ordine. La condotta (leda del calcolo tenuta 
nel preced. num. 230. ci fervirà di guida in quella ricerca. Sia pertanto V d. x la 
tormola propella integrabile, in cui V è una funzione delle variabili x, y. t>,p t 

P'< 
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»•» r' fc.: Si ponga d.y—pdx; dp = qd *; d.q—rd.x ec.; </z,— 
p'rf.x; d p' =zf d.x; d? =r'd.x e c, e d V — M<i *■ 4- Nifj 4- P</p 4- 


U d u 




, . . NV.p' 4- P' d. q" . 4- U' </. 

Si faccia in oltre \ d x = m"dx 4- n"d.y 4. p'V.p 4- d q 4- »" d, t 

4- pd.i.-i-i'd.p' 4- * 4 *' 4-^ < v 4. . . . 4- onde fi ha V ==■»" 4- »"p 
4 -p"? 4 - 4'V . . . 4- /" » ( poiché fuppongo d.t=wd.x) 4 - up' 4- r»' 4- T ?' 
4 - . . . 4 - <r «' f fuppongo dt' = u'd.x), e però </. V = d. m" y-pd n" 4- ad p" 
4 - r,l. q" 4 - n'V p 4 - p" d. q 4- q" d. r -h ... 4- t"d. «i 4- wii" + p d. p' +-p' d. p 
4 - r ì' 4 - </. » 4 * • • • 4 - <■ ■/• «' 4 - tt'i.a. Ora fe la forinola V d. x è integrabi- 

Ie, deve eflèrc [i 4 ] (~) = (££) , (£') = 


. dm " 






v 


/ »' 


z ^ r \ ™ x a. n . a. u 

( d~y ) — (d. x ) ’ (d?) ~ (rz> ec; Cw~ ) = ( 77); 


d. 


,d.p 


J. 


(ij> = CÌ7>> (ijrJ = (£r> «■> C'Tf) = (Hh 

( zj' ) = ( ZT ) ec,; (77) — ( 7-7 > eo Per Io che a norraa deI 

citato num. ijo. fi troveranno i valori delle M ( M % , N v , N, P, P x ec. , che fo- 
d.m d.H " d.p" d.m " 

no M = (zr> + > (zr) + * (zr> + «■»* M '= (z'z) - + - 
* (z*r) + ? * ) ec, > N —(rj) C77 ) + 1 (dj’)~ hec,; 

N ~ ( tu p' ) ^ f ( d. p' ) + * ( rf.p' ) + ?c. + f* ; P = ( j~ ) 4- 

« * 

d II" d ' fc" r y/ -.'V J — n\ 

Kryì+i (zy) +• «• +-"J p '= (ztO +^(77) + 


yp'\ 


» ( zrO + ec - 


* ec. ec. » i quali valori per mezzo delle opportune foftitu* 


zioni defunte dalle precedenti equazioni (14) di condizione fi trasformano ne’ fe- 
goenti 


M = 
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M = (— ) 
v dx ' 


.dm" imi'' . im " . - 

f (- 3 T-) + ? (^ 7 -) + r (— ) + ' ( — ) +«• 




4 / 






« 

?<■&>+*'(-&)* 


N 


N' 


V»'V ,</»" 

(^r> + f( - 7 j ) + 9 ( 7 r ) 


ec . + (— j 


</ » ' 

* < 77 ) 


r (77) + ec - 


< 77 > + ' ( 


— (77) 4- ec. +f ( 


Z* . . . Zr 

7 T ) + ? 




*' <77) + “• H_ '‘ 


<£>’+* + » < 4 ^ +~+ *" + K<i£> + 


( Y C^f) + 


•4 


(•, 


I 


. //t . , d * v . i? t . . > ^ . 

r = + > v ec ‘ *' ■*■ 


ite 


% f v » , d V 


Quindi fi ottiene w"=S.M</x; «"—S-NVx ; pi^C.MVx; p"~$. F — ®" X ^*ì 

* =S->— f* X^*; ?" -' S Q.-rx^i * = s- p' - » X « ; 0 fa 

m"z=q.M</x; «"t±S.\Vx; m = S.MVx; f" = S.fV* _ g. dx$.N </x; 
r =S-NVx — S.rfxS.M'</x; 9'' = S.Qyx — $.,/xS.IVx.+.'s.</.x'S-' / *S N ‘ / *-; 

§. P'dx — Q.</xS-N'</x -+- g. dx$.dx§.M. s dx ec. ec. 

^'='S.T</x-f- . . . ± $.”-*... c.-...j;nVx} <t3$.TV* +-.... ± 

S-” -1 • •• $.NVx 7 S - ” • •• S 1 MVx. Ma poiché i differenziali della forinola Vdx 
non oltrcpaflàno dt , di', fi h* perciò 5- = U ; <r = U\, per lo che fi ottengono le 
due feguenti equazioni Un? l .’.. . g.NVx ± S* — 1 • • • $.Px q: S-” - 1 • • • S-Q.^* 

.... STdxjU'^ + S-”- •• S- MVx ± • . • S- NVx + S-’~ l • • • S- 1> '* r * • • 

rf- S .T'rfx, delle quali la prima integrata un numero m+i di volte, e altrettante 


vol- 
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volte divilà per dx diventa N — -1— i. P 4- — — d 1 Q — — L_ J3 R 4 . ec. 

Àx *dx‘ ~4x l 

— o; e la feconda integrata un numero »4-i di volte, c altrettante volte divifa 

pure per dx paffa ad eflète M' — —j — d N' 4 - — ^ d * P' — -J— d* Q1 -f- ec. 

** nx % dx 1 

™ o , che fono le due equazioni di condizione , che nafcono dall’ integrabilità del- 
la propella formola \dx. 

141 . Procedendo con ordine retrogrado lì ditnoftrerà nella Odia maniera pra- 
ticata al num. iji., che fe le due precedenti equazioni di condizione fi verificano 
la formola V d.x t integrabile . 

14 $. Di pari palio collo ftelfo calcolo ptofeguendo lì dimollrerà , che fe farà 
integrabile la formata V d.x data per le quattro variabili x, y. z , «, e pei loro 
differenziali di quilfivoglia ordine, a riferva del differenziale d x, che fi prende 
collante , col porre d V M d x -ì-Nd y 4- Prf p 4- ec. 4 - I ^ d z -t- PV. p' 4- 
Q^dq' 4 - ec, 4 - N'V.« 4 - P"d.p" +- 4» ec. , dovranno verificarfi le tre te- 
gnenti equazioni N — d. P 4- r ...— 1 d 1 . — _ — , 3 d. } R 4- ec. = o ; 


N' — i. P' 4- d. x Q 1 — ==j dS R' 4- ec, = o; 

d. x d. x d. x 


N" 1 _ 4. p" 4- -I— . d. 1 Q" — d 1 R" 4- ec. = o: E vice verf, * 

d. x 4 x d. x 

fe fucileranno quelle tre equazioni di condizione;, la formola Vdx farà integrabile. 
Parimente farà integrabile la formola Vdx data perle cinque variabili x,?,»,*,», 
t pei loro differenziali di qualfivoglia ordine, a riferva di d.x , che fi affiline collante, col 
porre d. V — Md x f-N d.y 4-P d ? 4-er.4-NV.z4-P'd.p'4-Qy ?'4-ec.4-N'V.«4-P''d-/>'' 
4 - Q )'d.q" 4 - ec. 4- N' u d.» 4 - P"'d />"' 4 - Q >"'dq w 4 - ec., lì troveranno valere 


le quattro feguenti equazioni N — ^ d. P 4- ==: t d. 1 Q_ — ^ 


4 -ec.=o-, 


a. x 


N" — _L d. P" 4- ==1 d. C£' — r=Lr, d.» R" 4- ec. = o; 
d.x • d. x d- * 


Teme PIL 


Cc 


N'" 
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N'" — -i_ J. P'" 


vtrfi . 


d 7 x “ * -À* -2=» * R '" + «’ = o; e »/« 


Remerebbe a molfrar coll* cfrmpio come ne’ cali particolari fi debba far ufo 
d i quelli ente:) per conofcere fe le date formolo da intcgrarfi fono veramente in- ‘ 
tcgrabili , ma per non diffondermi foverdiìamente giudico, che poffa biffare I’ e- 
fempio, che nella nota («) al num. 230. ho prodotto. Solamente rimane a far vedere, 

che a norma del num. 234. fìano integrabili le formole Md.x; N/x; d.x X Nx 4- P ; 

Ì * )f Nat 1 + lo che efigge l’integrabilità della formola V d.x. Ora 

( fi prendano 1 convenienti valori dai luogo citato ) 


— ,-pp— 2 9 jiX<fe , iW.rK i+ff , M)X '+Pf 

P* 1 


p*x J 


Mix — ~ 7 -' A 4. 

(con fare le opportune foflituzioni, che vengono forami ni fi rat e dalle fatte fuppo- 

ày X 1 ■+■ P P 2 y d p t 2 ydx X ' -+- pp 
t ** p X* ' P7 3 

^ e P èrò integrando S-M<fx ~ — * Y - \~ ht p . In fecoi». 


licioni di dy-fdx, dp=qdx) — 


J>J x* 


do luogo NVx — ? *- _ ; *X ' +- fp _ 2 y <fx X i + pp _ 2 <//> 

** p'* 1 P»x — }* 

_ ' V X < -t- pp 2 ^rX * +-pp. 

« 2 ** rj— 1 quindi S_ NVx = - — In terzo tuo- 

1 i x p x 

go dx X N x P == 2 rfx X 1 4 - p p igdx % I -h pp 

F p‘x fi "*■ 

— _ _ ilffL 2^dx xTT17 . ^tVxyTTT; 

* P’* P*‘ + pia? + p- = 

(poiché i?ÌiL _ Ì1^!LXJL±1L _ 2^p 2 d x 

> p 1 F“ = = 

— ) — — _ X > +■ pp ìdy 4 yp typ 2> Vx 

** P J X px p*x P 2 x px* + 


p X p 2 x 


2Jl/x X t 4- PP t djl/f p X I 4- PP , 

pj ■* — 4 - > confeguenteraente S ^x X N x 4- P 

y x • +• pp . 2v ____ 

^ + Finalmente ,/xX Nx* 4-2Px4-2<^ = 


t 

7 


*1 
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ìqxdx X I 


23 J 


"+*&_. 2*&JL 


pp 


: -** 

iiry^IL . »4j'« X 1 pp _ Wp _ L 1 -hpp ' 

t 


r* 


/* 


pp _ ^y? , 

p 1 


2xJp X 1 -HPP 4< /> _ 4 J^P _ 4 4 y X » 

f > p p L pi 

"liill+l! i .ndc S •* X N«- + .P«-e,g = + 

4jX~ 


4,7 

P 


■PP 




ARTICOLO II. 

Di/P integrazione delle formole differenziali degli ordini Juferiori. 

244. A Bbiamo veduto ai num. 3., 4., che col differenziare una funzione V da- 
il. ti per le due variabili x, y; nafcono le due formole cifferenziali^jp^ri- 

mo grado Md.x -h o fia ( 7— )> C ^ ) , che equivalgono ad 

d. X d. y 

Che fe adeffo fi differenzieranno quelle due funzioni ( ^~ ) > ( avr ^ 


V 


,d.V 


d*V 


[giacchi (y — ), (-1 — ) fi fuppongono date tuttavia per x, jr] ( =j ) 
a. x a. y J. x 


d . 1 V 

(rF-r-). C 


J 

d* V 


rf.*V 


) , ( — — j ) . Adunque alla funzione V data per le 
d. x d.y d. y 


d. x d.y 

due variabili x , y competono le tre f guenti formole differenziali di fecondo gra- 

d.‘ V d*V d.'V „ 

do ( ) ; ( ^ — ■; — ) > ( 1 ) , che nafcono dalla replicata differenzia- 

rf. x * *' x *'3 d. y 

zione in modo, che rifpetto alla prima forinola fi prende variabile la x nell' una, 
e nell’ altra differenziazione, Io che pure fi fa colla y rifpetto alla terza formola, 
ma rifpetto alla feconda fi prende in una differenziazione variabile la x, e nell'al- 
tra variabile la y. 


Cc 2 


2tf. 
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245. Se fi differenzieranno ancora quelle tre ritrovate formole, ne nafcerao 
d 3 V 


no le quattro 


di V \ 

^ — J ( c be fono le quattro formole differenziali di terzo grado, che com- 

petono alla funzione V. Parimente alla funzione V competono le cinque feguenti 

/ </*v N , d»V N 

formole differenziali di quarto grado ^ — , ) ’ 


/ v \ / d ' V \ / dì V \ 
feguent. ( -=^~ ); [ ); 


, J V . / d+ V v / «'V •. 

Cs (— 

J4Ó. Quindi rifpctto al primo grado fi ha V = 

^ dx ( -j— )-t- dj Rispetto al fecondo fi ha 

(§J = + 

/~> /e d 1 V d z V \ «‘V 

S* Q ^ Rispetto al terzo fi ha ( =?r ) = 

-, /• di V d 3 V \ d 1 V 

S-('* + 7*jy 


d» v 


d 2 v 


ec 


dx dj 

S , d 3 V , d 3 V \ 

•('“ (_ 2?7r :i+ '' j ( f >) 

247. Se la funzione V è data per le tre variabili x, j,'e, col differenziarla 
ne nalcono, come abbiamo veduto ai num. j., 4-, le tre feguend formole M d x 

d V d V 

+ Ndj 4- Pd* di primo grado, o fia M= ( . ) ; N= ( —— ), P = 


dV 


dV 


dV 


( ), onde fi ha dV=d*( ) + dj ( ^ ) + d* ( ). 

Ora col differenziare quelle tre formole ( ), ( -Jj- ), ( ) ne ri fu Ita- 


ne 
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aoj 


d x v j'v jt v j i v j* v 

no le fei feguenti ( jn- ) ; ( — ); (==^)i ( ~-)i ( ~ ); 

<fx rf a, a 3 ‘ ix ‘ 

( ^ ) , che fono le fei forraole differenziali di fecondo grado , die competono 

alla funzione V . Continuando ie differenziazioni fi trova , che alia (leffa funzione 

d> V 


V competono le feguenti dieci formole di terzo grado ( 


d x J 


); 


di V dì V dì V 

C j 1 » )» ( , ■ ■■ ■ i ) i ( ' , i )> C . i 

«x * y dxtj dy dy dx. 


dì V d> V 

dy d & 


dì V dì V d'V dìV 

( t sr J* c < 7rir->' * Q ' 1 ” i 




</* v /TV rf l V \ rf* v 


v 


' </;</* 


ec. 


248. Ma veniamo all’ integrazione primierameot* delle formole differenziali di 
fecondo grado. Se prendendo dx collante li porrà dy — pdx, dp — qdx rif'pet- 
to alle due variabili x, y, ben fi vede, che una qualunque forinola d fferenzialc di 
fecondo grado a due variabili x, y , farà data per le quattro quantità x,y,p , q > 
lo che fi intenda generalmente, mentre può eflcr data folamente o per q-, p, o per 
q , x ec. All’ Art. 11. Capo 111. Tomo VI. ho dato il modo d’integrar quelle fot» 
mole, le quali fono date in maniera, che q fia eguale ad X } ove la X rapprefenta 
una funzione di x. 

24 9. Ora fu ? — P [ la P denota una qualunque funzione di p ] . Poiché £ 

dp . 

q~ j- , come fi raccoglie dall’equazione dp=zqdx, con foflituire nell' equazione 

dp 

q — P quello valore di 5, fi avrà j- = P, e però dp—Pdx ; confegucntemente 
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dx — ^ , il di cui integrale è x — -jf 4- A . Che fe I* equazione d x 
dp f d P 

~ fi moltiplicherà per p, fi avrà pdx = — — ; ma pdx = dy, dunque dy — 


P d p {“* p d P 

—p-> *1 di cui integrale èy= S‘ — •" ceco, che data l’equazione 

q — P, fi è trovato il valore tanto di che di y , 

•250. Per applicare quelta foluzione aH'efciupio. particolare fia data da inte- 


,1 — 1 — j i 

l / dx -4-dy 

grarfi l’equazione d l y — — ’> 10 cui è prefo collante I’ elemen- 

to dx. Prefo pertanto dy — pdx. d* y — dp dx . e fatte le debite foftituzioni , pe 


7 -’ V 


viene dp dx — — 


dx | 1 4 - P p 


A 


, confeguentemente dx — — 
^ * P , il di cui integrale t x — — 


1 i 4 - P P 


Vi-t-PP 


4- B. Che fe poi l’e- 


quazione 


dx — — - A * fi moltiplicherà io p, indi in luogo < 0 pdx fi fo 


V 


-t-pp 


flituifea dy > fi avrà d y — — 


A pd p 


— — , che integrando diventa y — 


‘ 4 -pp 


■ — 4 - C. Ma da quello integrale moltiplicato in p, e ordinato fi ricava 

V'n-Pf’ 

- — - = p X y — c » c dal precedente fi ottiene ° . = B x) quin- 
ci 4 -pp Vi 4 -pp 


di eguagliando quelli due valori fi trova pXy — C= B — x, confeguentemente 
B — x 

P — — - . Sollituendo poi tanto nell’uno, che nell’altro de’ due precedenti 

jr __ C 


integrali trovati quello valore dì p, ne rifulta B — x 4- y — C = A*. 

; 2jt. 
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2ji. Sia q — Y [la Y rapprefenta una funzione di y], 0 fu — Y. Per 

d k 

prenderne l’ integrale fi moltiplichi per 2 dy , e ne verrà . — 2 Y dy il 

dx 
à y 

di cui integrale è - = S- iY ^j + A, che mediante reflazione della radi- 

dx 

Jy - - 

ce quadrata fi riduce a — = yt iY dy +a, donde ricavali d x =: 


V S- * Y d J. + A 

c J y 


, e finalmente integrando ne viene x = 


. S- — - l — -*-»• 

V - J v S i Y rfjr -h A 

2 5 i. La ttelfa integrazione fi trova generalmente cosi: Eflèndo q=: Y, fe in 

dfy d P 

vece di 4 fi foftituirà — , ne verrà — = Y, e però dx=z — , che moltiplica- 
«x 4x Y 

ta per p fi riduce a pdx —L. , o fia [con foftituire dy in luogo di pdx] dy 

— -y— » confeguentemente Y dyzzpdp, il di cui integrale è $• Y dy ■+■ — A = 

* • 

y pp, che con moltiplicare per 2 , ed cftrarre la radice quadrata diventa 


V 2 5. Y dy +• A = pi cioè [con rimetter in luogo dip]y*S. Ydj+- A 


— *—■ Quindi dx — 


V 1 S Y 0 y +- A 


, , c finalmente integrando 


$ 77 ? 


V * ò- Y d y ■+. A 


+ B, come prima. 


2jj. Sia per efempio Y = — , onde giuda la condizione di q~Y, fi avrà 

y 
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il 1 ji x , 1 d y d l y 

. Si fàccia la moltiplicazione per 2 dy y e ne verrà — __ 1 ■ — 
dx 3 dx 

, » » 

idi , , dy I . yVt 

-—7-, e integrando ti trova — — — -t- A, che ordino cesi - — - 

3 dx 3 dx * 

= 1 -+■ Ajr* , ed eftraendo la radice quadrata ne viene 3 -~ — 


che riduco 


a dx— 3 — 3 , il di 


V-iW 


il di cui integrale è x= — ^— l + A y* + b. 


254. Parimente dettali prendere l’integrale 


di * 3 ]/ dx 4- d y ' 


= — P of} ° V dx ~h « y collante. Co! foflituire pdx in luogo di dy 

la quantità Vdx dy fi trasforma in dx tf i+pp , che effondo co. 
flantc, il di lei differenziale perciò deve effere eguale a zrfto, per lo che differen- 

pdxdp 

riandò fi ha ^ r -f- pp ■+■ - — 0 , donde ricavali d l x = — 

Vi+PP 

pdxdp 

Si folli tuifea pertanto quello valore di d'x, e il valore di 


l+PP 


• / T l . j -1 •_ d y <J*x -h dy 

. V dx ■+• dy in -, — , — — zz. — ji*, con che diverrà 

"ì 

dy^i+pp j pdp 

* ” ■ = — ir*, che ordino cosi — — ■ — -, e paflfando 

— pdp jr* _J 

2 

I + 

all’ integrazione ritrovo — T — — 4- A, che con prendere A=o, e ordì- 

V «+• p p 3 


Dare <1 richiama a jr = y' 1 -t- pp , o fia [con elevare al quadrato ] j* 2= 1 -f-pp, 


cbn- 
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1 J y 

confrguentemente p = . Ora fi foftituifca ~ in luogo di p, e con ciò fi 

cambierà in -2 — yy — 1 , donde ricavafi dx ■=. — _•* ... 1 j| di cui i 

le è x ~ l. 


j — y j — * > •“>"* » — — — ■ 11 ai cui integra- 

vi*— 1 

+ B [ pel num. m. delle forraole efibenti fettori iper- 


y — V y y — 1 

bolici formola V. Temo VI.] o fia [pel num. 108. Tomo VI.] 


X— l y 4 - v'jyjr — * 4 - B. 

255. Palliamo all'integrazione delle forinole de’fufleguenti ordini, e primiera- 
mente flato eflendo r ~ P [ la lettera P rapprefenta una funzione di p 1 , fe ne 
debba ritrovar l' integrale . Si avverta poi , che le lettere p , q , r , / , t lono fem- 
pre le itene, che fi hanno dalla polizione di dy=.p dx -, dp—qdx; d q=.rdx-, 

da d v 

dr^ztdx-, ds—tdx. Poiché r= e dx — — , farà mediante la foftituzio- 
nC r= Ma — t con fofiituire — in luogo di dx ] * ** , e pe- 

q p m p 

jj — Yj ' Dunque foilituendo quello valore di nell’ equazione »■ — 


pdq 


, fi ba r — 


_ 


) confeguentemente [perchè deve eflcre r=P] P dpi 


qdq ; quindi integrando — q 1 — S. P dp + — A, onde finalmente 


dp 


? — Vi S- 1 ’ 4 p 4 -A; ove folli tuendo -~ x in luogo di q , e ordinando fi harfx=; 


Vi S-P rf P-»-A 


, e per ultimo integrando fi trova x — 


*=s- 


'P 


B. 


Che fe fi moltiplicherà per f l’equazione dx= 


^i$.l>dp+A 


Vab-i'cfp-l-A 

, indi fi follituifca 


dj in luogo di pdx, ne verrà rfjr = — p - dp - ■■ il di cui integrale h = 

VaS-P^-l-A 


Tomo Wf. 


Dd 


S. 
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s- 


fjp 


V2 

2 j(5. Sia adeffò r = [ la lettera Q_rapprefenta nna funzione di q ], e poì- 

dq dq . dq 

chi è r = — , fi ha perciò ^ = Qj quindi d x = — , e integrando x = 


S . Si moltiplichi adeflò per q l’equazione dx — , e ne verri q dx — 


_ d ì 


id 2 , o fia ( perchè q d x = dp] dp — 2_i t onde integrando fi ha p = 


Q. 


qdq 


S . 1 ^ 2 . Si moltiplichi quella equazione per d x , indi fi follituifca dj in luogo di 

Q- 


S q dq 

. , che con foftituire in luogo di d x il fuo 

da . dq qdq 

valore fopra trovato diventa dyz= — c però integrando 

y JQ. J CL ‘ 

257. Rifpetto al quarto ordine debbafi prendere l’integrale di / — Q^, o fi* 
fi debba ritrovare la relazione, che pafla tra x, j. La lettera Q^rapprefenta una 

dr 

funzione di q. Eflèndo dr=ztdx, fi ha /— — ; ma perchè è dq=zrdx,c pe- 
rò / x ~ fe fi follituirà quello valore di dx nell’equazione dr—tix , e Sa 

fi trasformerà in dr— ’-^- 2 , e in confeguenz* t— -d— ; Onde effóndo t—Q, 
r "1 

fi ha Qjs '-^2 0 Q a rdr—Qdq, di cui I* integrale è — r* = §■ QJq +■ 

dq a 

—A, donde ricavali r =: y/i S • Q^d q -+-A. Che fe in luogo di r fi follituirà 


il fuo valore — , fi otterrà ^2 — V2 S- Q d q -+- A , che fi riduce a dx 

dx dx 


dq 
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dq 


zìi 


, che integrata diventa x 


— Q. V. = + B . Se 

^ 4- A 


poi nell’equazione r ~y l g, ij^d q a fi follituiri in luogo di r l’altro fuo 


qiq 


qjq 


valore — ; — trovato a nura. ite., effa fi troverà eflère — — = 

A D • * • A « 


y a Q^d q +- a , che ordino così dp = 
q dj 


qdq 


che integrata dà 


S y 2 S> 


4- A 

4- C. Quella equazione fi moltiplichi in dx , polca 


y » s> oy ? +- A 

fi foftitu fca dy in luogo di pdx, e fi avrà iy — 

S q dq 

1 , ■ ■' > -+• Cdx, o fia ( con foilituire il precedente valore 

y a Q_d } + A 

dq 


d x 


di dx, che è z ) dy = 

4- A 

il P 

( S- " tCl.e finalmente integrando y za 

-1- A O y a ò .id_dq A 

ad a 

C) + D. 


y 2S Q> 7+ A ^ y a ? 4* A 
dy . p ?dy 


= cS- = 

-1- A JviU 


y 2S* U.d j + a ’vJ y 2 S-Q.^? •+■ a 
258. Se fi dovrà trovare la relazione di x\ jr , dato e (Tendo t — R (la let- 
tera R rapprefenta una funzione di r ), con foilituire in luogo di t il Tuo valore 

dr dr dr . dr 

— , fi avrà r ^ R, e però dx z; — , il di cui integrale è a z V -j+A, 

Che fe fi moltiplicherà per r la precedente equazione dx = ne verri _ 

R 

rdx — — , cioè [ con foilituire dq in luogo di rdx ] dq — r —^—, di cui 
K K 


S r a r v» 

. -4- B. Si moltiplichi quella equazione per dx, e fi 

avrà qdx — d x ( ^ 4- B ), la quale con foilituire dp in luogo di 

Dd a qdx, 
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q dx, e — in vece di dx , fi cambia in dp =. ^ ( Q. r -!Ll B ) , della quale 

K K *vj K 


prendo l’integrale, e ritrovo p = ^ ^ — f-B^ 4- C. Finalmente molti- 

plico ancora quella equazione per dx , e mi viene 

t dx ='*($•£( S 1 * 1 + B ) + c )> h ^ a,e con foftituire dj in 
luogo di pdx , e — in vece di dx, e pofcia prenderne l’integrale, fomminiftra 

259. Veniamo al quinto ordine, e debbafi ritrovare la relazione di x , jr , 
dato effondo t — R [la lettera R rapprefenta una funzione di r J. Effóndo 

t — , e da dr — tdx ricavandoli dx — -^L. , farà t — , e però 

— R . Con ordinare quella equazione , e pofcia prenderne 1 ’ integrale fi 

dr 

trova r = ^ [ : S. Rrfr 4- A ], ove in luogo di / fi foftituifca il fuo valore 


dr 


— — cosi == y2 S- 4 - A; che però ordinando, e integrando fi ot- 


tiene x 


~S vTs: 


dr 


V* S- R ir 4- A 


B . Che fe nell’equazione 


rdr 


j t Rdr 4- A fi folli tuirà in luogo di s il fuo valore —3— trovato al tru- 

•ì 


rdr 


rdr 


mero 257. , fi avrà =: V 2 S. Rdr 4- A , e però dq = - 

"ì Va S- R rfr 4- A 


il di cui integrale t q = C — 

O- Va S. 


rdr 


Va s* R* 4- A 


■ C, quale fi moltiplichi in dx, 


pofcia fi foilituifca dp in luogo di qdx , e 


, 1 in vece di dx , do- / 

Va $• Rdr 4- A 


po 
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po di che integrando ne verrà p — 


S ' ~ - — — i-f-C^-f-D. Finalmente li moltiplichi quella equazio- 

* ir 

ne per ix , indi lì fofticuifca iy in vece di pix, e in luogo di 

V 2 S> R^ ■+■ A 

ix, onde poi prendendone l’integrale fi troverà per ultimo y — 


S- )/l S- 4- A L S- ^2 g, Hjlr ■+• A (S 

+ dJ + E . 


S ' 1 Wr 4- A 


260. Qualora poi fia dato r = S, poiché è t = -£■ t B avrà -± = S , 

e però ix = — , il di cui integrale èx = J + A . Si moltiplichi per 

i l’equazione ix = Jl — , polcia forti tucndo ir in luogo di /ix, c integrando fi 

troverà r = ^ ~~ 4- B. Quella equazione li moltiplichi per ix , indi fi fo- 

ftituifca iq io luogo di rix , e -4l- in vece di ix, Io che fatto fe ne prenda 1’ 

»> 

integrale, che farà q = ^ ^ ~ — f- B ^ 4- C. Continuando le mol- 

tiplicazioni per ix , le convenienti ibfticuziont , e le integrazioni , li avrà in fine 

>=S4 [$4-(S4(S^ +, ) + c ) +d ] Ve 

261. Nello (ledo modo continuando le operazioni fi troverà la rtlizio* tra 
x, e y, fe lari dato a .= S , ove S è una funzione ni /; oflia «=:T, ove Trap- 
preferita una funzione di t ec. 
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ARTICOLO III. 


Dei criterj che mojlrano ft le equazioni d ffirenziali fuperanti il primo ordine 
fino integrabili per fi, ovvero per mezzo di un funere, c della 
maniera d'indagare quejlo fattore. ~ ' . 


ZÓ2. T Criteri d’integrabilità, de’ quali ho parlato all’ Art. I. di quello Capo, che 
1 inoltrano fe le forinole differenziali di quallìvoglia ordine ammettono un 
integrale, fervono ancora a ravvilàre fe integrabili fono le equazioni. Non egual- 
mente però quelli criterj condur ci debbono a formar giudizio dell’integrabilità del- 
le forinole , e delle equazioni , mentre fe quelli criteij rifpetto a qualcne equazione 
non fi verificano, fi può ben conchiudere francamente che l’equazione nello (lato, 
in cui è piopolta, non 4 integrabile, non già li può affermare, che aflblu'uniente 
effa non iia integrabile, (lantechè può darli il calò , che per mezzo di qualche fat- 
tore polpa ridurli all’ integrabilità . Che però dopo aver dato nell’ accennato Att. i 
criterj inf-rvienti a ravviare l’integrabilità delie forinole, e delle equazioni in fe 
ftelfc, patterò aderto a cercare le equazioni di condizione, che devonli verificare 
qualora le equazioni da qualche fattore vengono richiamate alfintegrabiliri*. 

zòj. E quanto alle equazioni dilferenzio-differenziali affumiaiuole fotto quella 

— » - - 1 

forma generale K d l x ■+■ P dx ■+■ Q d x d y V. d 1 y + T d y — o, 

in cui n ffun elemento 4 prr (p collante , e le lettere K , P, Q, K , T rappre- 
fc nt-.no funzioni di x, y , e collanti. Supporto che la data equazione non fi.t in- 
tegrabile, coinè Ha, fia H il fattore, che la rende integrabile. Adunque molti- 


plicandola per quello fattore H, ne verrà- H Kd*x + HP dx * -f-HQdxdy +- 
* 

HRd*jr-t-HT ay = o equazione integrabile, o (ia riducibile al primo ordine. 
Quindi [ g.ulla il num. 116 j devono valere le tre frguenti equazioni , . 


, 4 HK , , d 

HP =(— zr~) ;HQ -=(— 


HK, JHK, ' /HR, 

— ) + HT = (— )• 


Che con ifvolgere i differenziali fi riducono alle lèguenti 


,d K. 

ri.] HP=H (-j-r) 


K (4r) 


, . . / - . 

\ J D Jy 

IUI.]HT=H(— )+R(_) 


Ora 
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Ora dalla piima di quelle equazioni lì ricava 



HP 

K 


H 

K 


(4r); 


e dalla [III.] fi ottiene (-^) = —E. 2 . (£H) . Che però fe quelli va- 

y d y 

lori di (^ 1 )', e di fi foftituiranno nell’equazione [II.], indi fi divida 


per H la proveniente equazione , fi avrà C~j—') + ~ ) •+* 


4 - — £. T-t— ) — Q = o equazione di condizione, la quale 

x dx ' K K. K dx 

deve verificarli, acciò mediante un fattore l’equazione differenziale di fecondo or- 
dine rifiliti integrabile . 

264. Da quanto ho detto al numero 22<S. coda, che l’integrale dell’equazio- 


ne propella KiPx 4 - fdx 4 Qdxdy 4R d 1 7 -HTi/jr — o è K 1/ x 4 R — o . 

Quindi per concfcere addirittura le una data equazione differenziale ci fecondo or- 
dine, in cui refluo’ elemento è (lato prefo cc(lanre,è integrabile, fi prenda il coef- 
ficiente di d l x moltiplicato in dx , più il coefficiente di d 2 y moltiplicato in dy , 
indi qu*fta quantità fi d'fferenzi , e fe il differenziale, che ne verrà, faià identico 
all’equazione propolla, cò inoltrerà, che e (li; è integrabile, e che il di lei inte- 
grale è il coefficiente di d l x moltiplicato in d x, più il coefficiente di d 2 y molti- 
plicato in dy: Se poi non farà identico, fi avrà quindi Una prova per accertarli, 
che l’equazione nello (lato , in cui 4 , non è integrabile. Dcvefi perciò paffare a 
vedere le fi verifica l’equazione di condizione del num. 2 < 5 $. per ravvifare , fe al- 
meno mediante un fattore fi poffa effa rendere integrabile. 

2 6j. Vediamone l’efempio nell’equazione i*xy I d 1 x+- ibxd'x -i- 5 -iy 2 d x 4 

liaxyJxdy-i-l‘iyx 1 d 2 y~i- ipx 2 d y 4 6b d x — o, il di cui integrale a norma 
del num. 2Ó4. covrebbe edere 3 axy'dx 4 \bxdx 4 iayx 2 dy ar: o: Ma difteten- 

- 1 

ziando quello integrale fi trova iaxy 2 d 2 x 4 jaj 1 d x 4 óayxdxdy 4 %bxd 2 x 

4 3 b d x 4 2 ax 2 d y -i-iax 2 yd l y-i-^axdxdy^zo , quantità che non è identica 
coll’equazione data; onde teda a cònchiudere, che l’ equazione come Ila non è inte- 
grabile . Reda acunque a vederfi fe da un fattore poffa efler refa integrabile , e a quedo 
oggetto efaminiamo fe ha luogo l’equazione di condizione del num. 263. Parago- 

Z 

nando Pequazion data coll’equazion generale K tPx 4P d x +Qjlxdy 4 Rrf’jr 

, , X 

4 T d y — o fi ottiene K.— %axy 2 4 %tx] P 6 ‘ty 1 4 6 b-, Qjzzìia xy, 
R = 2 »x l y } T = 2 ux l : Per lo che fatte le debite foltituzioni , l’equazione di 


con- 
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condizione del num. * 5 j. diventa 6»xy 


l a x y 1 — 3 £ x X 
itx'y 


+ e,**y •+* 


j a x y 1 + }* *)( 1 a x 1 
z a x 1 y 

iax\y X 6ay l 

ì a *f 


!, x*jX i 1 ' 1 

\ — ; 1 laxy — o, cioè OJxy -hqixy -f- 4 axy — zaxy — 1 zaxy = o 

3 a x y 

equazione identica» che fomminifira 0 = 0. Adunque la propofta equazione da in- 
tegrarli ha un fattore, che la rende integrabile. Per poco poi, che fi olfervi, fi 
trova, che quello fattore è x. Si moltiplichi pertanto la data equazione per x, 
indi fi palli all’integrazione a norma del num. *64., e li avrà i l nx*y 1 dx 4- j£xVx 
4 - iax l ydy — o, che è l’integrale cercato, di cui di nuovo prendendo l’integra- 
le, fi avrà per ultimo ax } y l -i-bx 1 +- A=o. 

166. La forma generale delle equazioni di terzo ordine, in cui neflun elemen- 
to è prefo collante, è [come colla dalla formola (5.) nel num. 2 là. ] D di x 4- 

Edxd’x 4 - Fdyd*x ^-Cdx'-f-Kdx dy -f- M d ! y 4- Ndxd*jr 4- Vdjd l y 4- 

y 4 - T dx d y ~o. E qui fi olfervi , che la detta forinola [ 5. ] del citato 
num. zzà. col follituire i valori di M', M", M'" ec., N', N'*, N" v ec. preti 
dallo lleiTo num. zzò., e dal num. zz 7. acquilla la feguente forma (A) Nidi x 4- 


3 (ili) dxd'x 4 - z ) 4. ( ) X </J,rfl x + 

i M 

f — ’i 

(’ 


d M 


d M 


d M 

IN I 

, (-77) . 

fi 

\ , 

f 1 ( ~^ ) ' 

\ , (i ( dx 

\ *3 . 

) + 1 

^ dx 

) + (. 1 - ); 


■ N d ! y 4 - 


2( ^> + ( ^)X •* + 3 iy d ' y + 

d N 


(/• 
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d N 

d N 

, d M 

I 


\ | / i ) ' 

( a. ) 
\ JL. ( d ^ 

)X 

( dx 


) + \ *3 




in cui entrano le fole efpreffioni delle quantità M, N. 

267. Se rilpetto all’equazione D<f>x -f- ìidx d t x 4- E dyd'x 4- G ~T~x 4- 

kTJ 1 </j4-M<^4-N«/x^74-P<j^ 4-0^3] 4- T dx~d~y =0 
fi troveran valere i criteri d’ integrabilità accennati all’ Art. I. C’p. li. , efla firà 
integrabile) e il di lei integrale , come li deduce da quanto fi è detto al num. 22& 

farà Dil‘x+ (“J~ ) ix + (-^-) (~J~ ì)(* xli y + MÀ l y+- 



16S. Ma fe gli anzidetti criteri non fi troveranno fufliftere , in tal cafo bifo- 
gnerà ricorrere alr equazione di condizione per ifcorgere fc almeno per mezzo di 
un fattore fi polla etì'a rendere integrabile. Sia pertanto il fattore H , che rende 
integrabile l’equazione data, con cui moltiplicata diventa HDrf } x4-H hdxd l x 4 r 

HTdyd 1 x 4 - H G~*x~ ‘ 4- HK ~dx dy 4- HMd ! j •+■ HNdxd'y 4- 

HP dyd 1 y 4- * 4- HTrfx dy = 0 , che mediante le opportune foditu. 

zioni riduco alla forma dell’equazione ( A ) del num. 2 66. cosi: HDd 3 x 4~ 


3 ( 


1. HD 
dx 


) d xd 1 x 4- 




d HD 

49 


) ■+• ( 


d. HM 
dx 


) 


X 4- 


( 


d 


/ d HD * 

' dx > 

77 



*4- 




i. DH 

d HD 

d. HM 

| 


/ i ' 

v / 

\ 1 J 

.\y ; 

dy ) + 

( dx 

) + \ ** 

)K 


aO-K ^>X a « a- , + j (^2) ajr a- , 


d. HM, 


forno VII 


Ee 
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il. HM 

(*-£V’ + 


(■ 


d. HM) 

{ dy J > 

d. HM 

\ + ( J - '* 

d H M 

\ a. / J a 3 

1 

dx j 

ì \ dy 

) \ 1 , 

)/ 


) =c 


zioni 


( i) HE = 3 ( — ) 


(2) HF = 2 


H ° ) + ( — ” - ) 


* 

J HD 




/ v dx ' \ 

( 3 ) HG = (/-__) 

C JH D Z H D 

<4 ) „k= (, — f -i)+(< -^) 


I.HM 

izr -5 

dx 


(5) HN = 2 (-^>+(^2-) 

[6] HP =3 [ j * 


[7] HQ = (rf. 


*3 
i HM 

_[ d [y l_ 

i H M 


) 


r— .-j , r '• » M 

[8)HT = ('— &-)+(*, -£-1 


dHD 
t—T~] 






I 

— — HE, che con differenziarla in ipoteG di y 


fol- 
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foltanto variabile, e dividerla per dy riduco a 




( 9 ) (' 


(£212.) 

K dx > 


) — J ( — ) • Dalla [6] fi ottiene ( £21 ) = 


j- HP , che riduco a [io] (^d. 


dx 


)= r< 


rf HP 


) . Mediante la 


Mi e Ia tj] «trovo (u) ( £21 ) = i- HF 4 - - HN — ( £22. 

ax j g v dy 


)> e 


(i0 ( 


) — r 7" H:sI — ( — )• Riduco la (11) a (13) 


•3 


3 




J HM 

dx 

dx 


)= r< 


l HF 
dx 


d. HD 


- ' *■ HN 
r ( dx 


>-( ' L è J )- 


_£_HD 

.h (a _È_)= |-(i£L> + r(^>- 


( 


i/. 


d HM 

' w.. J 


ax 


)• ^- a (4) con Polii tuire 1 valori, che lòmmìniftrano le equazioni 


Mi [«Il Sventa [ 15 ] HK = L ( £22 ) 4 - L ( £22.) + 2(122); 

3 dy 3 ' ax ' 3 ' dx ' 

e la [8] con foflituire i valori, che danno le equazioni [10], [14] fi trasforma in 

L ( £22 ' -z. L r £2.2 ^ ^ » ,*hn 
3 


M HT = + 1 ( 


3 


dj 


• ) . Con fviluppa- 


re quelle equazioni [15], [16] ne viene [17] 3HK = H ( £ 2 ) 4- 

*3 


Ee 2 


E 
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<m </F <iH JN dH 

E (TJ-) + H ( -ZT) + F (-2=-) + H <-ZT> + N (T7)i 

/P rfH , </F rfH 

(18) 3 HT = H (-2J-) + P(- 7r )+ H (-^J 4 - F(— ) + 


dj 


</N dH r 

H ( ) -f- N (-j — ). Mi dalla (3) con fofìituire — HE in luogo di 

“j fy 3 


i. HO . 1 , 4 HF . ,, , <*E * . 

( ' dx ) C ncava HG = ~ (———), e però 3HG = H (-^-)- 4 - 


— . rf H . , . r . , . , H x ?HG H , dE . 

E ^ "ZT ^ ’ da CU1 fi ottienc ('?) ( -57 ) — ^ g ( — )i c dalla (7) 

mediante il fuftituire — HP in vece di ( — ) ne rifulta HQ =: L(^-LT); 

3 dj 1*3 

quindi H ( —~) +■ P ( )> donde ricavafi (io) (-^-) = 

• H dP 

— jy ( ~j— ) . Ora nell’tquazione [17] 6 foftituifcano quelli valori di 
i/H 

( — — ), e di ( ), e in oltre fi faccia la divifione per H, e con ciò eflk fi 

dx àj 

rn.ro.™,> » (..) c ) + 2B _ * <-£ ) + ( *L ) + ( -£ > 

, 3FG F t dE . 3NG N.dE „ . „ 

+ E F ( 77) + ^ g- ( — jK=:o: Parimente 1 eq'ja. 


j\i jri 

alone (18) con foftituire i valori di - ), e di (— — ), e con fare la dividerne 

dx dy 


per H fi carni ir in (22) (-7— ) 


jGP P , dE 
£ 


d F 




(</N 
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f— ) -f- iE2- — ~ ( JP \ J- 3 N Q. N . JP . _ n n 

( Jj ' + t* P ( ~d$ ' + ~p ~ p ( ) “ 3 t =°- Quefte 

(21) , (22) fono le equazioni cercate di condizione, le quali verificandoli fan ve* 
dercj che I equazione propofta per mezzo di un fattore fi può rendere integra- 

169. Sia data a cagion d’efempio l’equazione gx*j'^x 4- iSxy>dxd'x 4- 

lóx'y'dyd'x 4- 6y'~d^ 3 4- 7 2 xy' ~ZT X dy 4- ^x’fjiy 4- j<5 x'y'dxd'y 4- 

dyd'/ -4- 24X 3 Jy 3 4. loSx'ydx dy ~ o, in cui nefliin elemento è pre- 
io cenante, e la quale come Ila non è integrala le; che però cerchiamo, fe può 

ricevere un fattore, il quale la renda integrabile, facendo ufo dell’equazione di con- 

dizione. Paragonandola coll’ equazion generale li ha E = ìSxyi ; F =: ìóx'y 1 : 

G ,= K = Pi*Si N = là* 1 ?; P = Vjx'y ; Q_= h* } ; T = icn^y, 
c fatte le debite loltuuziom J’ equazione (21J diventa 54*7* 4- 

3X >8 Xì 4X* 4 J* %8XtfXx*y> . 

££? J + ™ + W + 

?X3fix<5K*y 


i8x>j 


3^X»8X ^r 

i*xy> 


3 X 3^X^X X V 

ibxjl 5 


gtfX«8X*V 

i8xj* 


nóxy 1 — o equazione identica, che efibifee o = o. Parimente fatte le conve- 


nienti foftituzicni l’equazione ( 22 ) fi cambia in io 8 x*j 4- 


4- 7 :x*j 4- 72x*j 4- 3.X3 ^X ì _ 4 X x 7 1 

3 6x^ 


iX£Xi«x^y _ 

Ibxjrl 

3 òx ; ji 


— 3 2 4>c*jr = o equazione identica, die 


tfXiSX x’y* 

ibxy> 

8X3tfx»4X*y _ 3*x^x*y 

gòx»jr gòxZji 

dà o = o. La propofta equazione adunque ammette un fattore, da cui vien re- 
fa integrabile . 

270. Il Calcolo praticato fa vedere in qual modo debba!! operare per trova- 
re le equazioni di conaizione per le equazioni di quarto, quinto et ordine, delle 
quali halli a prevalere per conofcere fe le dette equazioni pollano da un fattore 
e (Ter refe integrabili. Lo Hello calcolo devefi pur ufare per trovare le equazioni 
di condizione infervienti a dimoftrar integrabili per mezzo di un fattore le equa- 
zioni di qualfivoglia ordine date per tre, o più variabili. Le equazioni di condi- 
zione trovate fono nate dalla fuppolizione di neflim elemento collante : D’ egual 
maniera però fi potrà procedere per ritrovarle nell’ ipoteli di un qual più piaccia 
elemento collante. 

271. Dopo poi che per mezzo delle equazioni di condizione li è (coperto, 

che 
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che le date equazioni da integrarli ammettono un fattore , con cm moltiplicate ri- 
luttano integrabili, (iamo bensì (icari , che l’equazione propofta fi può integrare» 
ma per altro lìamo ancor ben lontani dal poterla integrare, e tutta la dithcoltx 
confitte nell’invenzione di quello fattore, per indagare il quale manchiamo o’ un 
metodo generale . l’er ritrovarlo in varj cafi parziali inoltrerò i metodi , che tene- 
re li pottbno . r , . 

ini. E primieramente fe l’equazione differenziale di f-condo ordine lari data 
per una fola variabile , farà facil cofa il determinarne il fattore, clic la rende in- 
tegrabile. Sia per efempio l’equazione Y d*j +- Y'a'y — o, in cui Y , Y' rap- 
prclcntano funzioni di y , e collanti, e la quantità H data per y (la il tattore, 
dalla di cui moltiplicazione liliilta integrabile. Poiché adunque l’equazione Hlà y 


+ HY ' iy =oè integrabile, e il differenziale di HY iy—o è HY ify -+■ 
<f.H Y.iy'—O-, quindi li ha HY' dy—d. H Y, cioè (con fviluppare il fecondo 


membro) HY'/fj aa: Y</. H -j-H</Y, da cui li ricava 


Y'Jy-iY 

Y 


i H 

t r ; 


che però integrando ne viene ^ — /. Y= /. H , e pattando dai logaritmi 

ai numeii fi ha ( la lettera a iapprefenta la bafe logaritmica nel fittemi dei Ioga- 


itmi 


iperbolici) — = H. Adunque poiché l'integrale della data equazione (i 


è feoperto dover ettère HY</y=o, con foftituire il ritrovato valore del fattore 
Y'iy 

T" 


è perciò a 
YVjr 


s 


iy =0, e per ultimo integrando di nuovo fi ha 


H , egli 

s . 

$. u iy 4- A ira o . 

273. Ma fe 1 ’ equazione di fecondo ordine ammetterà due variabili coi loro 
elementi, non farà cesi facile potere fcuoprir la forma del fattore, che fervir de- 
ve a 11 ’ integrazione . Moire volte allumendo in luogo del fattore H una funzion 
generale data per le (IclTe variabili dell’equazione, e per le collanti , fe ne potrà 
determinar la forma coil’ajato d’ alcune di quelle equazioni , dalle quali deduce!! 
l’equazione dì condizione ir.fcrviente a ravvifare fe l’equazione data per mezzo 
di un fattore può rifultave integrabile. Vediamone l’ efempio nell’equazione del 
num. 265. , che per mezzo di un fattore abbiam veduto poterli integrare . Sup- 

p. ngafi che quello fattore fa x y , e per poterne determinare gli elponenci » 

. che 
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ili 

che ora fono indeterminati, fi prevalga delle equazioni (!.),( III.) del nu m. 163., 
le quali con foftituire i convenienti valori di H, P, K, T, k, che fono H = 

x y ; ? = 6ay*+6b-, K = j«xjr l +- 3 i x; T= iax l ; R = 2 *yx*, diven- 

f “-f-2 p « p v-i-2 t o> 

tano 6 ax y -+- 6 bx y = p -j-i X J « x y + 3 ix jr ; e 

p-f-2 a P+-2 • 

2 ax y zz a-t-i % zax y , dalla prima delle quali fi ottiene 6 — 

3 X ^ +* f > e P er & = T , e dalla feconda fi deduce a zzi^* f— i, confeguentemen- 
te ne viene * —o. II fattore adunque trovafi dover «ffere x, come fi é rilevato 
allo ftelfo num. 265. 

274. Palliamo adeflo a vedere in che modo determinar fi può il fattore H 

dato per x , che rende integrabile l’equazione d l y -i-Xdydx 4- X'y dx — o,in 
cui l’elemento dx è collante. Con quello fattore H li moltiplichi l’equazione, con 

— 1 

che diverrà H <P y + H X dy dx 4- HX'j dx zzo equazione integrabile, il di 
cui integrale li ponga edere Hdj 4 -X"ydx zzo, fX" è uni funzione di x). 
Adunque poiché il differenziale ai quello integrale è H d 1 y -+- dHJy ■+- 

X" dx 'y 4 -yi. X" dx zzo , perciò fi ha H Xdxdy ■+■ HX'r dx zzd\\dy-\- 
X."dxiy+ydX" dx, quindi HXdxzzd.H -t-X"dx , ed HXVx = dX". 

Ora 1 ’ equazione HXdx=dtì+- X" dx fi riduce ad X" = H X d. H , il 


di cui differenziale é i. X";=HjfX-f-X d. H — — d l H: Che però fe fi foflitui- 

dx 

rà quello valore di d X" nella precedente equazione H X'dxzzd. X", ne verrà 

HXVx=H</X-l-Xd. H— ~ i 1 H, o fia — <P H= — X dtìdx +HX' «x 1 

dx 

H dXdx . Che fe di quella equazione fi potrà prendere l’integrale, fi otterrà 

il valore del fattore H, e l’integrale dell’equazione propella, che lì è afTunto 
Hdj + r^x = o , fi troverà elfere (con lollituire il valore di X" anteceden- 
temente trovato) H dy +■ y H X dx — jfd.H;=o. Il ricercato fattore H adunque 
li trova mediante l’integrazione di una equazione differenziale di fecondo ordine. 
27J. Nello fleflb modo fi determinerà il fattore H dato per x , che rende 

X r 

integrabile l’equazione d 1 jr -+- X dx dy -h X'y dx zz X'" dx , in cui X, XV 
X'" denotano unzioni di x . 

2jó. Che fe il fattore , il quale ha da rendere integrabile una propolla equa- 
zione, dovrà tffer dato non folo per le variabili x, j, ma eziandio, pei loro ele- 
menti, in tal calò la ricerca di- quello fattore, qualora lia ritrovabile, efigerà. 
più d’ induflria , e di calcolo . Il metodo pertanto da praticar fi è quello. Devdi 
alfumere lòtto una certa forma il fattore , che fi cerca , elpreffo con quantità in- 

de- 
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determinate , e da determinarli col calcolo, avvertendo però, che quello fattore fia 
per lo meno inferiore di un ordine adequazione data da integrarli . E parimente 
con quelle delle quantità indeterminate hafii a rapprefcntare la forma dell’inteera- 
le, che vuoili trovare; lo che fatto, fe colle convenienti operazioni fi troveranno 
1 valori delle alTunte indeterminate , fi verrà a ottenere nel tempo dello e il fatto- 
re, che ferve a integrare la data equazione, e il di Iti cercato integrale. Coll’tfcm. 
pio metterò fatto gli occhi il modo, con cui devefi in qutftc ricerche procedere, 
277. Debbafi trovare il fattole' che rende integrabile l'equazione 4 d'~y 4. ’ 



o in cui dx è collante . Si prenda egli lotto quefla forma 


(1) Mdy +Nydx, onde poi 1’ integrale fi ponga elTere (2) iM dj 4. 

4 Nydxdy + Vdx = A<òr (la quantità P rapprefenta una funzione delle varia- 


biH *, y, ed A dx è la collante da aggiungerli fecondo il folito all'integrale). Coll’ 
( t ) fi moltiplichi l’equazione data; c fi avrà (3) 4 M</j 1 a 1 y 4. 


alTunto fattore 
^ydxd l y 


4MK d x 1 dy 


X 


* 4 -bx‘ 4- 


4 NK a* 1 
3 * 


■x 


a -héx 1 =0: Po- 


fcia fi differenzi l’integrale (a), e paragonandolo con quella equazione (3) fi ot- 
terrà J/Mjj 4-4N dxTy + dPZc' -t- 4 ydxdydN = 

4 M K rf-y * dysj— -. t 4 N K 7 x i W 

y' . + ~y* X u+bxl ‘ ° r * P er P 01 * 1 avere <*a 

quella equazione il valore di P mediante l’integrazione, è di tneftieri, che vadano 
a zero i di lei due primi termini così idMTy -+• 4 N d x~y =0, da cui rica- 


vali (4) N — — 


d M 

i d x ’ ontie poi ' ^manenti termini lòmminilìrano d P= 


4 M K dy i/ 

J’ A 


— — ; 4 N Kd X, ; J M 

«-f- X + — ^a-t-bx* ~4ydy(~—)' Se in quell» 


equazione fi fupporrà variabile la fola x, fi avrà [ j ] ( i-H ) d x — 

4NK dx^/ 

J* /\ a + i ’ xl > e Apponendo variabile la fola y, fi otterrà 

t jc 1 r dP x J 4MK dy,. J N 

f ( *y ) 3 — y% ^«-f-àx 1 — 4ydy ( - ), il di cui integrale 


Digitized by Google j 


21J 


• CAPO II. ARTICOLO III. 
in quella fuppofizicne è ( 7 ) P = — a ^ bx l — 2 f ( Che fe fi 

differenzierà quello integrale nella fuppofizione , che fia variabile la fola *■ , ne 


verrà 




• 4 x* 


2 M K bxdx 

? 


.d‘ N . ,/p 

2 .7 ( _.j ) «x, o fia [ con loilituire in luogo di ( —j — ) dx il filo valore prclb 


dall’equazione (-5)] 


4 NK dx 


dx 

K d M 


K d M . 

= — — x 


n + ia 1 — 


2 M K bxdx 

2 J ( ) dx , che con fofiituire nel primo termine in ve- 

ix 


3 ' 


ce di N il fuo valore prefo dall’equazione [4 ] patta; ad elfere — 


zKrf.M 




iMKbxdx 

F - ' 




dalia quale integrando fi potrà ottenere il valore di M , qualora Ita 

( d ~ìi\ 

X J - -* / — o, nel qual cafo effa fi riduce a 


/d 1 N\ 

Tx l ) ix ' 




K«/Vt, / 


j’ 


2M K bxdx 

F 


j che con togliere il divifore j * , e pofeia 




con dividerla per MK Y a-t-kx 1 fi riduce a — — — - — -, il di cui in- 

M a + bx‘ 


tegrale è /. M re /, a-+-ox‘ ) cioè con pattare dai logaritmi ai numeri Mar a -+. 

bx l . Adunque perchè d. M 1=2 bxd x, l’equazione [4] N = — — — diverrà 
.. , </N 

N — — bx, e ( ) = — b. Quindi mediante la fullituzione dei ritrovati va- 


lori di M , N , il cercato fattore ( 1 ) fi cambierà in dy X a - b x 1 

l'integrale (2) con fofiituire oltre i valori di M, N anche il valore di 


bxyix, e 
P (7)do- 


j 

po averci foftituito il valore di ( ) fi troverà elfere 2 


A dx , che è il ricer- 


— 4 b x j dx d y— ~ X . %dx -\-lby* dx =r 

cato integrale dell’equazione data moltiplicata in di Y T+TiF — bxydx , vale 
Tono VI I. 1 1 a di- 
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a dire di $dy <P y X * -h é x* — 4 bxy dxd'y -+- [ 


4K'.T 


X - 


4 Ki >c </ x 


— X«+**‘]*r =0. 


Ci fomminiftrerà un fecondo efempio 1 ’ equazione rf.' y -+■ - -f- 

* 

* * ' — ^ -j_ 2 - 1 ' rf ’ A — =0. Si moltiplichi cflà pel fattore Md.y-f-Nyd.x, e ne vetri 

,, , 2 M d. x d. y x d. y 2 N 7’ d. x 3 1 

MdyJ.'y H 4 - J J 


N ydxd.'y +- 


lM» <i y 
a 1 + x 1 


a‘4- x‘ 
iNjjrf. x </. jr 

X 

2Nyx d x d. y 
a} -+■ X 1 


«*- 4 -x* 


Poiché l’integrale dei due primi termini Mdyd.’y-f-Nyd.xd.'y è — M d. y* -+- 
N yd.xd.y; perciò la forma dell’integrale della precedente equazione fi fupponga 
tffere — M d. y * -f- Nyd*xd.y-hP d. x =. A d. x , di cui fi prenda il diffe- 
renziale , che fi fottragga dalla precedente trovata equazione, e fi avrà 


2M dxd.y 2ÌAyd x d. y 2 N y 1 d. x ' 

| ±- —al 4 fd.xdyd N 

X (f-k-X 1 - 4 1 -f- X* J 

2M xd.xd.y ìNyd.xd.y • 


- Lzy d. M 

— N d. x d. y •— d. x' d. P 


r= O 


2 hf 

Eguagliando ora a zero i termini della prima colonna fi ha N= -f- 


2Mx 
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2 M x i. M 

tt — r “ 77“ ) *0 eguagliando a zero i rimanenti termini fi ottiene 

4 -f— X 2 . m./C 


. ™ aNxjri/jr aNjVx . ,«.in. 

* F “7T7 + ^ + 4* + x* + th « 

. - . 


*• P 2N I* d X 

qualora fi confiderà variabile la x fi riduce a (-3 — ) i.x = — - — — , e confi- 

«• * «* -t- x* 

derando variabile la y fi riduce a ( — — ) </. 7 = •? . 

* J «* ■+• x* X ^ 

aNxy/y , „ J. N , Mi 1 Ni 1 

• -.T - r r — y J y ( '• di cu ‘ inte s rale * ?= -i-- . h ■+• 


4-x 1 


N*}‘ 1 / N 

— — J ( Si differenza ora quello integrale nella fuppolizione 

che la fola x fia variabile , c ne verrà ( 4— ) J x = ^ ^ 2 x/ x 

w - x 

y'J. N Ny/* ^ xjr*dN Ny 1 / x ìNx 2 y' 1 J.x 

+ X x 1 « 2 -t- X* «* -t- X 1 ~ ' a 'l + X 1 1 

r d.*N P 

— j*(— -). Si eguaglino i due ritrovati valori di (— — ) j/.x, e fi otterrà la 

2 "• * m X 

. r - . \ / 2 y d x ix*y l d.x y l d. M 

la icgucntc equazione N Y-~ 1 — h — J — =: -=- r 

* / \ U + X j |4 | ** *f" x 

+ N V^ZÌITZZI + ,. N yZT^Z _ 

-4- x* A- 1 -I- X 1 X* Ax «‘-+-X* 

I d*N 

— 3 1 )> quale, con fupporre eguali a zero que’ termini del fecondo mem- 

bro , in cui entra la N, che fatta Ja divifione per y x fono 

W i x d. x , \/7 x 1 i. v N 

N À7T7- “ ~ + v N A7 + l r T^ r ~ 7 ( vT i=0 > c nduccad 

„\/ ijiV* , ix’i'/.x V*d.M 2 M y* x d. x . 

+ ~ a 7 =F^’ £10 *’ ton to g liere J 

fattore j 1 , e i denominatori , N X 2 V,* + 4 x‘ / * = «’i M + x'/M — ìMxJx. 
Si fofiituifea in vece di N il fuo valore trovato di fopra, con che fi avrà 
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euendo — -7 m: — • , fi ha perciò 

la^X -4- 4 . ?yS i»4 w J _i_ ^ ,f 2 ^4 _i_ %a6 * * 
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4 *’M</x , 4 »‘*M^x + 8)f ) \U.y 

4- loxM d. x h - s= ufi. M ■+■ \ xV M , 

x a 1 4 - x 1 3 ’ 

o fu , togliendo i denominatori e facendo le debite riduzioni , 


4« 1 </.x -4- iHa 1 x 1 d x 4- i8x l d x X M = 2«'x + j n‘x> + jx’ X<iM, d’cn- 

, . . M 4« 4 +- 1 Sa'x 1 ■+■ tSx 4 yd.x _ . 

de fi ricava — — = ; — ; . Ora fi olTervt che il freon- 

M i a*x 5 a 1 x J 4- J x 5 

do membro di quell’ equazione ellendo in follarza Io llclTo che 
aa^x-f-S ‘• 1 x > +óx’ )(d x 

— T~i ; : > dal quale non diverfifica che in apparenza, vale a dire 

a 4 x -f-2a x 4 4-x’ rtr ’ 

4.1 4 4 -i 8 « 1 x 1 4 -i 8 x' 1 2a 4 x +- 8a ! x ! +- 6 x' 

ellendo — -7 m: — ■ , fi ha perciò 

2a x +■ 5 d x> -+- 3* s a*x l -t- la*x* 4- x 6 P 

d M la 'x 4 -&u 1 x 3 +'>x' Y d.x . . 

"Y; — — — r- ì ; quindi /. M — I. a^x 1 -h la l x v + x 6 e pafiando 

M u^x 4 - 2 « x‘ 4 -x’ 

dai logaritmi ai numeri M = « J x‘ 4-2a , x‘4-x < =x’ X« 2 +- x ! 1 . Sollituendo 

n , .. w . .. iM iM* d. M _ 

quello valore di M nell’equazione N = H , fi otterrà 

x a‘ -f- x* 2 a.x 

il valore di N= zx X a* 4- x* ’ 4 - i x 3 X 4- x l — x X ^ * — 

2 x 3 y a 1 -t- x l =z x -j- x 1 , il qual valore di N fi farebbe dedotto ancora 

dall’ equazione N V — Ì-!L t ~ + d. nY— 4 - * — 

X* X 1 Àx a 1 4- x' 

, / ! N 

— (-j^) — o, di fatto facendone la follituzione, ella fi verifica cioè diventa 

0—0. Il fattore adunque Md.y -f-Njd x trovali clfere x’ X 4- x 1 X a/, jr 4- 
xyd.x X “ l 4- x * 1 ; c il valore di P fatte le follituzioni dei valori di M, N, 
diventa P = — y* X fll ■+• x* , Si follituifcano finalmente nel fuppodo inte- 
grale i ritrovati valori di M, N, P, e fi troverà-^- x* 7 J‘ yà 1 -f- x 1 "' + 
xjd xd.jy a '+x l * + -J y 1 Tx* X* 1 = A Ì 7 * , Che 4 l’ia- 
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CAPO IL ARTICOLO III. 
tegrale della propofta equazione d. 1 y 


22 $) 


id.x d.y 2 x i.x dy 2y d. x 

x a' x 1 " + * a 1 -è- x 1 


— o, che fi è refa integrabile mediante il fattore x’ X a 1 x l 1 d y -f- 
xy d. x X «' ■+- x 1 

i-j'i. Qualora fucceda , che fi tenti indarno un aflunto fattore fotto un* cer- 
ta forma, devefi tentare un’altro fattore fotto una forma diverfa , a fin di vede- 
re fe fi può ritrovar quello , che foddisfa al fine bramato . Ma poiché non é cosi 
facile l’ indovinare la conveniente forma , che dar fi deve al fattore da affìiraerfi , 
acciò ferva allo feopo cercato, quinci è che molte volte o non fi potrà avere, 
o riufeirà aliai laboriofa l’invenzione di quello fattore. RapprefentanJo colle let- 
tere H, K, M, N, P ec. delie funzioni date per le variabili x, y, i fattori che 
fervir poflòno a rendere integrabili le equazioni ditfereiuio differenziali poflòno ave- 
re qualcuna delle feguenti forinole 


(<•) «• 

(2.) ¥LJx-i-Mdy 

(3.) K d x -+- Mdxd.y -+- N d. y 


<40 


H d.x 

Ki i.x -+- Mi ty 


ec. 


279. Può giovare moltifiimo a ravvifare ne’ cali particolari qual efier debba il 
fattore , che fervir deve a rendere integrabile una propolla equazione ditfrrenzio- 
diffcrenz ale ec. il ricercare , come fi è fatto al num. 50. , e feguenti , qual forma 
aver debba l’equazione, acciò da un fattore di una a ritinta forma polla efler rcl'a 
integrabile . 

280. Di tutte quelle equazioni poi gli integrali faranno in nollra mano , che 
li potranno ridurre al grado profilino inferiore coi metodi dati all’ Art. II. Capo 
111 . Tomo V., e all’ Art. I. Capo II. Tomo VI. 

281. Si è veduto all’ Art. Vili. Capo i. Tomo V., che acciò le equazioni 
differenziali degli orcini fupeTiori abbiano un valore determinato, é di mellieri l’ af- 
flimele un qualche elemento collante . Ora la Icieha d’uno piuccollo, che d’ un’ 
altro elemento collante può facilitare 1’ integrazione di quelle equazioni. Il modo 
(che per altro non è generale) per ernofeere qual lìa quell' elemento collante , 
che può facilitare l’integrazione, e il feguente: Si oflervi fe nell’ equazione (in 
quella equazione nellun elemento deve efler fuppollo collante, alla quale fuppoli- 
zione , qualora non fulfilla, fi potrà Tempre palìare col metodo dato all’ Art. Vili. 
Capo 1 . Tomo V.) vi fono due, o più termini, che per mezzo di un fattore ri- 
chiamar fi pollano all’integrazione. Quando ciò (la , fi prenda quello integrale, e 
fi affinila collante, nel qual modo facendo (parire quelli termini dall’equazione, 
verrafiì efia a riuurre a un minor numero di termini , e in confluenza facilmen- 
te rifulterà integrabile . Come per efempio propoli* elfendo da integrarli 1 ’ equa- 


zione Y | / d x -t- d. y = 2 x y d, x ì 
+ x l yd.x +yd.y X V. 1 *, otfervo che fe 


-+- yd.xd. l y + i.x U y 1 

a quella equazione aggiungerò, e 

nel 
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nel tempo fleflo vi fottrerò il termine x" d. x d.y, onde effa divenga 
Y | / A. x* 4- d. y 1 = 2 xyd. x 3 — x 1 d. x * d.y 4 - y d. x d. x y 4- 
x* d, X 1 d._y 4 - d.xd.y 1 4- x‘yd x + yd-y^d. 1 x, i di lei quattro ultimi ter- 
mini fi potranno rendere integrabili mediante il fattore ^ ’ con c ^ e ® 

riducono a d.xd.y +yd. 1 x , il di coi integrale è yd.x: Per Io che prendendo 
collante quello integrale, farà d.xdy 4- yd. l x =o, c parimente 

x l rf x 4 - ^-.7 Y, d.xd.y -+- jd'x = x l rf. x ’ d. y + J. x d. y * 4 - 

x l yd.x -hydyydSx 

X\/ d. x 1 -i- d y —2 x y d. x 


x* y d. x 4- 7 jf X * = 0 > con che *’ equazione fi riduce a 

-, 


x* d. x d.jr -t- yd xd t y, o (ia 

y d. x: Ma effen- 


Y^/rf.x 1 4 -zr = iX( rr _ ££1*2 + *,)(. 

d.xdy 

do d.xd.y 4- yd.'x — o, fi ha — — i/.'x; per lo che fatta la foftituzio- 


ne di quello valore, l’ultima trovata equazione diventa Y \/ a. x 1 4 - d. y — 

2 x d. x 1 4- x 1 d. 1 x 4- ad-* jr X y d.x, il di cui integrale a motivo di y d. x co- 
llante l $.¥ l/d a* 4- d / = x x d x y- d y % y d. x . 

282. Premefle avendo le neceffarie dottrine riguardanti i criteri d’ integrabili- 
tà rifpetto alle equazioni differenziali degli ordini fuperiori , e avendo dato il mo- 
do di trovare le equazioni di condizione indicanti fe le equazirni, che non fono 
complete, poffano ammettere un fattore, che le renda integrabili, e come p-ffar 
lì poffa alla ricerca di qu -Ito fattore, verremo ne’feguenti Articoli ai metodi d’in- 
tegrazione. Prima però di terminare il prefente darò la regola generale per inte- 
grare le equazioni di qualfìveglia ordine , e date per un qualunque numero di va- 
riabili, che fono complete. 

283. La regola i quella, che fi deduce dalla maniera di differenziare: Si or- 
dini 1’ equazione fecondo gli elementi cello fteffo ordine delle variabili, che in effa 
hanno luogo, cominciando dagli elementi degli ordini più alti, e prendendo in una 
fomma rutti quei termini, che fono affetti dallo fteffo elemento, lo che fatto lì 
prenda l’ integrale del primo termine conliderando come collanti tutte 1’ altre va- 
riabili, pofeia fi differenzi quello integrale non ritenendo pet collante alcuna delle 
variabili, e il differenziale, che ne viene fi fottragga dall’equazione. D’egual ma- 
niera fi operi fui refidpo., e così fi continui ad operare finché nulla rimanga; e la' 
fomma di tutti quelli integrali parziali aumentata delle convenienti coftanu corrif- 
pondenti all'ordine de’ differenziali darà l’integrale cercato, 

284. 


Digitized by Google 


CAPO II. ARTICOLO III. 


* 3 » 

284. Abbrucili quella regola non porti feco difficolti alcuna , nulladimeno 
per maggior chiarezza applichiamola all’ efempio defunto dall’equazione di terzo 
ordine '.zJJz 4- ódzd.'z 4 - xd>y 4 - 2,d.xd l y=.o, nella quale entrano le tre va- 
riabili x , y , z coi loro elementi , e P eicm -nto d.x è collante . Si prenda l’ inte- 
grale del primo termine 2 zaOz, che è 2zd.‘z, e il di lui differenziale 2zd>z -t* 
ìd.zJ.'z fi fottragga dalla data equazione, lo che fatto fi avrà di refiduo. 

( i.j ^d.zd l z 4 - *</■%+• id.xd'y — o. Del primo termine e,d zVz di quella equa- 
zione* fi prenda l’ integrale e fi avrà 1 d. z , che fi differenzi , c fi fottragga 
dall’equazione (t.), e ne verrà di refiduo (2.) xdJy 4- \d.xdSy = a . Del primo 
termine xd i y di quello rel'uuo fi prenda l’integrale, confiderando la x come co- 
ltante , e fi troverà xd.'y , il di cui differenziale xd. s y 4- d.xd.'y fottrarto dall’ e- 
quazione (2.) lafcia di rctiduo (J.) 2 d. xd l y — o , che ha per integrale 2 dxdy; e 
perchè il differenziale di quello integrale fottratto dall’equazione (3) nulla lafcia 
di refiduo , perciò raccogliendo in una fomma i ritrovati integrali parziali , e ag- 
giungendovi la conveniente collante, fi trova, che il ricercato integrale dell’equa- 

zion data è 2 z d. 1 1> 4 - 2 d. z 1 4- x d} y 4- 2 d. x i.y -f- A d. x 1 = o. 

285. A quella equazione fi può applicare la llelfa regola Diffirto prendo l’in- 
tegrale del primo termine, e mi viene 2t>d.z, il di cui differenziale 2z,d. l z 4- 

j il.j* fottratto dalla fielfa equazione lafcia di refiduo xd 1 y 4- 2 d.x d y 4. 

h d.x 1 — o. Ora 1 ’ integrale del primo termine di quella equazione conftderan- 
do la x collante è xd.y, che differenzio, e fottraggo al folito, con che ho di re- 
fiduo (4) d.xd.y 4- A d. x —o: Finalmente prendo 1 ’ integrale di quello 
refiduo, che è y d. x 4- A x d. x, e (lecerne col fottrarre dall’equazione (4) il di lui 
differenziale nuua avanza di refiduo, perciò aggiungendo la conveniente collante 
fi ha per l’ integrale cercato 2*lz> -t-xJ.y -4-ydx 4- Axd.x 4- Bd.x =: o , di cui 

per ultimo l’integrale è 4 - xy 4- — Ax* 4- Bx 4- C=o. 

ARTICOLO IV. 

De//’ integrazione di quelle equazioni, nelle quali cigli elementi di due variabili en- 
tra una fola dì Uro, 0 pure entrando tutte due, una di lori 
ajeende a una fola dimenjtcne . 

ìSó. p Er procedere gradatamente comincieremo a trattare l’ integrazione di quel- 
li le equazioni, nelle quali cogli elementi di due variabili x, y entra foL 
tanto una di loro con d.x coftante e primieramente fia y la variabile, che fola 
ha luogo nell' equazione . Col porre d.y—pd.x, dpzzqi.x, 1 ’ equazione differenzio- 
differenziale giuria la precedente ipotefi farà data per y, p, q, della quale pro- 
pollo ora viene di trovar 1 ’ integrale dato per x, y. Effendofi pertanto pollo 

d p d.y f d.p 

d.yzzpd.x ; d.p — qd.x , fi ha H— -, — — (perchè d.x——) -j— j che però 

d. x f d.y f e 
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f d.p d .*J 

fe nell’ equazione da integrarfi fi foftituirà - — in luogo di — — L , verralfi 

“'3 d. x 

elfa a richiamare a una equazione di primo grado data unicamente per p, 7, la 
quale fi potrà ridurre all’integrazione coi metodi dati nel precedente Capo I., e 
I' equazion proveniente in firguito fi tratterà coi metodi cfpolfi nel Tomo Vi. Di 
fatto dalla ritrovata equazione data per p , y, o li potrà ott*rere p — Y (la let- 
tera Y rapprefenta una funziune di y), ovvero 7= P (la lettera P efprime una 

funzione ci p) : Se fi avrà p— Y, a motivo di d..v = — , fi troverà d.x — 

S d y ^ 

. — . E fe farà j = P, a motivo ci dy=zd.P, fi avrà 

d.y d. P ’ , p d. P P r P d.p „ 1 . 

d.x — — d. — , e però x zzz V. = — -4- \. — j- . Può fucccde- 

p p O p pop 1 

re che r.è fi pedi avere p = Y, r.èyaarP; ma in quello cafo con introdurre una 
nuova variabile z, colla me de lima fi determini tanto p, che y, onde tìa p—Z , 

i. Z' 

y— Z' (Z, Z' fono date per a), c in allora fi avrà d. x — -7—, e in confi:- 

P d. Z v A 

guenza x = \ ~2~ - 

287. Ore fe nell’ equazione entrerà filtanto la x, c però pollo dyz=pd.x; 
d.p — qd.x l’equazione da integrarli fu data per le tre quantità x , p, tj t in tal 

/* P 

cafo fi ridurrà quella equazione al piimo ordine con ferirne — — in luogo di q y 


con che effà non inchiuderà più, die le due quantità x, p, onde fi potrà pofeia 
trattare coi metodi dati al Capo 1. , e prenderne l’ integrale . Se quello integrale 
fomminillrerà parX (la lettera X rapprefenta una funzione di x }, fi avrà d. j ~ 
fdx Xd.x, confcguentemrnte iimgr.ndo 7=3$. XZ x 4- A , e quello inre.palc 
fi troverà giuila le cole dette nel Tomo Vi. Cnc fe 1’ anzidetto integrale fonimi* 
nillrerà xa:P (la lettera P denota una funzione di p), fi otterrà dyz^pd.x — 
pd.P, e in conlègurnza integrando 7 §.p d. P=aPp — CJ.PZp. Se poi il fuddet- 

ro integrale farà tale, che nè fi polla avere pr=X, nè *— ?, hafiì a tentare di 
determinare tanto la x, che la p per una nuova variabile 1, cosi che fi abbia 
x=:Z, p = Z' (le lettere Z, Z' rapprefencano funzioni di z 1, e in allora figiun- 
gerà a *~%.pd.x~$.Z\i.Z . 

288. Abbiamo fuppolto coltante V elemento d.x ; ma fc in vece di d.x foflfe. 
collante qualch’ altro elemento, in tal cafo per attenerci alle date Eduzioni, farà 
di meftieri pafiàre (giuda i metodi dati all’ Art. Vili. Cupo I. Tomo V.) dalla fup- 
pofìzione di quedo tale elemento rodante all’ ipoteli di d.x collante operando po- 
lirla a norma delle regole date . 

289. Per altro non è necelfario per giungere all’ integrazione cercata di far 
quedo palfaggio da una coftanre a un’altra , die fià d.x. Di fatto fe nella data e- 
quazione fata collante d.y , poiché fi è pollo d.yzzpd.x > il di cui dilferenziale nell» 

ipo- 
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ipotcli di d.y collante è o— d.pd.x -f- pd. 1 x i donde ricavafi d. 1 x—- 


2 li 

i.fi.x 


• . il X 

effa fi ridurrà al primo ordine con fofiituire pd.x in luogo di d.y e 

in vece di i. 1 x . Cosi pure fe nell’ equazione, nella quale entra la fola x farà per 
efempio collante 1’ elemento j/ d. y -+- d. x * , col porre d.y — pd.x, quella 

collante fi cambierà in d.x^pp-p r . Ora fi differenti l’ equazione d.y z= fd x t 
e ne verrà (r.) d.'y =z d.pd.x ■+• pd.'x. Si differenti ancora l’elemento coltante 

/ ■+• i, e fi avrà d* x p p + i -+• - ---- - = o; donde ricavali 


p d.p d x 


y/pp + i 


(2.) d.~ x =z— pp t 1 S ua l valore la follicuzionc riduce l’equazione (t.) 


a CiO ^3 — dpd.x 


ppd.pd.x d.pd.x 


Quindi fe nell’equazione data 


pp-hi pp +- 1 

fi follituirà il valore di d' x prefo dall'equazione (a.), e il valore di d 1 y prelò 
dall’ equazione (j.J, fi verrà ella ad abballare al pruno ordine, come vien pro- 
pollo . 

290. Gli efempj ridurranno le date dottrine al cafo pratico. Data offendo l’e- 


quazione 


1 d.y' 

3 1 


£2 
3 1 


Z d. t y -h 2 d.y 

b l -y l 


*y' d y +iaZ? 


» — 3 

o, in cui d.x i collante, debbafi ritrovare la relazione tra x, e y. Si ponga 
d. y = pd x , e d.f — qd.Xy confeguentemente dSy — q d.x , e fatte le debite 
folìituzioni P equazione fi cambierà (con fare la divifione per d. x ) in 

*” * ' ’4±i? + cb« co. Uttrixlil 

b ~3 b' — i' d -3 




in 


Juogo di q palla ad edere 


** — y 

jppdy 

3 * 


pd-P lypd.pA-ippd.y 
J* + b‘-y' 


^ +■ lody—o, che difpongo cori — -- 

P d 3 + — Q t Or* offervo che de’ quattro primi termini fi può 

b l — ? t 

prendere l’ integrale , che è — : Ql” n< ^ della precedente equazione 

Tome PII Gg Pia- 
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“ integrale è - t 4. £! 2 - 4- + A =°> ° fi» (perchè 

: però J— = iai.xz=.iax) — jr 4- jt~j4-m* -f- A = o , di 


d,y_ 


cui ricavo p — 


»x + a'x y X * 1 -y . 

-lyl + à'-y 1 


d. y 

Che però Ibllituendo ^ * in luogo 


2jd.j d.y 

di f. e ordinando ritrovo mxdx-t- hd x = — 77 ; 4 — -j— » ODOC intf § rar1 " 

ri t —j, j 


do fi ha finalmente #**•+ hx + R—Ll 1 


J -y 


291. Debbili in fecondo luogo integrar l’equazione X d. x * | /iy-d.x l 

r= id. + «y J d. x j — <ry *jrd.*j , m cui /*■ 

è collante, ed X rapprefenta una funzione di x. Si ponga d.y — pd.x , e però 
d'y=dpd.x, e mediante le foffituzioni di quelli valori la data equazione fi cam- 
bierà in X d.x* y pp — i = 2 fd.p J.x * X PP — t 4 - p 3 d.p d. x — 
f d p d. x* , o fia (con fare la divilione per d. x ) X d. x ypp — 1 = 

2 f d.f X fp — 1 4- p } d.p — pd.p, che finalmente mediante la divifione per 

p 3 d.p pd.p 

ypp — 1 riduco ad Xd.jc= ipd.p y pp — 1 4 — ~".:zrz :> 

VPP — i VW-» 

3 di cui integrale à $. X /.*■=: pp y pp — a — ypp — 1 , vale a dire ( con 


.L 

a 


V L 


ùre S -Kd.x = X') X' = pp — 1 , donde ricavo p= j X' + 1 , che 

V~J 

t 


moltiplico per d.x } cosi pd.x — d.x | X' 4- 1 ; per Io che lòftituendo d.y in 


luogo di pd.x, e integrando fi ottiene 7=:$. d.x | 
brevità te coll ami a 


V 1 


X' 


r . Ho ommefiò per 


292. 
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CAPO IL ARTICOLO IV. 


* 3 S 


292. In oltre fi trova l’elemento )/d. y l — d.x X — J.x sj pp — 1 — 

L. ' H ' » jT 

i. x xx' J , e s- **Vpp - 1 = S- ** X . . , , 

293. Cerchiamo per ultimo l’ integrale dell’equazione dx 1 dy — 

2x dy 3 — ixdxi'y — X Jy 5 , nella quale </x è collante, ed X rapprefenta 
una finzione di x. Si ponga al folito Jy — pdx, dp — qdx , o fia d'y — dpdx, 

e con fare quelle follituzioni l’equazione fi cambierà in p dx 3 — ìxp 1 dx 5 — 


2 xdp dx 1 — X/ 3 dx 3 , che ordinata , e divifa per f 3 4 x * diventa 

pdx — ixdp x 

: = 2xVx 4- XAe, il di cui integrale è = x* 4 - $ X<fx. 

PP 


Soflituifco X' in luogo di S- X/x , pofcia prendo il valore di p , che è 


/ 


1 / 


V 4- X' 


. Moltiplico quella equazione per dx cosi pix =z 


Jx |/_ 


X' 5 


pofcia foflituifco dy in luogo di pdx , e paflàndo all’ integrazio- 


ne ritrovo y = $■ dx . 

294. Collo fielfo metodo fi potranno ridurre all’ ordine proflimo inferiore le 
equazioni degli ordini più alti, purché però abbiano le condizioni già richiede. 
Ben è vero però, che il più delle volte non fi potranno ulteriormente abballare 
con quello metodo: Per lo che é di medie» ricorrere ad altri artifizj, che ora 
fono per efporre . A tale oggetto allumo l’ equazione X = Kj 4- 


Ch n ~ 3 d’~>y Kb"~ x d'-'y 


A b—'d—'y 

. ■»— T~ 
dx 


4 * 


b’J'y 

dx * 


, o fia (I.) b”d’y . 


4- A b—'d'-'yix 4- B b ,, ~ l d—‘y dx* 4- C t> , ~>d—’y~d 7 i 4- ....... 4- 

R y dx " z= X dx ’ . Poiché queda è un’equazione generale, con trovarne rin- 
terrale , fi verrà pure nel tempo ftedb a trovar l'integrale di tutte le equazioni 
particolari, che dalla medefima vengon comprefe. Si oflervi che in queda equa, 
zione (I.) dx è rodante, la X rapprefenta una funzione di x qualunque fia, la 
lettela » denota un numero qualunque intero, e pofitivo, e le lettere A, B, C,' 

Gg 2 . . . . K 
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Sj<5 DELL’INTEGR. DELLE FOR., ED EQUAZ. DEL TI. et ORDINE 
; . . . K efprimono quantità collanti, e cognite. Dell'equazione (I.) fi prenda per 

integrale l’equazione (IL) b’d m ~‘y 4 - p>"~ 'd "”’ ydx 4 - y ix 1 4 - 

.... 4 - r by ix' 1 = X' ix ’~ t , ove le lettere p , », . . . . r rapprefenta- 
no quantica collanti , ma indeterminate, e la lettera X' denota una quantità va- 
riabile parimente indeterminata. Kefiano adunque a determinarli le quantità p, », 

. ... T . ed X' a fin di avere mediante le convenienti foftituzioni nell’ equazione 
(II.) l’integrale dell’equazione (I,), o fia a fin di abbaflare all’ordine prollìmo 
inferiore l’equazione (I.). Bada poi riflettere all’equazione (I), e all’equazione 
(IL) per rilevare, che la X' deve edere una funzione di x. Sia pertanto (111.) X' 

S VJx 

+ X' v ') (le lettere X", X'" denotano quantità date per x), 

e quella deve necelTariamente edere la forma del valore di X , affinchè il differen- 
ziale dell’equazione (IL) fia, come dev’ edere, corrifpondentc all'equazione (I), 

nella quale fi trova il termine X ix * . Ora fi foftituifea queflo valore di X' nell’ 
equazione (IL) , pofeia le ne prenda il differenziale, e con ciò fi otterrà 1’ equa- 
zione feguente b"J m j 4 - fL b’~ l i'~'ydx 4- ,b’~ l d’~ 1 y~2x’‘ 4- .... -f- 
*bdy ~Tx 1 — dX"ir'“’ ( 5 . ^ + X "'J + + 

X"^"- 1 iX'", o fia (H) b’d’y 4- pb—'J'-'ydx + ,b’-'d'~'y~' 4 - 
. . . . 4- r biy ix ' — rfX" «x ’ —1 ( ^ 4- X'") = X «x " 4 - 

X" dx n_I <iX v ". Ma fe l'equazione (IL) [che mediante la foftituzione del pre- 
cedente valore di X' è b n d"~'y 4 - Six 4 - r b’~ l d t ~ s y~dx x 4- 

.... 4 - rby ix* 1 — X"”i7x * ‘ ( 4 - X'") ] fi moltiplicherà per 

iX" . WX" . 

-^r, eira fi cambierà in — _X(èV’-' < y 4 - pb'-'d'-'yix +'b*-'d*->y dx 

+ -I- rbyl^'- 1 ) = dX"‘d7’~‘ (g ^ 4 - X'"). Che 

però fe nella precedente equazione (H) fi fofticuirà quello valore di 

/X" 


Digitized by Googl 


CAPO II ARTICOLO IV. 


S XJx 

4 - X'" ), ve rr affi quindi a trasformare nella feguente 
b m fy 4- pb—'i—'yix 4- r è— 4- 

/Ili \ * r 


- b — (b-'f-y 4- pb'-'d—'ydx 4 - . . . ) 


X- 3 T* 4 - X"*ZT~ 1 i. X'". Paragonando poi i termini di quella equazione 
(IV; coi cornfpondenti termini deH’equazione fi.) fi trova dover elfere </X"' — o, 
onde integrando fi ba X'" = A' ( A' è la collante ) . In oltre paragonando i fe- 

IÌK" 

condì termini delle equazioni (I) , (IV.) fi trova Aix — pdx — — , da 

A 

■ /• ■ f» — A </ X“ r , c . IV 

cu fi ricava — = , o fia ( con fare p — A =zm) — = 

— - v -- ; quindi integrando fi ha — = /. X", e paflàndo dai logaritmi ai nume- 


b 

ri fi trova a c= X v ' : Onde jfoftituendo quelli ritrovati valori di X" , X'" 

mx "ix 

b b 

nell’ equazione (III.) , ne viene X' r= a ( & * X<f* 4- A' ) . Se 

. . mix JX" 

poi fi foflituiri — — in luogo di -^r nell’equazione (IV.) , efla G cambierà in 


yfy+pb'-'d'-'ylx+,b'-'d"- 1 3 « * 4 - v*’-’/— J/ZT* 4 --. ■ 

(V) 

—Mb' , -'éì , -ijJx-m (t b— i d’- 1 y'77 1 —mrb—ìd—ìy'Th? ^ 


Ora mediante il paragone dei termini di quella equazione coi corrifpondenti ter- 
mini dell’ equazione (I.) fi determineranno i valori aegli afliinci coeffit ienti indeter- 
minati t così. 11 paragone de’ fecondi termini efibifcr p — m 4- A; 

il paragone dr’terzi termini dà # = m;* 4 - B, cioè (con fbllituire il ritrova- 
to valore di p ) n =z m 1 4- Am 4- B ; dal paragone de* quarti termini fi ottiene 
y m 4 C ! o I» (con follituire il precedente valore di #)«■=: m* 4- Am* 

4- Bm 

• \ 
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Bm C ; e così in poi , nel qual modo pel valore di r fi rrov* ’ -f> 

Am'~~ * 4- B»"~* + C m’~* 4* • • . • 4 - P« -+■ Q.. Ma poiché è 


R + r)(|i — A R 4 - T» o, perciò (i ha (VI.) »* 4- Am’— ' 4 - 

Bm’—- -f- Cm’~ 5 4- .... 4- Q» 4 * R = o . Che però rifoivendo quella equa- 
zione , e trovando i valori di », fi potranno pofcia ottenere i valori di j», r, 

t , . . . v. 

195. 11 numero » adunque efibifce il numero de’ valori di ». Se pertanto 
tutti i valori di m faranno ineguali, mediante le opportune foftituzioni di quelli 
valori in vece delle lettere /* , r, ree. fi trasformerà l’equazione (II) in un nu- 
mero « di equazioni, onde poi col paragone di quelle equazioni farà facil cola il 
giungere al valore di y . 11 modo d’ operare è il feguente. Sia per maggior brevi- 
tà h = 4 , onde l’equazion da integrarli farà di quarto ordine, e il di lei integra- 
le ptefo generalmente farà giuda le cofe dette (VII.) W'jr 4- ^d'ydx 4- 


b b 

•b'dy dx l + *b y dx } = a (S- * Xdx 4- A'). 

1 valori di m fiano quelli quattro e, e, f, g , con che il fecondo membro del pre- 
cedente integrale (VII.) fi cambierà ne’ quattro feguenti 


ex 

ex 

tx 

T 

b T 

~~T 

- CS- « 

Xdx 4 - B'); a 

(S- « Xdx+C) ; 

fx 

_/? gx 

ex 

b 

b b 

b 

a (S- * 

Xdx 4- E' ) ; a 

(S. * Xd, r4- P), 


de* quali per brevità fi faccia il primo = H, il fecondo = K, il terzo = M. e 
il quarto = N. Giuda poi i num. 478. 479. Tomo II fi otterranno dall’equazio- 
ne (VII.) le feguenti equazioni di terzo ordine. [Si oflèrvi, che quelle equazioni 
devonfi con tal ordine collocare, che quella occupi il primo p' fio, che tra i coef- 
ficienti de’ fuoi termini non ammette il primo valore di », che nel cafo prefente 
è c: In fecondo luogo quella porre fi deve , che tra i coefficienti de’ fuoi termini 
non ammette il fecondo valore di m, che fi è fidato elici e, e cosi fucceflivamen- 
te collo Aedo ordine, e ciò a motivo delle quantità H, K, M ec., che occupano 
i fecondi membri, mentre per poterne in feguito determinare i valori, è di medie- 
li, che la loro ferie fia inalterabilmente ordinata, acciò fi fappia fidare il valore 

mx 

" ’~T > 

di m nelle coirifpondenti efpreflìoni « (S- “ Zdx 4- P) e affi- 

gliare il conveniente valore a Z, come li dirà in appreso]. 


O 
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(,) b'J'y -( e + f+ g) bifjJx -h (ef+ c £ +fg) b'dylù' — 

tfsh ~**~ s — H ' 7 *■ , 

(i) b'fy - (c +f- h gybij*jte 4. ( f /4. cg ìVj’ZT* — ‘ 

‘f&h~ì* i = K"ZT 5 

✓ 

(3) b'Py - (( + f + f) bU'ydx 4 - (ce 4-^4. tg) b'Jj~ 77 * _ 
ttgly~lx ì = Mix 1 


(4) W’jr — (c 4 - e -+-/) tWj/jr + (« 4 -<f+f/) b'dylZ* _ 
ccfbj~2x~ i — N"rfT J 

Se dalla [1] fi Temeranno ordinatamente le [a], [3J, [4], (I troveranno le tre fe- 
guenti tu fecondo ordine 


(5) b’d ‘ y — (/ 4- g ) b l dydx 4- fgbj rfx * = 
(<SJ bU'y ~ ( e -t- g) V-dydx ■+■ egbylù 1 — 

( 7 ) »*} - C * +/) = 

Ora dalla [5] fi Attraggano ordinatamente la [ 61 , e la 
le due feguenti di primo ordine 


(8) *Vj _ gbydx - — 


H dx 


Kdx 


H * 

K dx 

c — e 

‘ -f- 

e — e 

n~ 77 x 

m" 57 * 

c-f 

+ f-c 

* _ 

H dx 

N dx ' 

e S 

+ . 

S~ c 

1 [7] , con 

che ne verranno 

— + = 

M dx 


H dx 


(9) b'ij-fbji* = -t- 

_ , „ '-‘X'-S g-cX£Te' 

finalmente con lottrane la [9] dall’ [8j fi trova 

(10) by — + ___ K 4. 

*-'X*-/X‘-£ *-‘X f -/X*-* 

M N 


Hix 


296. 
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ig 5 . Nella precedente foluzione fi è fuppoflo, che i valori di m ricavati dall’ 
equazione [VI.] liano tatti fra loro ineguali, ma può fuccedere , che o tutti fiano 
fra loro eguali, o pure alcuni fiano eguali, e gli altri rimanenti ineguali, ovvero 
che mentre alcuni tono ineguali , due o più fiano eguali fra loro , e parimente al- 
tri due , o tre tra loro eguali ec. ; e in oltre può accadere che o in tutto , o in 

parte fiano immaginar). Percorreremo quelli diverfi cafi . Ripigliamo a integrare P 
equazione di quarto ordine antecedentemente trattata, e (apponiamo primieramen- 
te, che dei quattro valori t, e,f, g di w due fiano eguali fra loro, per elèmpio 
g = f. Stante ciò ben fi vede, che dall’equazione (If) non fi potranno ottenere 
che tre equazioni di terzo ordine, mediante le quali fi potrà bensì arrivare a un’ 
equazione di primo ordine , ma non già all’ equazione finita efibente il valore di y. 
Per poter giungere a quella equazione fi faccia così: Si affama l’equazione (5) 

del preced. num., nella quale dei valori eguali/, g entra il folo g ; e ficcome dei 

valori c, e, g il di lei integrale, come colla dalle colè dette, non ne deve cot> 
tenere che due, i quali faranno, t, r, perciò quello integrale farà il feguente 


X"" dx 

(il) b*iPy — [c ■+■ f] b'iyix -f- cebj dx 1 =z - 

(determinerò in apprelfo il valore di X""). Si prendano in oltre le equazioni 
f?]> f< 5 ] , e con fotcrarre dalla [5] la [ 6 ], e da quella 1’ [11] fi otterranno le due 
feguenn 


Mx 


K ix 


12) Wj — gbyix — =-pz= -+- 

c—e^c—f c—/X e 


M dx 


C' 3 ) — 'h Jx — 

f — f 


MJx 


X"* Jx 


M/x X"" Jx 

( nei denominatori dei termini , — - — , fi è porto /— c in fuoeo dS 

f-cXc-f bxT^c ^ 6 

g—c a motivo che per ipotefi è g—f). Finalmente dalla [12] fottraendo la [rj] li 
arriverà alla feguente cercata equazione 


( 14 ) iy = 


H 


K 


X"" 

*X/~X/— ' 


— c X r-= 7 * 


f-< tf=? 


297. Rella adeflo da determinarli il valore di X"", il quale (le IT avrà ri- 
guardo a] fecondo membro dell’integrata equazione (3), e all’equazione <lll.) fi 


tro- 
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*41 


/* 

troverà edere X"" = X" ( S- + G v ) == ( con foftitHire * in luogo di 
fx f* 

r b 

X") * { $. * Mdx + G'), che con foftituirc il valore di M prcfo dal 

fx —fi 

b b 

miro. ipj. diventa » [ G' -f- $• <f* { S. a XJx ■+■ E' )J, vale a dire 

b 

l perchè (pel num. 494. Tomo VI.) g, ix ( E' 4 - S- * Xdx) == * CE' 
fx _f* fx 

b b b 

+ S-* Xdx)-S-* J&wùf] X**> =5 * { G' -+- x (E' + 

fx fx 

7 b 

$, a Xdx) -, $. * Xxdx}. 

Z98. Siano ora eguali fra loro tre valori di m, cioè e — f — &• ® prenda» 
no le equazioni (j), (11), e fi fottragga 1’ (n) dalla (j), con che fi troverà do- 
po aver foilituito t in luogo di /, e di g 

Hdx KJx X"" ix 

( 1 Sì b'iy — cbyJx — - j - -f- =—- = ■+• - -gcr • 

1 ' J f-cXc-t b^c~c 

Si pafli a integrare l’equazione (n), di cui l’integrale a norma dell? pofe dette 
non deve contenere, che ij valore e , g però farà 

X'"" Jx 

(16) b x iy — tbyJx = » — — (fra poco determinerò il valore di X'""); 

Onde fottraendo quella equazione (16) dalla (rj), li avrà finalmente 
H K X"" X'"" 


(17) by =3 


7? •+> — 
J z* \ 


— j- +■ — mv- -»»■ . 

( — r t-r b\c—e 

t'«" fi nir,r„i rh, X'"" — 


b'Xc-.c 

299. Per determinate il valore di X'"" fi oflervi , che X'"" — 

ex '* 

7 b 

a (H v + S* X"'Vx ) , onde fatta la conveniente (bftitutione, c rote* 


Tomo Flit 


Hh 


gta- 
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ex ix 

b b 

graziooc fi trova X'"" = * [H' + x (C' — • S* * XxZx) -f- 

ex ex 

~~ r r 

x‘ (F.' 4 - S- » Xdx) + S « XxVx J 



pierà, che fi fono determinati i valori delle funzioni Inferiori X'"" , X"" ec. , 


&x £* 

b b 

dalle quali efla dipende, cosi che fe farà Z = * (G' 4 - S* * X/<), fi 

b 

troveranno le fuffèguenti funzioni Z\ X"", X'""... V cori Z' = a (P 4. 

_£* gx __gx 

b ¥ ¥ 

S- • Z<ix)i X"" = a (E' + S 1 * ZVx); 

£* . £* 

¥ * 

X'"" = « (D' 4 - S. a X'"V*\ ec,. Onde fe fra quelle funzioni 

( fupponendo che la Z occupi il primo) la V oicupcrà il pollo incicato dal ru* 
mero 0, l'efpreflìon generale del di ki valore farà (grnlt* il num. 496. Tomo Vi.) 

£ b , b 

„ _ . * (X* S. a x/x ax*~ l C. a Xx*r 
~ * \~T~i~ 1 ~~ + 


3 - 


0 > ¥— !• X*"* <y 0 


1. 2. J. 


J* 

b 


XxV* 


X» 2i • « « • 1 •• 1« i 
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*A3 






b 

■* 

. • * 

*~ ? s- - 

XxVx 

*• i • • 

...... 1. a. 3 


£* 
~ b 

z* 

£1 ~7 

a Kx y Jx 

^ 0 fia V = * 

* j. x* g. * X/* 

*. z. 3. . . . • 

*■ 1 . Z. 3 

£* 
~~ b 


£* 
~~ b 

I*- 1 s- * 

XxVx i x*~ 2 

q, « XxVx 


*• *• ì * 1 I. 2. g. • • • * — *X *• 2 


~~ b 

K— * S- « XxMx + 

I. Z. 3 -= 3 X»- 2 - 3 * 


± 


b 

S. a TLx m ix_ 

1. z. 3 . • ■ • 


4> 


F** _1 4- Ex* 1 + 


pno ambiguo dovrà avere il legno 
fegno — , fe » farà un numero impari 

® n /Il «1 C..r-rsr\An Cr\ ITI 


Cx - 

-, fe 


B] Il termine , che è affetto dal Te- 
lài à un numero pari, e vie: verfa il 



quali uà t — j I w & — ' * . - 

^Vll.j C otterranno le feguenti equazioni 

[ t&] *s 4* y — ( e +f+g + 0 4,4 4,1 J J * + ( < /+ e £ +ti +fgA-f+g ') hì Py d * 
_Ufr + :g i + 'fi+fS') b 1 *3*7' + rrHTT 4 


[ 1 9 .] » ** 3 - ( c-t-f+g+i )b ld, ydx+(. ‘f-Hg+fi+fi+fi+i’) bì dx * 

— ( ‘fgA-efi +*gi+fgi )b* *3 * x +tfgibyd x* = K d * 

{ao.] b‘d*j —Ic+e+g+iyMjidx+fee+ef-t-d-i-ei+ei+giìb’fjid x 
_ teg + c<i+(gi + fg’ì b l i 3 Ti ì + tegibylT* =zM*x 


Hh » (»■) 

% 
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[il.] b' s d*y—(,c-t-e-i-f-hi)b*d > ydx-i-(,ci+cf+c!+ef+ei+f)b>d x y d x* 

— < ccf-b-ccì + cfi 4- e fi) b 1 dy d x J ■+■ e cfiby d x* — N d x* 
[21.] bU'y — (c+c+f-hg)b*diydx + (cc+cf-ì~<g+ef+tg+ fg) 

— (.C'f+ceg + cfg + cfg)b'dydx , -f- cefgbyHT* — P UT* 

Dalla [ 1 8 ] fi fcttraggano le [19], fa i.J» e ne verranno le feguenci [2?.], [24.], 
pofeia fi integrino le [20.], [22.] nel modo praticato al num. 295,, e fi otteuan- 
no le altre due [25.], [2Ó.J 

[23.] I*d'y — (f-hg+i)b>d 1 ydx+ (fg+fi+g’) b l dy d x* — fgibyTx 5 

K d x * 

— -f- 

t — e e — c 

[24.3 b*d>j — (t+f+i)bid‘ydx + (,ef+-ci-t-fi)b , dyd x* — efibyd. x 1 

=* H *** + N ’^~*~ 3 
~ ‘ ~ S g ~ ‘ 

1*5-2 ^ j3 y — Ì c +g+')bid , ydx-t- Ug+ti+g ) b'dy d x * — cg ìby d x * 

— —IZjlL 

b 


[2<S.] b'dly— (.c -h'+f)Vd'ydx + (ce +</+(/)? dy d x* — tcfby d x* 

_ 

~ b 

Si fott raggino adeffb dalla [23.] le [24.], [25.], e dalla [24.] la [ 25 .], e fatto ci*' 
fi troveranno le tre figlienti 1 •" 


\. 1 T‘}b ì d 1 y — (f-h')b l dydx-hfiby d x * : 

N TT* 

~tX'^ I i 

[2&] Vd* y — {g 4-i) b'dydx -f -g i by 7* * 

IT j 

x Tir 
-+• — — • 
b^-d 


H d x ^ K d x 

~lt=* ^7 X^s 


H d x 

( — t 



X‘-< 


l 1 ?) 


» 
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[ 2 *] tfbyTT* = - d **- 4 . - N .' 

f -e 

x J X 1 
b Xl^ 

DaIla f J 7 -) fottraendo le (28.), (ig.) fi trovano k due fegBent ; 


[jo] b^Jy-iby,lxz=~/ X 


_ NV* 

c ~' X*— $ f— £ J X f — f 1 


+ -4=l- = 

* X'-‘X'-g 

tjl] b '*y—fbydx~ 4. -■ ^ + 

c -'X‘-z' e ~ c X~g l ~iX^ 

X r J X 


b Xg—cXg~e 

Finalmente fottraendo la (31.) dalla (30.) fi ottiene 

[32»] by = H 3f-t- h -t- g y K f H-ac— 3^ )(N 

'-'‘X*-/ c-c'xT^g* i^t'xi^ 1 


b X'-'X'-g l bXg-'Xg ^' 1 


ex ex 

it b b f 

Qui poi fi orervi, che X =„ (5.* K/x + E'), ed X = 

è 

* ( S* * Nije 4. G'), e quelli valori fi determinano a norma del 

num. 300. ut * 

302. Analogamente alle operazioni praticate fi procederà all’ integrazione di 
qualunque altra equazione nel cafo , che riiverfi valori di « oflervino rifpettiva* 
mente eguaglianza fra loro nel modo anzidetto . 

303. Refta a parlare per ultimo del terzo cafo, quando cioè i valori di m 
fono imraaginarj. In quella ipotefi i valori di m rifpetto a una equazione di quar* 

*? o rd i? e w an ° ± f * » V— , ±fV~, ± gV—, adunque i valori 

•1 Hj R.) M, N» noma del num. 295. faranno i Tegnenti 

H— * 
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cxV— t 

— ex V — 1 


b 

H — e 

( B' + S. <* 

X dx) 

exy / — t 

— ex V — 1 


K = a k 

(c' + S-* 

_ f X 

X i x) 

b 

M = a 

(£' + S-* 

X/r) 

g*V — 1 

— gX'J — 1 


b 

N — « 

( F' 4 - s- -» 

Xrfx) 


ex y / — I 



Ma (pel num. 49 j. Tomo IV. ) « * — CoC — 4 - V — 1 • Sen. — ; ed 

— C *V — 1 ex y/ - 1 

* h — CoC — — ydl. Sen. ^ ; e parimente * = 

b b 

exy/—i 

CoC — 4* V — 1. Sen. ^ ; a * — CoC — V — *• ^ cn ' y et » 

P 0 w 

quindi H = 

(CoCy 4- Sen.y^X [ B' + S-X^CCof. j — v“' & n.y) ]: 

lileffamente K ~ 

( CoC ~ 4 V~Sen. ~ ) X [ C' -t- S-X^x ( Gof. £ _ Sen." i ] , e >® 

fteflo fi dica degli altri valori di M, N. Relativamente a quelli valori fi determi- 
nano i valori di X ,r j X r ec. a norma delle regole già date . 

304. Le equazioni trattate fin ora fono fiate complete, vale a dire hanno 
avuto tutti i termini competenti al loro ordine, ma non tutte fono già cosi. Se 
l’equazione differenziale farà mancante di qualche termine, avrà in tal cafo l’ e- 
quazione (VI.) delle radici eguali azero, e quando ciòfucceda, non altro cambia- 
mento incontreranno i ritrovati valori di y mediante l’integrazione, fènnonchè dai 
medelimi fpariranno quei valori di m, che fono eguali a zero. Sia per efempio 
(— o, dante ciò i’ integrale (32.) dell’ equazione di quinto ordine del num. 301. 

paf- 
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_ . . - . « } . + f XK ^ UXN^ 

'■*’* « cfa. n-rrF ~ 77T=r C '*7=7 r 


+ _ 5 _ 

b sXs- e 


% f —i s'X£- 

e il valore di H farà B'4-S'Xrfx. Se foflfe 
H 

j( 7 -** t> X< 


t n 3 ? -t- a e X X 

i=gzz o, l' anzidetto integrale diverrebbe by — ■ 1 — ; “ —, 

r — 2 f X N , ^ e il valore di X* farà G' -f- 

— 77 > " + 

g, 4 * (F' -f- $. X^x) = G' + F'x -+- xS-Xrfx — S*X x 4 x. Se poi l’equa» 

Zinne da integrarli farà b" 4 ' y-x 7 T‘ , nel qual rafo tutti i valori di m 
vmno a zero , l’integrale di quella equazione (giuda il num. 300.) farà l>y~ 

■ — T /> «7 » » 


X*-» S-Xd/x 

1.2. 3. ■>.« — I i. a. J- 

S-Xx’— -/ x 


‘S-Xxi/x x" ?S-XxVx 


Gx" 


<1—2 J.2. j...,»— J. 1.2 

• F x*~* : 1 • + C» + B , 


"* • » * • db 


1,2.3. . . « — i 

30 j. Cogli efcrapj vediamo in pratica 1 ’ efpofto metodo d’integrazione. Deb- 
bali integrar l’equazione 4 "‘ y •+■ 4 *y 4 x — 94 *y 4 x — J 4 * y 4 x •+• 

i ** 77 * ■+■ izvTx"’ ~ X Tx” 5 . Poiché l’equazione dalla quale fi ri* 
Cavano i 5 » + - - ~ 5 i« « f » =0, le di cui ra- 

dici fono w4-t=:o; m~ 2=0, w— 2=0; "-H— °i *+-t==o, e in oltre 4 b—i, 
perciò con porre 3, e=/=2, |=p-i ‘ integrale della prope- 
lla equazione con fare le convenienti fuftituziom nell integrale (32.) del num. 301. 
lo che facto fi avrà 


y =* 


a-)' ($.*>• XJ* 4- B') _ i7,a*' K4x + C') 


1 00 


^ 7 J 


„ X</x-l-P) «** fE'4-x(C'4- X^x) — S- a**"' Xx/x] 

+ "1Ó8 ' + 45 

K~' [G' + x(F' +S**X/x)— jyi’Xx^l o 

* m * 

trv (S ^ ’Xdx 4- B N ) 

Jl — IPO 


<•** 
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a 1 ’ f 15 ■ 5 *X C' — M +■ 1 5 x X $•«“*' Xix — 15 X^Vx] 

3 tJ : ~ 

+ ! +é* x F '+ 1 ■+■ 6*X S-‘ , X'/x-6? r *'XKJx] 

f ,08 " * 1 

joó. 11 fecondo efempio ci verrà fomminiftrato dall’ equazione d'j — i<txi'y 

1 — dx d y 4- 3 y 4 x X d x , rifpetto alla quale 1’ equazione data per 

« * ?*’— «4-J=o, le di cui quattro radici fono «=1, m=j , , 

» = -/” ; Si ponga pertanto <=1, f=j,/= V^T, £=— y/TT, e 6t- 
te le (oltiruziom di quelli valori nell'integrale (10,) ael nuip. ;pe. (poichi è 

r , . , . H K M N 

egli fi cambierà in y=z 4 1 4 n a r t0 „ 

4 20 84-4 V — r 8— 4 V — i 

follituire i valor! di H, K, M> N defunti dallo flelfo num. apj.) 

a‘(S.a~ M Xdx+B') «J'f S «~ J * Xdx4-C') 

* 4 ao 


*v' — « — x^—i — x v'—r xi/^7 

1 e a Xdx-hE') _ a (d.* Xd* 


ì-+-4V' — i 




8— 4V— a 

Cbe, con follituire CoC x 4 -V^T. Sen. x in luogo di « * f e 


Y y/ | 

Cof. x — ^ — 1 , Sen. x in vece di « , diventa 

a'(ì.a-’XJx 4 -B’) «»'CS -“ }, Xdx4-C') 

_ ;_4 ^ + 

zCof.x-r-Sei .x y 2.§.Co(Xxdx-hh.'+^ ■+. aSeax— Cofx X aS-Sen Xxdx-hk'— ¥' 


die t l'integrale dell’equazione propolla, 

$07. Prenderò per ultimo efempio 1 ’ equazione i* y 4- d*y d x' =s 

X Tx , nlpctto alla quale l’ equazione, che efibifee i valori di m è ni* 4- m* 

*= °» '* < * ualc ba due val °ri «8 us li a zero , c gli altri due fono , 

m — 1 ' Mediante pertanto le convenienti folhcuzioni l’integrale (14.) del 

oum. 196. diventa ( con porte f = y'ITI’, ed » 2= — y'ZTT ) • — 


Digitized by Googl 


H 


CAPO II. ARTICOLO IV. 
K 


149 


2 V — 1 1 V — 1 

*y — 1 

palla ad effe re y — — 


-+- X' T , che con forti tu ire i valori di H, K, X 


— * V— 1 

( B' 4- «:• a Xdx) 


1V — 1 

— x V — * * V— 1 

- (C' 4- <;. a X dx) 


4-G'4-*XE' +S-X^x — » 

1 V— « 

ixy' — 1 

S Xxdx, vale a dire ('Mediante la foftituzione dei valori di a ) y =s 


C r f x — V — 1 • Se n. x X B' 4- g. Xi/x( CoC x — ej — 1 . Sen. x ) 
2 v ^7 


CoC x — V — 1 . Sen. x X C' + 5 CoC x 4- V — * • Sen. x ) 

1 V -1 

Q\ gt 

+• G' + E'x + x JX^x — S-Xx</* = Co C x — 

2 V — 1 

B' 4 - C' 

Sen. x X — Sen. x. S. X d x CoC x 4 - CoC x . S. X d x Sen. x 4 - 

G'-*-L'x +-xS-X^x— S-Xxrfx. (a) 

jo8. Dopo aver detto in che modo fi riduca all’ integrazione f equazione 

b' d'y 4 - Ai— > r — 'ydx+B b'~ x d'~ x yT~x -h Cl> > i — J j77 5 

-t~ «... 4- RJi^x* = Xix , vediamo ancor brevemente come fi polla 
Tomo VII, li in* 


(a) il Celebre Sig. De la Grange nel 1 . Tomo di memorie della Reale Società To- 

Ady B.-.*v Cd J y 

rine/e ba fitto vedere , eoe f equazione y 4 4- t 4- — •+• 

• ax a x d x 

P (]♦ y 

— 4- re. = X [le lettere A, B, C, re. denotano quantità finite , ed X una 

a x 4 

funzione di x ] ì integrabile ancorché le differenza fiano finite, e che in confeguenza ì 
pure integrabile /’ equi.* one y 4- Ady 4- Ba*y 4- Cd 5 y 4 - CC. =X, donde poi dedu- 
ce la vera teoria delle ferie ricorrenti , 
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integrar I* equazione S y d x 4- B d y d x 4- C d 1 y d x 


D J>yd x 


»— j 


4- E d* y d x 


B i y d 1 y _ d 3 f 

(33) A y •+* ~ 7 ~~ + C ==1 + D =3 

d x d X 


4 - T d* y — o, che «duco così 
_ d* 1 

I- E ==. +• • ... 4 - 
d x 4 

_ d' y 

T , =0, nella quale dx è collante, e le lettere A, B, C, D ... T rappre- 

d x 

fontano quinrtà collanti, e cognite, e la lettera n denota un qualunque numero 
intero, e politivo. Ora egli è evidente, che a quella equazione foud.sfa 1 * efpret 

fione y = « “ * ( la lettera « rapprefeota al folito la baie logaritmica nel fiSema 

de’ logaritmi iperbolici) , mentre con ciò li ottiene — — — /tu • — — 

“ x d x 

<r? , ,, 

= 14 a , de’ 


, /** d> y «* d y u* 

h * i =1 == »•’ * 1 =. —#***» , 


^ * W x d x 

quali valori la folli tuzione riduce la data equazione mediante la divilione per 

0 ad A 4- Bf, -+- C ft 1 4- D p’ 4- F p* 4. . . . , 4. f p" — o, oppure (34 ) 
A p° -l- B p +- C p' -f-1 f»’ -t- t ) 4 ' +- . . . . -4- T(**=o. Dunque fe in queita 

^ su d* y 

equazione fi fodituirì y in luogo di p° ; —j — in vece di fi , — — , in cambio di 

d * d x 

% , *' y . 

I * ; c generalmente _ — — . in vece di p' , cITa fi cambierà nell’equazione (33),, 
d x 

e vice verfi fe nell’equazione (33.) fi foftituirà p’ in luogo di t; p in cambio 

d y d 1 y d* y 

d* j- • ‘ n vece di - — t , e generalmente p" in luogo di — - , , eflà fi tras- 
d x d x 

formerà nell’ equazione (34)- Si rifolva quella equazione, onde avere i valori di 
l* “ che fi a no a cagion d' elcmpio c , e, /, g, i ec , de’ quali il numero viene et 
pieuo da », c ognun di loro luddisferà all* equazione propolla; per lo che i di 

lei integrali particolari faranno j = B' * n ; y = C' a'*; y — D' /’ ; 

J = E' “** ec , i quali corrifpondono alle equazioni cy — e y = — ; 

dy ^ ^ ^ x 

ec ‘ ( àttere E', C', D', E', ec. efibilcono le collanti, che entrano 


in 


Digitized by Google 


CAPO II. ARTICOLO IV. 


in ciafcuna integrazione, mentre per efempio dalla prima rj = — G ottiene 
dy 

tdx == — , il di cui integrale é L B' + c x L a = l.y , onde paffando dai logaric* 

3 or 

mi ai numeri fi trova y = B' « ) . Ma poiché alla data equazione foddisfanno 

r i n 

quelle efpreflioni y = B' * ; y — C' a ec., alia medefima deve pur foddisfare 

' « or 

il loro aggregato, quindi il di lei integrale completo è ji = B'« -+-C'« -f- 

D' m E' «** ec. : Per lo che l’integrale cercato ha tante parti , quante uni* 
tà contiene il numero efprimente P ordine dell’equazione da integrarli. 

309. Finora ho fuppoflo, che i valori dell 1 equazione (54) nano p — r = o, 
p — e = o ; fi — /= o ; fi — g — o tutti ineguali fra loro , ma può cl- 
ic re , che alcuni , o anche tutti fiano fra le eguali . In tal cafo fi trove- 
ranno le patti integrali , che corrifpondono a quelli fattori eguali , in quello 
modo. Abbia primieramente l’equazione (34) due valori eguali, per efempio r— f, 

de’ quali P efpreflione lia fi — c* =0, ovvero c* p 0 — jpc-f- ft 2 = o, che 
mediante le convenienti Ibitttuzioni indicate al num. 30 d. fi cambia in [35] t*j— 
zcdy d 1 y 

— — — ■+■ . =0. Di quella equazione fi prenda l’integrale completo, e 

dx d x 

finito, c per ottenerlo fi ponga y—z»* t di coi fi prenda il differenziale, che é 

(S 

d y tx a d x» 

— — z=z c za 4- — » ■ ■■ - , quale fi differenti ancora ritenendo i x colante , 
d x dx 


d x y 

c nc verrà r— — , = c* z t 
d x 


e* ex 

leu Jz a il 1 z . , 

— -z 4- , ■ ; che però con fare 

“* d x 


t d y d x y 

la foftiruzione di quelli valori di y, — , — - x P equazione [35] fi cambia in 

** d x 


— - x ■ =0, o lia i 1 z zs o, della quale prendo P integrale, e ritrovo dz — 
d x 

B '•dx , che integrata dà z — b v x 4- C' (le B', C' fono le collanti). Quindi folli- 

c* ex 

tuendo quello valore di * n -li" equazione y tz si , ne viene y~« (B'x-f-C'), 

che è 1 * integrale dell’equazione (],)• Nello llclfo modo operando fi troverà, che 

fe ere valori di #* faranno eguali, ed efibiti d3f» — c * =0, la parte integra- 
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le corrifpondente a quelli tre valori eguali farà y — « X B v 4-C'x4-D'x', fe fa- 
ranno quattro efprtflì da p — ~T* — o, la corrifpondente parte integrale farà 

y —a‘ * X B'+-C'x + D'x , + E' x>. cc. 

3 io Che fe 1* equazione (54) avrà radici immaginarie , e però ad p compe- 
tano valori immaginari, poiché in qualfivoglia equazione le radici immaginarie fo- 
no fcmpre in numero pari (pel cum. 484. Tomo II.), liano le due ratici imma- 
ginarie della detta equazione (34) p — 0 - 1 1/ — 1; p—g—t ^ — 1 : dunque giu- 
ria le cole dette la parte integrale corrifpondente a quelli due valori immaginari 

fix + xl'S— 1 ffx— xt V— 1 

farà y — B' a -4- C' a , o Ha y 3 

gx f xt y' — 1 -rj V — i\ t ±xttf— 1 

* \ B' <a 4- C' a ) , che ( a motivo di a 

— Ccf tx± y — 1 . Sen. Jx) fi trasforma in y == 

gx — =r . 

a ( B' X Cof t x 4- y — 1 . Sen. t x -f- C' X Cof t x — y' — t . Sen. t x ) , 

Bx 

ovvero y — a (b' f C' X Cof tx -4- B' — C' X V— ‘ • Sen tx) , che 

fx 

con fare B' -f- C' — B". e H'. — C' X V — r = C" (i cambia rn (36) y— a 
( B" O f tx 4- C" S n t x ). Ma ficcome (e due radici immaginarie celi equazione 
(34) vengono elibite (pel num. 512. Tomo IV.) dal fattore p* 4- ippCct.r 4 - pp 

~o, le di cui due radici fono pzz — p Cof*±p V — 1 . Sen. r; quindi para- 
gonando quelli valori di p coi due antecedentemente alianti, G trova ff — — p Ccf. r; 
t — pSen. v, c però con fare le fofliluzioni di quelli valori l'equazione (36.) li 
— px Cof v 

cambia in y =z a [ B"Cof. (prSen. «•) 4- C^Sen. (gx Sen.r) J , che è 

la cercata parte integrale corrifpondente ai doe valori di p immaginar). 

3 ti. Confulrando le cc fe dette al r.um. 309., e non perdendo di villa il pre- 
cedente integrale , fi feorgerà facilmente qual forma aver debba la parte integrale 
corrifpondente a valori di p immaginar) eguali: Come le il fattore dell’ equazione 

(34.) farà p' ; ^pCol.'r -P-pp , l’ integrate corrilponderrte farà y — 

— /xCof.r 

* [ l'4- F'*X C°C( T x Sen t) ■+• G' 4-Hx X Sen. (px-Sev.*) J : 

Se fnà u 1 +■ 2 pp Col' r -t- p p 1 . l’integrale fi troverà e Uè re y — 

— pxCof t 

* £ E' 4-F'x 4 -G'xx X Cof(parSen t) 4-H'4'K'*4 -M v x.vX SeD/fxSen.r)] ec.ec. 

312. 
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3 li. Ballerà «n folo efempio per 1’ applicazione delle regole date. Debba!! 

, „ . d* y 1^7 » A y 64 J } i 

pertanto Integrare 1 equazione — - , -3 _ ... - 

d x d x 5 4 x * d x* 

289 d 1 y yidy J y 

— 1 H -j- 1 225 y —o. Con foftituire p in luogo di -r- , p* in ve* 

d x “ x * x 


4P y Jì y 

ce di — — , ; p 3 in cambio di — — , 
4 x 4 x 


ec. , quella equazione fi trasforma in p -f- 


2 p 5 — ijp 1 — 64^' -+- 28oj* s 4- 7?p — i2fr=o, la quale equazione ha per fatto- 
ri p — «==o; (< + 1=0; F — 3 = 0; p — 3 =0; ed p t -+-8p-f-2J = 0. Ora i 
due fattori p — 1 meo, p+-i=ro fomminiflrano per integrale y — 

B' a* 4- C' a ’ ; e i cue fattori eguali p — 3=0 efibifcono per integrale y 


„ì* E'x. Per aver poi l’integrale, che fomminiftra il fattore p 1 -f-8p+-i5 

= 0, li paragoni elfo col fattor generale p'-*-2 pgCofr hpp, e fi troverà p/>— z$ • 
e però p— 5; indi 2 p Cof. v = 8, cioè ^on lòftituire il ritrovato valore di p) 

10 Cof * — 8 , donde li ottiene Cof. r — — . e Scn. r — t/ 1 — Cui. r~* — - ; 

5 5 

Quindi I' integrale , che corrifponde all’ arrtidctto fattore è j = 

«“■** (B"Co(;3af 4 -C"Sen. 3*); coni' guentemente !’ integrale completo dell’equa- 
zione propella è y — B' i‘ 4. C* a~‘ -+- a 3 ‘ f D' 4 - E' x ) 4- 
«■*■■** ( B" Ccf 3x4- C" Sen. 3* ) . 

313. In quelle trattate equazioni con gli elementi fupcriori della y fi trovava 
la ftefla y lineare; ma fe in vece delta y vi fi troverà la x , il modo d’ operare 
rem fara già lo fteflò. Se pertanto nell’equazione da integrarli fi troverà i' 7 , 
d’+'j, d"-*~*ye c., x, e dx collante, fi porrà etfa fentpre ridur per lo meno 

all'ordine inferiore così: Si ponga d"+-'y — u dx + " ' , dalla di cui integra- 
zione li ott'ene d" y d x " Q.W.x, e che mediante la differenziazione fommi- 

nillra d"+- l y — d 11 d x " + ' , Si follituifcano nell’equazione data quelli valori di 
d' y , d” + 1 y t d , -*- 1 y, e fc tffa non conterrà, che d"y, d’+'y, verrà a tras- 
formarli in una equazione, che ammetterà foltanto C. n/ x, x, « , e in oltre in- 
chiuderà du,ie fra i termini della propella fi troverà d'+'y. fatte poi quelle 
lollituzioni , e levata dx colla divifione, fi palli a differenziare quella nuova equa- 
zione, la quale fe fi potrà preparare in modo, che mediante l’integrazione fi pcf- 
fa trovare la « data per x, fi determinerà in feguico anche la y per x. 

314. L’ efempio metterà ferro gli occhi le operazioni da farfi. Data lia da 

integrarli l’equazione («) xd*y 4- dxd 3 y — ad x 4 =0. Si ponga d' y r= 

« d x * , il di cui integrale è d 3 y — d v ! $ u ri x . Nella data equazione fi fo- 
llituifcano quelli valori di d'y, e di d y , e con ciò elfi fi cambierà in 

» ^ — — — — • m 

u x d x* -i- d x * §. ti d x — a d x * =zo , cioè u.v -f- S- tidx — « o. Si dif- . 

fc- 
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fe remi quella equazione , e ne verrà udx •+■ xdu +■ udx = o, che fi riduce a 
— — — — , onde integrando fi ottiene ^u= — , e però u — — : Ma fi èpo- 

2 « X X XX 

d* y ...«/♦» I . 

.fio * y =; u x , o fia — = « ; quindi t = — , e </ 4 jr = 
irf x d x ** 

d x 5 X — *1 di cui F integrale è d 1 y =z d x 5 ^ ^ -+- A , o fia </'jr = 


«Ix * ^ 4- Ad x . Di quella equazione fi prenda l’integrale, C fi avrà 

d*y — dx X — l x +■ A x -h B , che difpongo cosi 

d‘y = dx X — dxl. x~ 4 - A xdx +- Bdx , della quale 1’ integrale 4 

d y .■=. d x ^ — x I. x x 4- — A*‘ + B*+C. Che fé finalmente fi paflèrà 
a integrare quella equazione , fi otterrà il ricercato integrale dell’ equazione pro- 
polla , che I T= xx I. x -+• — x 1 -f- — x* 4 - 4-Ax>4-— Bx* 4 -Cx 

2 4 z o 2 

4- D. 

. 315. Mediante l’equazion data [i.] fi può determinare qual elTer debba il 
valore della collante A ccn follituire nella medefima i ritrovati valori àid'y, d ! y, 

con che eflà diventa dx - 4- dx* ^ — — 4- A dx — “dx — o, 

da cui ricavali A —a, dante che eflTa deve elTer identica. 

g i(5. Che fe la precedente equazione foflTe data propoda così d*y — dx d‘y — 

ixdx —o, col porre d*y—udx* , il di cui integrale 4 d* y=z dx S.udx, c 

col fare la fòdituzione di quedi valori di d*y, d 3 y , fi farebbe ottenuto u dx 

— dx S' u ^ x — bxdx* = o, vale a dire u — §.udx — hx = o. Col differenziare 

quella equazione fi trova du — udx — Idx- ro, donde ricavali — dx, di cui 

«4-6 

l’integrale è I. u-t-b — x, o (la con paffire dai logaritmi ai numeri «4-6 
(la lettera « cfprime la b^fc logarìtmica nel fidema de’ logaritmi iperbolici]. Quin- 


di 
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2 J< 


* y 


di fi b» H — a'—b— , e però d*y— dx 3 X * x d x—*d x , il di coi ku 

dx 


tegrale i d>y — dx 3 4 * — tx-f-A , che difpongo cosi d' y ~ - 


dx 


* )(j~j a’ dx—bxdx +Adxy pofcia ne prendo l’integrale che è d‘y — 


dx 4 * ' — i*' + A* + B,o (la d*j = 


'*X(7T> — ^-1>x 1 ìx4-Ax<Ix-i-B</x. Prendo l’integrale di quella equa- 


zione, e 


ritrovo dji — rfxY— — *' -ix’-j — L Ax*+ Bx + C, il di cui 

/\(f. a/ 6 2 

integrale fjinminittra finalmente l’integrale dell’ equazione propofta, quale è j =s 

(TT/ 4 ’ ~ iJr ' + ì A,f, + 7 B»' 4 .Ci, + d. 

317. A norma del num. 31$. fi determinerà il valore di A, che [a motivo 
di r.a= 1 ] è —~b. 

«4-1 

318. Lo ftellò modo d’operare ferve egualmente, qualora i y, dx, x 
fiano elevate a qualfivoglia potetti . Ciò fi può oflervare nell’equazione dx d*y 
— x dx d* y +■ a J‘y =0. Si ponga d* y — u dx* , il di cui integrale è d*y — 


dx S udx: Per Io che l’equazion data con lbttituire quelli valori di d* y , d> y 
8 — 8 8 

fi trasforma in dx §.udx — xudx + a u 1 dx =0, oflia S «dx — xu+au'^zo. 
Si differenzi quella equazione, e ne verrà udx — udx — xdu-t-iaudu—o, va- 

• • x ti* y 

le a dire — x d u -4- 2 a « d a= o, da cui fi ricava u — - ; Ma u — —r ; 

24 * * ’ 


dx ’ 


quindi — = ~~ , ccnlèguentemente d*yz=z dx 3 V— ~ , ch« ha per integra- 

24 fl x /\ 1» 


7-3 \ /Xd X 


le 
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le d'y = dx' 4 - A , che difpongo cori d*j =z dx* + A d x, 


V / 

pofcia.ne prendo l’integrale, e mi viene d J y == dx V + AK + B, o fia 


X x*dsc 

~ + A xd x+ Bd x. Pitto a integrare quella equazione , e ri- 
trovo djt x c ^ c ‘ Dte g rltl P cr ukimo dì yzz 


-h 4 A*»+ B*‘+C)f + D,. 

240* o a 

%ig Se fi opererà giuda il num. 315. fi troverà dover edere Arso, mentre 

con fare le opportune foftituzioni fi ha JL*. — ffJL + Arco, cioè Arso. 

1 * i a 

jjo. Dall’equazione poi — xiu •+• taudu = o oltre — *+t«« = o, fi è 

•» y 

ottenuto ancora du=: o, il di cui integrale è « = A; quindi Ars =rj-,cin con- 

dx 


feguenza d*y~ dx * X Ad*. Di queda equazione prendo l’integrale, pofeia 
integro ancora di nuovo, e cori in poi, finché giunga al valore di y, che trovo 


edere jrs - A* 4 •+- ~ B x* -b £-Cx*-f- Dx-+- E. Ma qui ne fon venute 


cinque collanti, quando quattro folamente vi poflòno aver luogo; che però ope- 
rando a tenore del num. $15. trovo Brs — a A 1 . 

321 D’egual maniera operando fi potranno Tempre abbaffare alt’ ordine proli 
(imo inferiore le equazioni differenziali degli ordini fuperiori, nelle quali fi trova- 

no le quantità d y,d y, d y ec. 

322. Veniamo ora a quelle equazioni differenziali, nelle quali entrano tutte 
due le variabili x, y, ma però una di loro non oltrepaffa la prima dimenfione, e 


in primo luogo data fia 
■ 4“ BXXxd> 

cognite, e la lettera X 


da integrarli l’equazione [1] d 1 y A X 1 y dx — 
=zo [le lettere A, B rapprefentano quantità collanti , f 
denota una qualfifia funzione di xj. Si ponga [z.] dy — 


Xj 
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*57 


il 

X j zi x , che fi difponga cosi — = Xzdx, onde integrandola fi trova 

S Xzix 

l.y — $Xzdx,e palando dai logaritmi ai numeri fi ha [ 3.] y—a [ la 

lettera a denota al folito la bafe logaritmica nel fiftema de’ logaritmi iperbolici ] . 
Che fe fi differenzierà l’equazione (a.) ne verrà d 1 y =yzdHdx-t-X y dzdx +• 
Xr dy i o fia (con foftituire in luogo di iy il fuo valore) d z y zzyz, d X dx-h 
, „ % 

Xyizdx-t-X 1 z 1 j dx . Mediante pertanto la fodirazione di quelli valori di 
d 2 y , e di iy l’equazione ( i.) fi trasforma in yzdXdx 4- Xydz dx -f- 

X I z 1 y dx -f- AX% dx — yzd X ifx-f-BX 1 ?* dx = o, la quale con to- 

gliere i termini, che fi elidono, e con fare la divifione per ydx fi riduce ad 
X</*4-X l » J </x-f-AXVx-f-BX , »dx— o, da cui fi ottiene Xdx=z — 


dz 

z 2 +-BI + A* 


alla quale equazione fi foddisfà col porre z'-f-Bz-l-Aarro, che 


rifoluta efibifce*=: — 



V — 4 A 4- B 1 
a 


Ora quelli due valori di % faranno 


reali, e ineguali in cafo, che fiaB 2 > 4 A; faranno reali, ed eguali , qualora fia 
b * 4 A; e finalmente fi troveranno immaginati, fe farà B l < 4 A. Secondo que- 
lli diverfi cali fi otterrà l'integrale cercato a norma delle cofe dette ai num. 308. , 
309., 310., «11. 

311. 1 due valori di s reali, e ineguali fiano — $, — t: Dunque col fere le 
opportune foftiiuzioni di quelli valori nell’equazione fi-), il cercato integrale fi 


— fiyXdx — -Xdx 

troverà elfere y ~ A* <r -f- B' a ( pel num. 308. ) • Siano in 

fecondo luogo' — — f i due valori eguali di z; Quindi ( giuda il num. 309.)l’in- 

-HS.Xdx 

tegrile farà ji = A X A ' -t- B 'S*X dx. Se finalmente le due radici im- 
maginarie faranno P + * V — ri ì — — ri 1’ int< graie farà y 

— A' » XS-Xi/x^ o (j 4 ^ eon fere A' 4- B' 


= A" , A'-B'X V — 1 — B ")7 

— a** X '* X V' Cof t $.X«<x-H!"Scr.f $,X</x pel num. 310^ 

313. Debbafi in fecondo luogo integrare, o fia ridurre al primo ordine l’equa- 
zione (a) d*y + Mdxdy ■+■ Njr * =0 , ove le lettere M, N rapprefentam» 


/> 


Tomo VII. 


K k 


q«l- 


/ 
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$■*</* 

qu.lfifia funzioni di x: Si facciajr zza , che differenziata dà i/jzz 

S - zi * 

s zdx, e differenziata di nuovo fomminiflra d'y =z 
$-*dx • ■ 

« \dzdx +■ z* dx , e con fare la foftituzione di quefti valori di dy, e 

di JPy nell’equazione data, effa fi cambierà, in y^dzd x +z‘ dx 1 

, SzJ* , 

+ M« zdx -4- N a dx =o, che divTa per a dx di- 

venta (/»4-»z,</*-t-M»i/x4-Wxz;o, equazione di primo ordine, come fi cer- 
cava, la quale fi tratterà gitilta le cofe dette nel Tomo VI. O pure fe fi troverà, 
che alla medetima foddisfacciano due diverti integrali particolari, come jrzzP, e 
jrzzQ^, il di lei integrale completo firà y zeA'l' 4 -B'Qy Si può ancora operare 
cosi. Sia (») jpzzV un’inteerjle particolare dell’equazione (*»), e ( v) y zi V 
ne fia un’altro (la lettera V rapprtfenta una funzione di x). Mediante la repli- 
cata divifionc dall’equazione (r) fi ottiene dy=dV , e à'jztrfV, e da I’ e- 
quazione ( r ) fi ha dy — zJV V 4 z , e d 1 y = zd l V ■+-ìdzd'd 4 - V V’ »: 
Cne però fé nell’equazione (* j fi forti tuiranno quefti valori di y , Jy , d'-y ne ri- 

fulteranno le due feguenti («■) d l V -t-Md x d V -+- N V’ "*x zzo; (m) id l V 

-l-idzdV-i-Vd'x, -f- MVfi^r+NVr dx eziotda quella 

equazione (j*) fi fottragga l’equazione (»; moltiplicata in », c fi avrà ìdzdV 

idW d'z 

+ V if * + M V d z d x ~9 ì che ordinata diventa M d x ■+■ — -f- 

5 = o, il di cui integrale è S- Mdx-h /. V 1 4 - I di =; alla cortante, o fia 
S. M d x 

a 4- /.V 1 4- /. d z z= A dx (L A i x è la coftanee del eorrifpondenre 

ordine, e la lettera a rapprefenta la bàfe logaritmica nel fiftenu de’ logaritmi iper- 

S-M-fx 

botici ) , confeguentemente con pafTare dai logaritmi ai numeri V'dza 

— S- M dx 

..... A a dx 

~ A dx, t pero dzn z « — , onde Integrando nc viene » = B+- 

C -S-M dx 
V a d x 

A \ . — — yi — .• Adunque fe quello valore di » 6 fo (litui rà nell’ equa- 

■ t> I . t ' 

zione [ r ]i fi avrà l’integrale completo dell* equazione (»), che è j = B V + 

I II, r l ,*< * 

1 * * • • * 


A V 
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AV 


s 


a 


$.M^x 

d 

V 1 ' 


< ' > 


324. Quefte equazioni fi pofiono trattare ancora co! metodo ufato ai numeri 

j y j x V 

294- ec. Sia per «fempio V equazione [ 5. ] d 1 y — — = y X* dx 1 , 

• A 

t r« . 

odia quale è collante , ed X rapprefema una funzione di x, c pongali che il 


m $. Xdx 

di lei integrale fi a. f - 4 ) J y 4- nX p y i x =. A X f a dx ( li lettera A rap^ 

prefenta la collante, ed a denota la baie logaritmica ne! fifiema de’logaritmi iper- 
botici ). Acciocché quello affunto integrale lia il vero integrale dell’equazione prò* 
polla, non altro richiedefi, (tnoonchè li determinino le quantità collanti m, n, p, 
5, che addio fono indeterminate. Per determinarle li differenzi il detto integrale 


t — 1 

[4. ] , e fi av(à d 1 y-\-nX p d xdj +- » pX ydXdx — 

q — 1 m^.Xd x q-i-i m$.Xd x , 

A (qX a dXdx + mX a dx ),ofia [con 

fcftituitc il valore di quello f ondo membro, che fi ottiene mediante il moltipli- 


qdX 

care l’equazione (4.) per — — 


mXdxf lo che dà 


qdXdy 


qnX? yfXdx 


P+i 1 q— 1 m$Xdx 

■q-mXdxdj-{-mnX y dx =A ( qX a dXdx- f- 

f-t-r « S X ** » 

m X » dx ) ] «X ? dydx — mXdxdy-f- 

P— < qdXly P + 1 — » 

» XP— ?X X ydXdx ^ zzmnX y dx , 


e poiché quella equazione dev’ effere la (Iella che 1’ equazione ( 5. ) , fi pa- 
ragonino i corrifpondemi loro termini ; e fi tioverà primieramente qzz 1 ; 

, 1 

in fecondo luogo dai due corrifpondemi termini yX'dx zz 


P-t-r 1 

mn X jy dx fi feorgerà, che deve effere p — 1 , ed mnzzi ; in terzo luogo 
dovendo andate a zero 1 due teruvni »X‘ dydx — mXdydx, fi ravviserà dover 
effere m zz n; ma fi é trovato «uri, quindi mn zzmm zz l , e però m — ± l . 
Perlo che fe fi follituiranoo quelli valori nell’ integrale [4.], ne nafeeranno le due 
leguenti equazioni differenziali di primo ordine ( 6 .) dy ■+■ yXdx zz 

S Xdx . — S .Xdx 

AX« dx, e (7.) — yXdxzz BX a dx. Ora fi fottragga l’e- 

quazione [7.) dalla (6.), e fatto ciò fi troverà il cacato integrale finito dell' 

Kk 1 equa- 
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ri u x « . — S-X 

equazione [ j. j , che e = -y A • — — Ba 

315. D’egual maniera operando fu l’equazione d l y ~ ■+■ 

X 

BXd xdy — — A X 1 y dx propofta at num. 311. li otterrà |* integrile già tro- 
vato al num. citato. Di fatto li alluma per integrale (8.) dj + nBX r yd x — 

mS-Xdx 

AX'u dx, quale fi differenzi, e fi avrà d*y -f- » BX P dxdy- f- 

p — I • q — 1 mQ.Xdx 

«pBX ydXdx = A(qX a dXdx + 

q + 1 m$.X d x z 

mX a dx ),o'fia [perchè gialla il modo nel precedente nume- 

?— 1 mS-XVx q+i mSXdx » 

to praticato A ( 9 X a dXJx + mX 4 dx ) 

qdXdy p— 1 p+ 1 . 

— yT~ -t-mXdxdy-f-nqB X ydXdx-bmnBX y dx ] d'y 

+»BX l ‘dxdy—mXdxdy+iipBX t ’ * ydXdx— nqBX ~ ‘ ydXdx — 
q dX d y _ p- f-t L 

y = w» BX y dx ; che però facendo il paragone dei termini di 

quella equazione coi termini dell’equazione data fi trova p — t; nB — m—H’ 
<d mn B — — A: Ma dall’ equazione n B — m — B fi ricava n ~ g , 

e dall’equazione mnB~— A fi ottiene * — — — - ; quindi paragonando quelli 

tH D 

due valori di n fi trova = — e pe ,$ »* -t-m B = — A , da 

o M o * 


cui i due Tegnenti valori di « fi deducono 4» = — i- B ■+• —- 5— ±5 ; m = 


1 4 A 

B * * c ^ le però le il primo di quelli due valori fi farà zz 
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2 ÓI 


_ ff y il fecondo = — * ,e il valore di », che è = — 

à. , fi porrà = f t affumendo il fegno fupcriorc , ed = * 

_ — B 1 * — B v B 1 _4 a 
2 2 

affumendo il fegno inferiore, l’ equazione (8.) fi cambierà nelle due feguenti dy 


— »<$.Xdx 


+ uB)CW* = AX» ” dx, e </ji4-rBXjix=A'X* 

enne fottraendo la feconda dalla prima , fi avrà y — 

— 0$ Xdx — XS-Xdx 

A a — A' « 


-tS-Xdx 


o fia y — 


\ 

’ 

0 


A a 


* — • X B 

— 0$.Xdx —l$.Xdx 

- A'a 


, perché t> -» = v/B> ~ 4A - 
B 


VB 1 — 4 A 

a 2(5. Di quello metodo fi può prevalere ancora per integrare quelle equazio- 
ni, nelle quali ambe Ve variabili oltrepaffano la prima dimenfione, come fi può ol- 
fervarc nei leguente efempio, in cui è propolta da integrarfi t* equazione [tij 

yx'd'y -f- bx l dy 1 4- cyxdxdy — fy 1 dx ' 1 , di cui fi prenda per integrale 1* 
equazione (io ì f dy 4 - uy’x'Jx — Ax'dx, che, a fine di poter rilevare ì valori 
delle a fiume indeterminate », f, 9, r, », ti differenzi, e ne verrà y'i'y -h 

py*"‘ dy 1 4- l x T dxdy 4 - nty 1 x T ~ l dx * = Afx ,— 1 dx * , o fia (con 

foOituire il valore 'di quello fecondo membro, che fi ottiene dall’ equazione (io) 

idx , . ty* dxdy 

mediante il moltiplicarla per onde ne viene "" 4 * 


»f yx’-' dx 1 = Afx '- 1 dx 1 ) fd l y 4- pf ‘ dy * 4- ntf-'x'dxdy -, 

fy d\dy ^ y x 1 > c h; divifa perj^~ l .'c ,— ‘ diventa jx , ~V : jr+- 

x A 

px'~'~dy~ 1 4- ttqy‘>~ t xdxdy — iyx~ r dxdy — n\t^~r . y 1 "'* ‘ ‘dx~‘ . Si 

paragonino adeffo i termini di quclta equazione coi corrifpondenti termini dell’equa- 
zione [ni, e con ciò fi troverà r = — i; p = fc; q — p z= i, e però 
q = b -h i •, nq t:n r, o fia (con foftituire il precedeste valore di 9) 

~ t 4 - e; "X‘~ r — /> cio * ( con fortituire 51 valore d» r 


» 
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( + c 


nVi -h i — /, che con rimettere il valore di n = - diventa 

0 -hi 


t-t-cX' -h i 
b-ht 


==/, che fi riduce a »* tX* - *- 1 -+■ c — donde rica- 


vali t = — — ì/fXb-hi -+■ —— , c finalmente fofiituendo quefto 


valore di t nell’equazione n — fi trova 

b-h r 


~X'-* ± \/ /X i-f-i -I- C — — 

* ! 1_ 

t-t-i 


Faccio per brevità 


2 |/’/X i -*-» ■+• - — - = fi, onde ho t = — 1 , cd 

4 2 


r — l * /f . 

» := — ) indi follituifco i ritrovati valori di », p, q, r, t nell’ equaao* 

* X b-hl 


nc (tc), con che mi nafcono le due lègucnti 


(u) y*y + - r' 1-1 *' - 'J*= fi* 


c-i-h a 

i 


C—l—fi 


iX b +i 

(t i) y b J y + -- — y b ~*~ l x ~ 1 dx = Bx 
zXM-« 

> • fi h- f-j —I 

fottrerà la (13) dalla (ri), ne verrà - — y x — 


ix\ 


dx : Che però (è fi 


— I ' 

‘ X*x 2 - B* 


» O fia y b+1 = 


b-hi 
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* 


Izl + — - ì/fX*+T + —, 

* 4-1 » J I 4 I 4 

~r * K K * — Bx 


327. Io cafo che fia 4/X*4-i = — (e— 1% rifulterà 2j//X*4-‘ 4 - - — - 

4 

— o, e però f = o, « le due equazioni (12), (13) coincideranno, e però con 


integrare l’equazione (12) fi giungeià all’ integrale cercato , che è 
e — t 

j* 4 -'* 2 = axìTTX '•* -1- b. 

328- Se il valore di fi lari immaginario, il ponga x =z a“ , e fiippofto chft 

b-\-i . 

(i a 4 = ± 1* V — 1 , 1' integrale fi troverà effere y — 


j—e 


2 V »«V — I —luy'—l , 

/\\'a — B\» ,0 fia y b + l = 


‘ X 


A x ( Cof. »« -f- y — l . Sen.* *<) — B x (Co C mu — ^ — i* Scn. « w) ; 

c— 1 


ovvero (con porre A' — B' = A", ed A' 4- B'X V — « = B") j^ + ’ t * 

= a" O'f ««4- B" Sen. <* u = (a motivo di x =r a* , e però « = L x) 
A" Cof . A x 4- B" Sen. . I. x. 

329. Che Ce l'equazione oa integrarti avrà quella forma d*y 4 - Mdxdy 4 - 


Nj ax 1 = X"Zr' , in tal cafo per giungere all’ integrale bramato fi operi co- 
si : Si ponga (14) dy — yzdx 4- X'a/x (la lettera * rapprelenta una quantità per 
ora indeterminata , e la lettera X' denota una funzione ai x da determinarti me- 
diante la quantità X ) . Si differenzi l’ equazione (14) ritenendo dx collante, e fi 
avrà d x y — ydzdx 4- zdydx 4- dX'dx = 0,0 fia f con follituire fi precedente 

valore di dy ) (tj) d'y — ydzdx 4- yz x dx 2 4- X'z. dx 1 4- d.X'-'x — o : 
Onde atiello c*n follituire quelli valori ci cy, c d'y prefi dalle equaz: ora (14), 
(tj) *’ equazione propolla fi trasfòima in 


ydzdx 
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4 yx, 1 ’ 4- Mj* dx l 4 - Njr rf.v 1 ^ _ o 

4- X'*"ZP 4- JX'Jx 4- l — XU J 

Si eguagli a zero feparatamente 1’ una j e l’altra parte di quella equazione, e la 
prima divifa per jdx (ara dz 4- zzdx 4- Mzdx 4- NVx = o, che fi ordini così 

— Jx, alla quale fi foddisfa coi porre a* 4- M z. 4- N = o, 

a 1 +Ms 4- N 

donde ricavafi il valore di % dato per x, poiché M, N rapprefentaao funzioni di 
x che è * = — M ± V ~~ 4 N +■ r>1 ; r.’ altra equazione poi è 

! a 2 

/X' dx + X'z 777 1 4- MX'"^ 1 — X 77' = o, vale a dire d\' 4- 
X'a</x4- M X'rfx =Xi/.v, da cui mediante l’integrazione devefi ricavare il va- 
lore ai X'. Ora a lire di poterla integrare, fi moltiplichi pel Fattore 


S. M + i V da 

a ( la lettera a cfprime la bafe logaritmica guida il fohto, eia 


s M4-*X rf * VN 

a già fi i trovata data per x)ccsi a » h 

*,s--5n?Tx^ x , i ^ + ,s.TrTTx^ Mx ,^ = 


S- mV»X* ' . , , s- M 4- * X vv 

a A X ix\ quindi integrando fi ottiene « X 


- g. M 4 Z. X *x 

— V . X dx , conlèguentemente X' =e 

S ‘ N1 ■*- z X dx fl S- M •*- * X Mj p equlz j one (, 4 ) fi può 

— $.*rfx 

integrare mediante il moltiplicarla per a , e l’integrale, che ne viene t 

-<$.zdx — S ,a ^ x 

a j=S fl X' rf x , e però jt = 

C, aix — — 5* 7*dx 

g ' g # a XVx, dove (e fi foftituirà il ritrovato valore di X',fi ot- 

terrà il ricercato integrale della propofta equazione , che è p = 
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$.*v* — S-M+-IZ. X d * S- M + * X Jx 

* S .a JxS- a X(/x . Che fe da quello inte- 

grale li vorrà fare Iparire la quantità M , e introdurvi la quantità N, li oflèrvi, che 

_______ dti 

con ordinare l’equazione dx+z*‘fx-f-Mz</x-+-rWx:=o così M -t- z / ^ x — — — 

N(/x nj x 

— — , e pofcia integrarla , li trova S' M -j- * X ix— — l.z — S- — 

S- M + z X Jx l. a ~ l L. — S* — — La [la lettera a rapprefenta la bafe lo- 

li 

garitmica nel fiiìema de’ logaritmi iperbolici ] , e però pattando dai logaritmi ai nu- 
_ - Nrfx 

S- ** +■ * X ** i * 3 ' z 

meri ne viene * = — * . : Quindi il precedente i nte- 


S* M -*■* X^ x 

graie mediante la foflituzione di queuo valore di a divena y — 

WVv Wx 

S*^x £-7- — S- Z ’ rfx “S* ' x , 

a S • * * x $. * mx ^ poj c h^ . 

2 » 

S-zdx — S-W-t-izX ifx S-M+*X rf * 
x S-* • d*S* XVx = 


S-zdx p 

* ^"cTl 


-azX d * 


S-M-f- zX 'x . 

S-* X x , che con foftuuire 


* . , S- M+S X f* 

in luogo di a diventa 


S.*dx r> 


O £x Q I 

0* . _Q.^f4-S.zrfx * 


* Xdx = 


L -s--^ 

z 


Tom. VII. 


Digitized by Google 



156 DELL’ INTEGR. DELLE FOR., ED EQtJAZ. DEL IL ec. ORDINE 


4 S ■***{ 

' _ c 

NVx 

' ** * Xdx 

. . a - - 

V 

) N dx , v. 

J — S> — + s ' zJ * 

) * 


M 


S‘'* c 

c C J 

> S- — -S-Wx 
>■* 

* X dx 

y * — 

■J z 


n m _____ w i 

330. Generalmente fia X *x =:Ljf «x 4 - il 4- 

N d x d* y 4- P d x ’ d*y-b Q dx d* y 4- ec. ( if>. ) ( in 

cui dx è collante, e le lettere X, L, M, N, P ec. rapprefentano quantità date 
per x ) l’equazione da integrarli. Se fi fupporrà X —O , l’equazione^ fi ridurrà a 

o =. L y dx 4- M àx dy 4- N dx d 1 y 4 - P dx * </> jr4-ec., del- 

la quale l'integrale completo farà in noftra potcfta, fcmpre che fi polli trovare 
un numero n di valori di-jr, che alla mrdefima focdisfacciatio, che perciò r.e fa- 
ranno integrali particolari , mentre fe quelli valori di y verranno rapprefcrtati ca 
u , a', a", a'" ec. , P integrale completo della detta equazione farà v == A « 4 - 
Ba' 4- C a''4- Da'" ■+■ ec. , poiché fe all’equazione ( 16 ) foddisfa i equazione 
y~u, o fia la fa andate a zero, alla medefima foddisferà pure y=z A », (la let- 
tera A denota la collante arbitraria); e per la lidia ragone fe adequazione (16) 
lòddisfa y—u', foddisferà eziandio y= B« x ; fe fodcisfa y—u", focdisferà pure 
y —C ec. (le lettere B, C ec. rappreftmanb quartità collanti ): Dall’ aggrega- 
to poi di tutti quelli valori fi otterrà l’integrale completo y = A u 4- B «' 4- C 
4 - Da'" 4- ec. , ftante che fe all’equazione foddisfa in ‘particolare ciafcuno di 
quelli valori , deve pure alla medefima foddisfare il loro aggregato; ed ellendo =z 
n il numero di quelli valori u, a', a", «'"ec., che fi intendono dati per x, I’ in- 
tegrale comprenderà un numero n di collanti arbitrarie, e in confcguenza farà in. 
tegrale completo . 

331. Che fe nell’equazione (16.) non farà X=o, fi moltiplichi efia per zdx 
( la z, rappreicnta una quantità variabile indeterminata); e con ciò tfl'a fi tras- 

d 'i d 1 y y . 

formerà in Xs/x = lyzlx 4- M* — dx 4- Na — — . dx 4- P — — . ^x 4- ec. , 

dx dx 

d y 

della quale P integrale è g. Xzdx=z g. L yzdx 4- •+■ 

d 1 y d y 

g. N z 1 dx 4- ec. , o fia (perché g. M z-f—ix z=. M zy — 

d x A * 


s- 
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c d MZ , - x . * 3 . -, dy d. N* d 1 Ni 

, _ j/' y d?z\jdf d x V x. d> i J z 

s ’ P ‘=^ '* = P «=4 -JtXtT + =^J-S = jrVxec.) 

* X d x « x f\*x d x d x > 

con fare quelle foliituzioni, e ordinarla 

c v j * Vm N z. rf 1 Fi 

S- X i J*,= j YMt -h 7 ec. 

d x d x 

d 1 \/ d F z d 1 y 

H -T 7 A N *-— + “- + ÌT- + 

S i Mi /' N z ^ Pi \/ 

■ U 4- — — 4- ec ^ydx. Ora quella equazio- 

, , IMi N » 

ne con fupporre (17.) Li 1- - ec. — o (1 riduce a (18) 

* x d x 


S- ’X.zdx 


X .. d. N z A 1 Pi 

d x TT 1 ' 


e c 4- 


y 11 V N z — - 7 — ■+■ ec. ■+• — — , X ** * — ec. , Ja quale eflèndofi dedot- 
d x /\ d x d x 

ta dall’equazione (16.), ed elTendo dell’ordine prolfimo inferiore, farà perciò il 
di lei integrale particolare , qualora nella medefima fi follituifca un valore di * 
prelo dall'equazione (17) Che fe da quella equazione (17.) fi potrà ottenere un 
numero n di valori di z, con follituire fucccflivamente quelli valori di z nell’ e- 
qu azione (to), verralfi effa a trasformare in altrettante equazioni, quanti foro 
quelli valori ili z ; onde poi fe quelle equazioni li paragoneranno fra loro nella 
maniera praticata ai num. 295., c fegg., li giungerà finalmente all' equazione fini- 
ta , che lomrninillrcrà il valere di j , ’e che farà l’ integrale completo dell’ equa- 
zione propolìa . 

d y /Mt 

Si è prefo $. M » dx = M z y — — -jdx, poiché D.Mijr 

il d. M * 

- Mi dx 4- jd x , onde integrando , e ordinando fi ha 

d 7 d. M * . 

5. M z —— d x =z Mzy — S- ^ anrnente * 
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D. ( Ni 

dy 

di X 

d. N z- \, 

f Jy 

dx A 

\ di X 

trova S- 

N a ; 

1 

mente è 

D.( 

d.Pay 
dx A 

d'~ y 

77 T 1 

ÌLL±\ 

! d y 

d x l f' 

\ d x 

d. P a \ f d y 


/Ni 

/'N 
rf x 


tL 

d X 


d. Ni 


__ Y±L Jx _ 

dx Ad X 


d x 


d 7 dì. K x N ;& 

' — Jf +• S- =r~ J d x. Metta- 

d x • 


d x 

d. P s \ / d 7 


d x 
d'P 


7 d. V z \/ d 7 J' z _ d } y 

mente è D. ( P a ==, Y yj -h ==~j) = ?Z J==> d x ■+• 

d x a x / \ a x j x gj x 


d x — 


<n *‘ V d! dx -il? YiU. i 


d x 


A 


d x A 7" 


/ , i’t . . . , d> y , „ d '~ y 

— — j ; quindi S- P * =, dx = P*r± ; — 
d x d x d x 


- y 


d-' P a 

s- — ~ y * * 


d x Ad X d X - ‘ d x 

332. Per difeendere ;I c:fo particolare, Ila propofta da integrarli l’equazione 
X ex — L y dx ■+■ M dxdy -f- Nd*j, Si moltiplichi ella in adx, e fi 

riduca letto quella forma Xadxar Ljradx Ma — dx •+■ Ne - ■ dx. 

a * dx 

I valori di a dedotti dal’ equazione (17.) fiano a', a", che fi (oftituifeano fuccef- 
iìvamente nell’equazione (18.), e con ciò fi otterranno le due fegttenti equazioni 

(«9-) S- = 


■J N — — + Ni' 

d x d x 


d N da" di 

(io) S- Xa"dx= Mjz"— ja" — - 7 N— +N Z "~J7 


Dalla (19) moltiplicata in a" fi fotttagga la (zo.) moltiplicata in a', con che 

d a" d a' 

:j Na'— -jNa"—, d> 

a" C. X a ' dx — a' $.X a" dx 


ne verrà a" g. X a'dx — a' $. X a"dx =rjN»' i? jN* v '^-. d’ onde 

d x d x 


fi ottiene il cetcato valore di j , che è y 


d a" d z s 

N a' N a" - — - 

dx d x 


33*- 
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26) 


M$* P ’ r trovar *’ integrale di quelle equazioni il Si», de la Place nel IV. To- 
mo delie me, norie della Reale Soc.età Torincfc fi appi|lia al fedente calcolo . 

Sia da integrarli 1 ’ equazione (1.) X=: * 4- L — 4- M -■ ? 4- N - y , 4- 

<** d x 71T 

a r y 

+ R ==• ) in CUI dx è collante, e le lettere L, M, N ec. denota- 
no qualfifia funzione di x. Si affinila l’equazione (2.) K — 4- 7 = T, ove le 

K > T, che per ora fono indeterminate, rapprefentano funzioni di x. Si 
differenzi repheatamente quella equazione (2_), ^ nc verranno le feguenti 



d K 

•» — ■+■ 1 — 
d x 

d T 
dx 



d> y d 1 y \ 

T7 3 7x~‘ ‘ 

1/2 dK. 

Kit + 1 

-2X 

d l K 

71T* ~ 

C-T 

T7 l 

d* y d 1 7 

j; — - ± 

Vi^ + I 

+ £i 

Y? d'K 

<7y^ 

d x 4 d x 

A dx + 

dir* 


-**A 7 : 

d’ 7 d' 7 ' 

1C — — 4- 

V^4- r 

4-^, 

y<5 d‘ K 

d'y 

- 4- — 

d x 5 dx ‘ 

A dx 

X J 

A 71T 1 

d x 

dyyd>K 

d ‘ T 




'*A jtt 

* d x 




E generalmente dopo un numero 

>a di dilferenzioni fi avrà 


'A d’ K 


7 

K — 

<Tj 

4 _ 


4- 1 

d m —' 

4. 

.7 

V" 

. w — t 

dx' 

• — in 

^ X 

A dx 

dir" 

1 

A 

I. 2 * 

d '— 1 y y 

w , m — 1 . 

m — 2 

dJ K. 


4- 


rd"K 

d x " 1 A 

1. 2. 

ì • 

dir 3 


dxA 

k dT" 


d x 


d x 

Ora fi moltiplichi la prima di quelle equazioni per K', la feconda per K", la ter- 
za per K'" ec., indi fi Commino coll’ equazione (2.), e fi avrà (3.) 

j T d 1 T d> T d* T d m T 

T + K'li 4- K" — , 4- K'" — 4- K"" 4-. . . + K“ =s 

dx dx d x ’ d x * d x 


.7 + 
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*3 

^Tx 

\/ ,, ... ...rfR ..r^K. <I 3 K 

YK4-R'4-K' — 4- K. , 4- R , 4-.. 

A ‘x Z37 

irm R 

•• -+- K — . + 
d x 

tJL \ 

^KK' 4 -K v ' 4 - 2 R" rfK 4 -aS '"^ 1 K 4 - 4 K""' /) K 4 -. 

..+ mK ~c^$+ 

d x l r 

' *- x a x d x 

dx ” 4 


\/... 

d 9C 

-f- cc. 


, YkK"+K'"+ 3 K w ? 4 -,oK''"'~ 4-.. .. 4 - -”' 

" x dx dx *• * rfx 


= K K- + K K— + K™ 4- ». K- 4^-Y— - + 

dx dx /\ a „ 


m d)L\/r_ y 

a x 


U-' + K-' + Z; K— — + K* — — _ Y— ec. 

Si ©fieni che k + i = ii. Si paragoni sdrflo quell’ equazione [ 3 .] coll’ equazione 

r , • d T d'T dì T 

[»•]> e lt troverà [ 4 ] X = T4K' — 4- K" + K'" , + 4 . 

dx d x 

d m T j K 

K' — . ; KK*=Ri K— * + K* +*K- 4- = Q;KK— 4- R*"' + 

d x *x 

— d K m . m — r d 1 K _ « 

n '~~ l ^ ~h — -* K T = P ec., donde ricavafi K" — , 

A x *• * d x K ’ 


— . = <*-_ _LY^ X -u , • K 1 - p • 

K. K KAdx + ’ K 


, , . d K-\/ Q Rw m d K 

c z . _x— _ x7 x 1 4- 

• » - / ■ 

m . T7k\/N p 


R ,, «. »> — 1 </ ! K 


dx K 1 ^ z • ec ’ 


3?X£ - L - «X 


arW— K\/P N , ? «\/T 

Xe=. ec -> K k" c i -^Xkì - ec - - ec -; K "' = 


p 


• Digitized by Google 



CAPO H. ARTICOLO IV. 




4- ec. 


v </K vu JlK _4_ IfW f^Ui 

21 _ ec. In oltre L=K +K'4-K' 4- K __* + K j-jr 

giStll rfrTx™ « Sasrif iH&srw 

o =2 K — L -t- 



/M , 

(ic ( + </* i 

z 

“C 
. 1 


mi m ~ 1 KyP 


h —3 — CC.-*-. « * “ 

W X 

JJ-* AK-* 


+ £§, Xk- ( ' + ^XI ~ ,c - -" + *X§- K 

C70 x=t-h^x^- ( 1 +i £Xè ! - < ‘ +3 ^XX 7™ Xf=t - 


• cc, 


i' T 


rf x 
■T 



>X"-< 


ec. 4- 


Vi 
7 T> A* 


ec. 


/TT wR 

f” AK 


/\ fv 

c- cerch -, adeflo un numero m+i di valori particolari «di K, che foddis- 
3 ? 4 - , ce ■ a 1. f acc iano andare a zero, e fiano «m H, H v , 

UgSs/’iSSST'*^ 1"*“ 11 “ ’ + ‘ • 


J 


( 8 ) 
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(,) H = T 

(?) «' ^i+) = r 


(io) H 


« J y . 


d x 


+ 3 = T" 


(il) H-" + J = T"’ 


H-ii = 


dx 
X ^ H 

Mi 1’ equazione (8) moltiplicata per — « dx (la lettera » rapprefenta la 

H 

bafe logaritmica nel fiftema de* logaritmi iperbolici ) diventa 
, . d x d x - 4* 


S--JT _ S-Ti- 


*3 X - 


-t- « 


H 


T S H 


d x — a 


i x , il di cui integrale è 


dx 

S*H 


3 * 


= &TJ- 


dx 

S-H 


dx -h A (la lettera A rappefenta la collante) , o fia 


-s 


3 = a 


dx 

TS 


dx 

T S ‘ H 


X ( S rr a dx + A). Nello (Iclfo modo fi ha l’integrale 

ri 


delle altre equazioni (;,) , (io) ec., confeguentemente dell' ultima prefa general- 

_ dx dx 

b' pp» ym O* 

mente l’ integrale è y = a )( ( S-~fp * dx + A"). Ma ognun 

di quelli integrali è l’integrale particolare dell’ equazione propolla (i); dunque il 

dx _ dx 

-S-H 


di lei integrale completo è (iz) y~* 


T S H 


X C Sjj- - '*+- A) + 
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Jx 


* 7 J 


T' S H' ‘~^W r 

X ( S jjv * Jx + A') + * 


Jx 


T" i- H' v 

X (S-jp • Jx-hA*) 


-h 4 


_c d * Jx 

> jjwi •pw S - fJW 

X ( S-fìm « i* + A'") 4 - 


-S. 


j X - jx_ 

H” T” b ' H • 

X ( S' pp “ 


Jx 4 - A"). 


335. Se nell’equazione [r.] farà X=o, fi dovrà pure nell’ equazione [2.] 
prender T — o , e in confeguenza nell’equazione [1/..] farà non folamence T=:o, 
ma ancora T' — o; T"e=o; T".=o . . . T" =0, onde efla fi ridurrà a [13.] 

c £ff _e J x _c J X c J X 

D ' H 3 ' H' H" ~' ì> ' H"* 

y — A « 4 - A' a 4- A" a 4- A'" a ■+. 

-<y — 

s- H ~ 


4- A” a 

336 Supponendo X — o nell’equazione [i.], fe i di lei integrali particolari 
faranno y =«; y=n s ; y =u" \ y— .... y=u m , il di lei integrale completo 
farà ■» — A A'n' -t- a" u" ^ a".,*- T>.,o |_ ; 


j — , j—~ , j — . j — — » , .. di lei integrale completo 

farà 7 = A «4- A '»' 4 A" «" 4. A'"»»" 4- A" u m : Paragonando poi 

i termini di quello integrale coi corrifpondenti termini dell’integrale (13.] fi avià 

Jx Jx i r J - 

, — C. — — o 

H . 5 H' 

a — a. ; u'~ a 


‘ S' 77 — S ù> 1 $' S' jj\\\ 


: *" == 4 


; «"' = « 


' H' 


«s 


J x 


-S- — ri* 

H* b H 

4 . Ma differenziando l’ equazione uz=.a fi ha 

Jx Jx 

Jx — S ‘ h" -s-p 

J“ ~ — q a ) o Ci ( con follituire « in luogo di 4 ) d « =r - 

tl il X ti il x 

— > donde ricavali H . Nello fteflfo modo dall* equazione a N 

“SfF u s Jx 

a fi ottiene H' = — , e generalmente dall’ equazione «“ =r 

Timo VI'.. Min 4 
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— S m j 

a ■ fi ha H" — ~J-*~ ' 0 “ ^ uefti valori di H', H" ..... H* 

foddisfanno all’ equazione [ 6 .] 

Ili- Neil’ equazione [7.] fia pure X = o, e con folEtuire H in luogo di K 
i di lei integrali particolari fiano T:=W; TrrW'; . . . . T = W” ; 

l’integrale completo fari T = + -+-B" VP" -b .... 4- B" W m (le 

lettere B, B', B", B"' ec. denotano le collanti). Quindi mediante la follituzio- 
ne di quelle quantità BW; B'W',B"W"ec. in luogo di T; V; T" ec. l’equa- 

-S-- -s J - s- 

zione (12.] fi cambierà in y -=z A * -ha g. i.x « 4- 

H 

-~s- S-- -9- </* 

° Fi B' W* y H „ B"W" , b- H 

4 S* — fj— dx. a -ha S* ’ — pj d x . a 4- 

_ dx ix 

— •v — c _ 

H B- W" H 

+ * S’— H~ dx.* , Che le fi paragoneranno i termini di que- 

lla equazione coi corrifpondenti termini dell'equazione [13.], fi troverà 

_ dx dx ix ix ix 

^ H B W . S "H ~ S- hÈ ~ S 'H 8' W' S ‘H 

* S.—-ÌX-* = A' a ;a S-~-dx. a = 

p i X c dx _ J x 

... ^ H" - B" W" . ^ H vv> b ‘H'" 

A" a ; a g. _ — i x , « — a'" a ec. Ma I e- 

ri 

C ~ c J Ji c J j< 

0 ’H . BV , ^’H b ‘H' 

qu azione a s g -rr-ix.* — A' a fi riduce a 


„ *X ix ix 

BW S 'H S ’H S 'H' 

V V> a — A' a# J jr 


S- -rr- dx. a = A' * 

tri 


, il di cui differenziale è 
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B W 

ir 


s- 


4x 


H <fx Wx\V 
dx. a = pj" H'À A ' 


_ <fx „ 4x 
S ‘H “ S ‘H V 


o fia 


B\V 

ir 


4 x ~ 


-S-- -S-- 

1*Y A ' " « da cui fi ricava H' B W = H' — H X A' « 

H H' A 


e però BW = H HV H A' a 

ix c rf* 

S H B' W' , S ‘ H 

« S-— jq— '*• a = A 


4 x 

TF 


. Nello fletto modo dall’ equazione 


-S- — 

3 H" 

» fi ottiene B' W' =d 


H' 


-5 A' 


-s- 


Jx 

H" 


; e generalmente B"’ W" =: 


ir — H 


— C ÌJL 

b H' 


H" ' " H” 

Adunque fé qui fi foflituiranno i valori di H, H', H", . . . . H" trovati nel 
precedente rum. qgò. , li avrà un numero n — 1 di integrali particolari dell’equa- 
zione [ 7 ] , nella quale è X=o , e però fi avrà nel tempo fletto il di lei integra- 
le completo . Quindi fi fa integrare l’equazione [ 7 ] allorché fi fa X=o. Che pe- 
rò l’integrale dell’equazione [ 1 .] dipendendo, allorché fi fa integrare la fletta e- 
quazione [t.] nella fuppofizione di X=o, dall’equazione [7.], la quale fi fa inte- 
grare nel cafo di X— o, egli é chiaro, che l’equazione [t.j è integrabile Tempre 
che etta é integrabile con fupporre X—O . 


4 y 


258 . Si debba per efempio integrar l’equazione x ì =z y — x — — 4- 

4 l y “* 

x 4 — — j . Poiché quella equazione é di fecondo ordine , 1’ equazione [6] fi ridtt- 
d x 

ce a o = K — L+ 1 + , rifpetto alla quale batta trovare un foto in- 

tegrale particolare, giacché é di primo ordine, o fia un tal valore di K, che la 
faccia andare a zero. Ordinandola pertanto così M4K 4 - M 4x 4- LK 4x 4- K‘4x 
=: o, (i trova, che dopo avervi foftituiti i valori di M, L, che fono M = x*, 
L — — x, con che diventa x*rfK ■+■ x*4x 4 - K x4x 4- KV* ~o, alla mede- 
finaa foddisfa K = — x, mentre un tal valor la riduce a — x*4x 4 - x'ix — x l 4x 

,/Tv/M 

4 -xVx~o, cioè 0 = 0 . L’equazione [ 7 .] poi fi riduce ad X=T 4- — Y > ® 


M m 2 


fia 
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d T 

fia (ccn foilituire i valori di Xj M, K) x 3 — T — x } — — , che ordino cosi 

d X 

Tdx 

d T — — — dx, ia quale fi rende integrabile mediante il fattore 


dx 

S-— 

a (la lettera a rapprefenta la bafc logaritmica nel fidema de’ logaritmi 

c-i* 

b x i 

iperbolici ) , con che il di lei integrale fi trova e fiere T 4, — 

dx 

S- X 3 

S — dx X <* 4- B , donde ricavali il valore di T, che è 

dx _ dx 


— S — V-) 


S-~„} 


T = a X( B + S- — . )• Quindi poiché [giuda il num. 334. J 

l'integrale generale delle equazioni di fecondo ordine è 

dx , 

T b ‘ H 

C. i, a dx + A 

3 H 


-S-R / 

X l s 


),re 


qui fi fodituiranno i ritrovati 


valori di T, e di H, la quale al num. 334, è data prefa pel valore di K, fi avrà 
il ricercato integrale completo dell’ equazione propoda , che è 



339. Terminerò queft’ Articolo col metodo del Sig. d’ Alembert di integrare 
un numero © d’ equazioni di quallivoglia ordine inchiudemi un numero © 4- x 
di variabili »> x, jr, * ec., delie quali equazioni la forma generale 4 (QJ 

A* 4 - mj 4- n» 4- ec. 4 - k'dx 4- m'dy ■+■ n ' d* 4- ec. V — 4- 


A'V'x 4- j»'V 2 jr 4- n"d‘z 


4- ec. 



+ 


V" 
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T 

A"V J x h- m"'d’y +- n"'d s z 4- ec.^"=y7 4- ... 4- 

4 - 4 - ec^=~? 4- T' = o ove le lettere *, m, n ec.; 

f,', m' , n' ec. ; L", /»", «" ec. ec. rapprefentano coefficienti collanti, ed anche 
zsro; la lettera T denota in tutte le equazioni una della funzione di »j e T' rap- 
prtfenta pure una funzione di r, che nelle diverfe equazioni può effer diverfa; dt 
poi è collante. Per integrare quelle equazioni qualora fono di primo ordine già 
ho detto quanto bada al num. nò., e léguenti fino al num. np., chepeiò le con- 
(idererò adclfo elevate agli ordini fuperion . 


340. Primieramente fi faccia dx = pdt ; d'x = , dt 1 ; 
d*x = r di 5 ; . . . d r ~ 1 x = r dt f 1 : Parimente dy = ^'di; 
d y — >' dt 1 ; d ! y — »' di 1 ; . . . . d- ' y — T ' dt Cosi dz — ^"dr, 
d'z = ,"~ l ; d 3 z — r "~dT > ; . . . . d'~‘ Z = 


r, fi , r , x ) 


\ . w \\ \\ 

V 1 J f ) T > 


ec., ove fi , „ 
r tono nuove variabili . 


Ma po chi di è collante le fi uilirrcuzieranno quelle pur ora alTunte equazioni , 
li troverà, che il differenziale di dx — pdt i d‘x — dudt, onde fi ha 


k"d‘ A 

di 


Ir" d ,1 

~1T 


■ ; il differenziale di d 1 x — , dt i d i x—d, di 1 , co». 


feguentemente li trova 


lr"'d>x 

~di~ ì 


k"'d, 
dt » 


e nello llcflb modo fi ha 


Pd'x 

ir e 


k r d t 
dt 


• Ideffamente il differenziale di dy — fi'dt offendo 


jj ." J \ 

d'y = dn'dt, fi ha — =.— — , — ; il differenziale di d*y — dt 1 

dt dt J 


effondo d 3 y =s di' dt * , fi trova 
m’i'y 


n "Wy 


m"'d »' 


dt 


; e generalmente 


£dr" 


dt 


dt 


D” egual maniera fi ottiene 


tt"d*z 


■'vy' 


1 


*"'d’z 
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»"V. f " , tdd f % 

; c generalmente - ; - = 

<“ ut 


n* d , 


dt 


cc. : Per lo 


che mediante la foliituzione di quelli valori l’equazione (QJ diventa kx 4. my 


nz, -I- ec. 4- k'dx m'ity y- n'uz tC. 


A"d p +. m "d s +. „"d 14" + cc.y~~ + 

, 7- m'"d ' -t- u'"d »" -f cc.^-l- +••••+■ 

k’u t ^-~m‘d r' 4- n‘ d r" 4- cc.^_Z H T' = o, nella quale trovanli foltan* 

to i primi elementi delle variabili t. x, y. & ec., e le prime differenze delle va* 
riabili , fi) n r. . . . tì ft’i d, t' J p", r u . ir" • • • v" cc. 

341. Eli .indolì p,llu itx — fidi, lì ha dx — ndt = 0: In oltre effendo 

d'x = t Jt 1 ~ duit , fi ottiene d\t — rdt =0: Parimente dall'equazione 

d ì x — t dt 3 = ir di ‘ fi ricava dr — *dt — o . Nello ftefib modo fi trova 

dy — n'dt =j o; d t — ,'dt — o -, dd — -r'dt — o ec.: E quelle equazioni fi 

pedono integrare col n.etcoo del num. 116., e Tegnenti. 

342. Coi!' efempio vediamone I’ applicazione . Dcbbafi integrar I’ equazione 

«Td’jr 4- bldydt 4- cy T dt 1 -f- di' dt ‘ — o . Dividendola per a T di 1 

d‘y b dy e e T b 

diventa r=r +• - . -j- 4- - j + = o, che con fare - — g ; 

~r = b; !l— = T" paffa ad effere 4- g -ÌZ. +ij + T" = o. Si 

“al dt dt 

ponga dy — p dt, e confeguentememe d ! y =z dudt; onde con foftituire quello 

J Jy 

valore di d'y la precedente equazione diverrà — 4- g 4-ij4-l" = ó, 

dt dt 

e però d n 4- gdy 4- bydt 4- T"</t r o: In oltre giuda la fatta ipotefi fi ha 
dy — fidi — o. Ora quelle due equazioni, nelle quali entrano le tre variabili 
M jf, 1, dcvonli trattare col metodo de’ num 11 6. ec. . Si moltip'ichi pertanto la 
kcoaJa per la quantità indeterminata 0 , ma collante, e pofcia (1 fumari colla pri- 


ma . 


Digitized by Google 


CAPO IL ARTICOLO IV. 


*70 


ma, lo che fatto fi avrà (1) d.p 4 - / 4- g )(dy 4- by—e^ii 4. V'dx = o, 

ove by — di* deve eflcre un molriplo di /* 4- t + g X y '■ Onde fe il grado di 

inoltiplicicà farà elpreflò da X, fi avrà (2) by — tu — tp ■+. 1^0 -t- g )(y , 

confeguentemente by = t)(t ± gXy* e — tu = . Di quelle due equazio- 

ni devefi prevalere per trovare i valori di ff. a tal oggetto dalla prima ricavo 

b 

t = ■ p , e dalla feconda X — — g ; che però paragonando quelli due va- 


lori di X, ritrovo — t — ■ 11 , o fia / -t-gt = — A , donde ricavo t — 

r 1 & 


ZL ~ 1*. Faccio - * ^ - L b = * e -S-VA 1 ~ 4» 

1 1 2 

= d", e quelli valori di d\ /*" fomminiftreranno pure due valori di X, che chia- 
mo X’, X". bollituendo quelli valori f , 0 ", X', X" nell’equazione (2), ne na- 

feeranno le due feguenti equazioni by — fi'p — X'^ 4- t'y X P' +- g ; 


by — /j> = X'V -1- t"y\t" Quindi fupponendo (3) F 4- yXt'-tg=A, 

ed (4) 4- jXi* ' -t"£ = A', con differenziare quelle due equazioni ne verrà 

d I* + dyXt' ■+• g — d. A' e dft -t- dy^t' -h g = d A', de’ ouali valori la 
li diluzione riduce I’ rquazi re (r j alle cue feguenti (5) d. A 4- t'&dt 4- 
l"di=zo, e ( 6 ) à. a' 4- X'aV/ -f- T'Vr r=o, la puma celle qu.ii li rende in- 

S- t'dt 

tegrabile mediante il fattore a , e la feconda per mezzo del fattore 

S. X"* 

m (la lettera a denota la baf? logarittnca ne! fillema de’ logaritmi iperbo- 

lici); onde integrando 1’ equazione (5) li trova il valore di A, che è A — 

- S- t'dt S- t di 

« • (S- — * T'Vr 4- A), e con integrare l’equazione (5) fi 

— $ X'Vr S- t"dt 

ottiene il valore di a', che I A' — a . (S — a T'V/4-B). 

( le lettere A. B elprimono le collanti). Si hanno aaunque i valori di A A' da- 
ti per t. Se pertanto fi fottrerrà l'equazione [3] dall' equazione [4], ne veru 

t 

jX * 
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jX* " -+-£ — jX*' -+■ £ = a' — A, o Ca jX#" — f' = A' _ A, e però 
A' — A 

j — — — , che mediante la foftituzione de* raion di 4, a\ A\ A" trorafi 


X'f 


X" t 


X"t 


t't 


r-'t t', 


— a S- — a T"dl — a S- — a T "A — A a -f- Bi 

dure y — — • . . ^ . 

»X*' + - , 

— a V& — 4* 

In quella ecuaz : one deronfi per ultimo fcftituire i valori di X', X" , T" f defumo 
i valori di X' , X" dall’ equazione X — — A con foftituirri in luogo di A i valori 

di A' j /!", ccd che fi ha X' — - — X" = 


-j — « e »' + X" = g), lo che fatto fi ha finalmente j — 


J- f Xs — Va 1 — 4* I £-*X^-f-v^ — ,, 


Xs*“ 


il I 


Jt-t-B 


A» 


- - - 4 * 


r + Va 2 - 4*. j - v; 2 - 4* , r 

X s - ~ 4 rr A + A - 




— 1 vt — 

34 ?* Prendiamo in fecondo luogo a integrare l’equazione di quarto ordine 

«tv<j + bTjiyjt ■+■ '-rrjST' + fWj 7 r» + /,tìt * + 

T' A 4 =0, quale mediante la divifione per <rl*^T 4 fi riduce a ~~ -+- 


ir 


. £L3L ^ _£lz. , f dy f 

a ~ 77 3 + r • ==** - • ir + L 


*'Ti' » • X + J + 7j = o, e con fare 


7 ~ s ' 


JV= 


T" diventa (7) r— ■ 

dt 


+ £ 
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g 4 . b ~r- ■+• i j? + Ij + T" = o. Si ponga rfji ±= (tir, 
it dt dt 

d'j — , At 1 ; d 3 y — v dt 3 , donde differenziando ' ricavertifli d l y'— dpÌt-,1 

j}y = d,~dT l ; d*y = it ét 5 ; per lo che fatta la follituzione di quelli va- 

dv‘ im bdu iJy 

lori T equazione ( 7 ) patta ad ettere dì ■*" & ìt A 7T ~it + k * +" 

T" = 0,0 fia (n) d r -+- gd> ■+■ bd.ft -+■ idy 4- kydt ■+■ V'Jt — o. Ora dal- 
le antecedsntemenre allume, equazioni li : ha (3) Jy — lf »/r =;a; (?> d(t ' — tdl 
— o, (10) d, — w dt = o. Si moltiplichi 1’ (8j per fi la [<?) per ,, e la (10) 
per y (le quantità /j . , . j. fono collanti indeterminate ) , pofeia fi Laminino coll’ 

equazione fu) , e,ne verrà iv -\r g + y X^> + b i - t^d n ■+■ 

7TJ Xdy -+- iy - y V — — fi^dt +- T "dt =o,(OVè *jr rr- 7 * - 


deve elfere un multiplo di > •+■ £ >X" + b 

e petó fe il grado di moltiplicità verrà elpreflo ua t, fi avrà (i2j Iry — y-r — 

„ — fin = tv +■ g -i-'y X*' + b -l- •X‘ S '.« + '"-t 0 X^JÌ (il fattore *• è 
tuttavia mdetesminatojf conlegucBtcmente paragonando cwlcun termine del pri- 
mo membro di quella equazione col cdtrifpondente termine dèi fecondo mèmbro , 

fi troverà k = » + fi ~ 7 — * » — « — Iff + ? X**» 

— /» = * + • X*; onde n Ha t+8 — fhi — dondc de * 

vonfi dedurre tre equazioni di quarto grado' date una per y , la feconda per 1 , la 
terza per fi in quello modo:’ Primieftmente dàll’ equazione • ^ - = — y ri- 

• - : ■ 1 

— a 0 — b y 

cavo , = J, 1 -h gy, c daH’ equazione =» — 7 ottengo — = <, 

' i. r \ fi — by 

onde paragonando quelli due valori di < ritrovo j- 1 •+■ g y — ■ — > confe- 

k 

guentemente y 3 -t- gy l + hy — fi. In oltre dall’equazione = — y 


Tonta FU. 


N n 


rile- 
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rilevo — — 7 = ; per lo che paragonando quelli due valori di 6 ho finalmen» 

> 

te 4 - 4 - iy ■+■ k ss O , dalla quale equazione prendo i quattro va- 
lori di y , che pongo edere y' , y'" , Nello fteflb modo dalle anzidette 

equazioni li dedurranno altre due equazioni di quatto grado, delle quali una fari 
data per *. e l’altra per 4 . Di quelli le quattro radici pongo eflert 4', 4", 4'" 
4 U ", e dell’ altra fuppongo che fiano «"" , con che fi avranno poi ì 

quattro valori di /, che chiamo t'> t", J”", Si foftituilcano adeflb quelli 

valori nell’equazione (12), e con ciò li avranno le quattro feguenti equazioni 

030 *j — >'» ~ •'» — f'p — <f ' T 4 - & -t- >'X x "‘ r + * + «' X ■+. 


* -t- t' X*'y 

(ho h - >"* - - *'v = *"* + t'+V'x*"’ + rr^x^v 


4 - 1 + /»"X*"J 

Oj) Kj - ,™T - ."'r - 4"V = J""* + -h 

bTT' X r> V + 7T7 r ' X O 

r 1 ' v* 

( 16 .) kj - >""x - .""r - CV = f ""' + + 


ìTrxn + « + x *'"■'}■ 


Si fupponga in feguito (170 T 4-2^-}■'X , •'Xh + 


< + t' Xj = A 


(18O *4- i+>''X' + i 4- Xt* 


» -+- iJ" Xj = A' 

( 19 ) * 4- £ -t- 7 "'X» 4 - b + X#a +. 


i + f'"Xy = a" 

(20.) r+^ + y""X» + b -+- ,""X#* -f- 


j 4""Xj = A"V 

’ i (fi 
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i di cui differenziali fono (ai.) ,'X*+T+ 7 X 'iì + 

■nrjx'j-'i* 

(22.) d, + r^X*+r+7W+ 
rrr-'x^ = *a x 

(lì.) ir + g + S"Xir + b 4 - •"Xin -h 

« + *"'X<r = i- a" 

(24.) +1 +V""X'*’ + * + .""X'-»« + 

i 4 - X <7 = 

In oltre l’equazione (13) mediante 

l’equazione (17) fi cambia in *j — — ,V — p'p = f'A (2$.) 

L’equazione (14) mediante l’ equa- 
zione (18) fi muta in ky — y"r — — /?'> ss /"a v (2(5.) 

L’equazione (15) mediante l’equa- 
zione (19) fi trasforma in k,y — /'"» — (17) 

L’equazione (16) mediante l’ equa- 
zione (20) fi cambia in ty — y"" T — ,"" f ff""n — x""A"' (28) 

Per lo che l’equazione [11.3 mediante la foftituzione di quelli valori prefi dalle 
equazioni [21.J, [22.], (23.], [24.], [zj.J, [26.], [27.], (28.] fi riduce alle quattro 
fcguenti 

(291) i. A +- l'bdt + T'dt =0 
(30.) d.A' 4- P'b'Jt -j- T "dt — o 
(gì.) d.&" +• 4- T'dt = o 

(gz.) /A"' 4- 4- T'Vr ss o 

« S 

Per integrare quelle equazioni devefi moltiplicare la (29) per a ; la (gq) 

S- S- S- 

P cr * 5 la [gì.] per a ; la [g2.] per « , lo che fot» 

S- f ' Jt S- *' Jt 

integrando fi avrà rifpetto alla [29.] A « ss S- *— * T'dt-, rifpet- 
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S- S t " dl 

to alla ù\a • -=?S • — " TV»; fifpetto alla (31.) 

C. f"V» S f '" dt - - S- *"" Jt 

4 “ = S 1 — * * ' T'V»; e rifpetto alla (31) a"' a = 

5. J""V» — • . x 

g. a *' • 7 'Vr ; confegUenteniente (33 ) A — 

— Q- t'dt S- 

« S*-- T'Vr; (34.) A' = 

— s- rv* , S- * V» 

a S- - « TV»‘, ( 35 ) a" = 

— S- *"V» S- *"-Vt 

« S- - - TV»; (3 &) a" s = 

— $. x'VV* S- f'"V< .... 

„ c;, e T "<ft, con che fi fono trovati i valori di A, 

A\ a", a'" di ti per r. Finalmente per ottenere i valori di y dati per t aevefi 
operare cpsi . Dall’equazione (17) fi Attraggano le (18.), (19.)) (*o.), e ne ver- 
ranno le tre feguenti 


(370 - «“ X p + t-P X 

( 38. ) 7' - y'"'x ' +■ •' - V“x f 1 4 - y = A - A" 


( 3?0 /-7""X X f* + *""X J - A - A "' 

che riouco a quelle ne 

/T — * ■ ' A — A' 


( 4 » ) ' + 
(4*0 r + 


. \ " 

7—7 

7 ' — 7 '" 


f» +■ 


7—7 


( 4 2..) , + -- 


A — A' 

' ** + -/ _ j.'" ’• * — 7 ' — 7" 

/?' — /?"" _ A — A" 

• f* + • y — 


y — y— 7 ' — 7 7 —7 

Dall’ equazione ( 40. ) fi Attraggano le ( 41. ), ( 4 J 0 > e ^ avranno le due fe- 
guenti. 


(43) 


x + 7 " x 4 - 7 vv ; x >" Xh + 


rV” 


7 ' -7" x >' -V 




?' y fi"—#" +■ 7 vx j(V^ifO -+-7"VX/?' — s t y 

• , . ■ y» y y y>>v- «’iJscprt K'H 
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X a" — A' +,« X* 


*"X A' - A 


\ . \\ V/ . - V 

y — > X * — > 


(440 - 


\ v "" NX 

f A * “ « 


X +y""X X 




»' X 


V X X* X -^ X ' + y xxxx X fi" -l'Xj 


y'->"X*'-* x 

y' X A'"— A" 


N\\\ 


X A' 


che riduco alle feguenti 


y'-y"%y--, 


Ut) „ +• t >" X f zJZJz>^Z^7y . _ 

■ X 7 w aj ~ 


/ x x 




y' XA VV -A' 4- y " X A - A" 4- > XXX X A v — A 


y' X +y"X - 


X \\ > 

* — f 


U" 5 ) ** + 


/ X e * ' + y" X 4 X - 4- y"" X * xx - /f x 


y' X 4- y"X X 


X- 


y' X A'" — A' 4 -y" XA -A'"-Hy""X A' _ A 


y' X - •" + y" X +y""X ." - 

Finalmente fottraggo quella ( 46. ) dalla (45 ), con che giungo all’integrale cerca* 
to, o (la al valore di jrdato per t, che è 

«v — >- X X A"— A'" 4 - + y xxv X ’a^*— ~A~ -h A - * 


f x X*" 


- 4 - *" X • '"-f" + XO'-< x + /"'X 1» X - <* T ' 


ove porre fi devono i valori di fi', fi \ £"",y\ y", A, A', A'\A"\ 

344. D.-fumerò l’ultimo efempio da quelle cue equazioni di fecondo ordine 
d l y </* x dy dx 

(47-) =T + £ ==*~ + b j} + • j- t + &y -h T =z O 


d t 


dt 

d 1 y d 1 X dy dx 

(4^0 =r + 1 =r + *' i + «' Tl *' - + V = o 

in cui dt è collante, e T, T' fono funzioni d : t. Si fàccia dy-z udt , e dx = 
/, onde diffcrenzjando fi avrà d‘y =j c dpdt, dx = d,df, per lo eh 


che 

con 
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con fare la folUtuzione di quelli valori di d‘y, d* x, le equazioni (47-), (48. )fi 
d 11 d • dy % dx 

cambieranno in — jy -J- ^ — 4- b — -+- t — 4- \ J 4- T o ; 


*/* 

d~i 


+ £' 


Ì 1 

dt 


4 - b 



dx 

Tt 


4- *' x 4- T = o K o fia 


(41)) da -f- g d , 4- h d y 4- i d x -I- k y dt +T di — O 

(50) d tt 4 - g'd, 4- b'dy 4- l'Jx 4 - k'xdt 4- 7 'dl ;= o 

«ru «nè altre quelle due equazioni li hanno le altre cue aflunte(jt.)i/ji — ndt~o; 

(52.) d x — , u — o. Si moltiplichi l’equazione (50. ) per fi, la ( jt.)per *; 

la (52.) prr y, inai li foni mi no colia (49)1 con che fi avrà 

(5?-) J7TX <^4- £ 4-^g'X ir 4- b 4 -b's 4-, XJj-h *4- £«'-»- > W* 

-+- ky 4- ffk'x — tf i — 3,» X dt+ T 4 -/T l'X d* = o. Ma ^.jr 4 - * <c' * 

— tu — y , dovendo eflere un moltiplo di 1*4-1 X I* 4- g 4- dg' X r +■ 

b 4- b' a 4- ■ X 7 + ' + I* >' 4- >■ X *> k *1 grado di moltiplicità verrà et 

preflo da J 1 , firà ky 4 - dkx — t(U — ^ 4 -r X 4 - £ 4 -/*g' X * ’ 4 - 

i+(ió'+ * X 4 “ » ' 4 - /? 1' 4 - j. X * *• Quindi paragonando i termini del 

primo membro coi corrifpondenti del fecondo, lìhal^ — Ì4-£Ì'4-« X 


dk s = * 4 - fi «' 4 - tX *> — • = ^4-1 X f i-r=f + ^'X f i donde <• 

* _ 1*4' _ _ __* y_ 

i+fil'+y ~ fi i-t ~~ g4-l*g 


deduce 7 


b 4- d b' 4 - , 


— , da cui fi ot- 


terrario tre equazioni di quarto grado, delle quii! una larà data per B, la feconda 
per •, la terza per y. che fomminillreranno qurttro valori di «alcuno di quelli 
fattoi! collanti indeterminati 0 , ,, y. Se poi li farà • 


( 54 -) 0 f-i X I* ~h g + fig' X ' 4 “ b -hflb'-ht X J ~f~ ‘ 7 -d l'+y X x = A , il di 

cui differenziale è B t-i X 4 - g + fig' X i • +-b-hdb' +• X + 

• + fi i' + y X dx ~ d b, confeguentemente ky 4 - dk'x — tfl — y t — S b , 
l’equazione (5^.7 mediante la (ollituzione di quelli valori fi trasf, r.neià ind. A 4- 

S-ldt 

t bdt-t -7 -f-r?l'X dt = 0, che moltiplicata per a , e integrata dà A zs 
—S-tdt S- f dt 

a . S - — a T 4 -fi I' X dt, che ha un quadruplice valore a moti- 

vo dei quattro valori di A, t, che chiamo A', A" , A "' , A"".i" J J'",J "" , X 1 '" 

ri- 
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rifiatanti dai quattro valori de' fattori f, 1, y , che chiamo /t ' , fi " , 

y V ) , j,"', . Ottenuti pertanto fi fono i valori di' ; (. 

A', A", A'", a"" dati per t. L’equazione poi ($4.) mediante ja foftituzione 
di quelli valori fi trasforma nelle quattro feguenti 


C55) ri- 1 X P +S-I-/»',£ V X » + «'X J + 


i 4- i' ri- 7 'X X = a' 

(s&) 0 " -+- 7 x * -t-FTT^X * + * ■+■ + •" X y +• 


i r' «’ + >"X * = a" 


<S?) + 1 X p + * + /"VX » + * + *' + »"'X y + 


; ^ 4"' 4- ,'«x x = a'" 

(58.) I»"" + .X f + X » + è + /«« *' 4- .- X J -+- 


• , -%\\\ ;\ . \\\\ w „ __ S\\% 

* -*- 0 1 ri- y X * — » 

che riduco alla forma feguente 


(61)^ 


g -1- t'g\ 

1 ri- 

V r . ’ +^'-'+Ay 

* + r+i A 

A' 

0' ri- l 

/ + *' ri- 1 

« 

A J + f ri- 1 X 


, . b +- fi" b' 4- v 

/ , , {* +** •' + >" 

* + 0"+i A 

A" 

0 " ri- 1 

£ -+- 0"'g\/ 

/»" ri- 1 / 

6 4 - /»'* 6' 4 - »"\ 

V J + 1 *" ri- X 

/ 

*»+ ^+. X 

H'" ri* 1 / 

ri- 

i 4. r 4. 

/*_ , 

i 

/" ri- » / 

\ <•'" ri- x 



(- 52 .) 
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C<5i.) P 


4 


“TX- 


l + . b 4- 4"" b' 4- 

4""' -+- i , 

\\\> ;> , >\\\. 


i + + y 


I"" -f. 


f^X 


K ■ f 11 


r +? \/ x _ A"" 

4- i A 4"" 4- l 


dall’ equazione ( 59 .) fi Sottraggano le [do.], [di.], [di.], e ne verranno le tre 
Seguenti < . ; 4 •. s ‘ , 


(<5J ) * S X e'-g + Xs-A' \/ 4 . 

4 ' 4 - 1 X4" 4- I A 

4 . ^ ,v — ^ 4 - » x - ■" 


* - « 


4' 4 - 1 X*" -1- 1 


4'x^-rT ^r^— 4 - 4 " __ 


4'-*- * X 4" + » 


A ' X 4" 4- 1 — A" X 4' 4- » 




4' 4- iX 4". 4- 1 
4 n XT^ 4- 4 V " XF 3 ? 

4' 4- 1 X 1» " H- 1 


! x 


r 4- 


/' X ^ — >" v -*- 4 V " X b 4 - — b' + 

4 V X r 4 4 W X‘ 7 ~t r ~y v - » A -E > v — >*" 

4'-+- xX4'" 4-1 

A s X~7 Vr: TT - X -H 

4' V 1 X4'"4- 1 

4'XFP7 4 4 "" Xf=“7 


-’X— 


X» 


(ÒSO • ■ , . X r 4- 

4 41 X 4 '" 4- 


k-x- 


/ ^ v \ 
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0' X b' — b x*+ *' — *' •+• 

x ,+ 


fi' -t- i x * + 


^ X < s - » - > ,w -+- <*"" X ■ + >' - •' +>' — >" 
FTT Xjj""ì-* 


■X*= 


a'Xj* 1 —a"" X* +-1 . .. „ r 

“ A ■■■■■ ■■ — , che riduco alla feguente foro» 

À' -t- * X +- » 


( 66 . ) , + 


fi' x X* +■ . v 


« -t- A API-»—" -f- « — «”w 

*' xF^Fè -1- fi" xFF? “a 

/ xp -«-FF + x - >' 


* v xF— 7 + fi" X& — &' 


m X u=s 


a' X *» +• 1 — X* + » 

/*' XF~S + fi"X£ — £' 


, x . ^ fi'X b 'r b ~>"' + fi'" X h r W 

7 ‘ ' fi'Xs'-s + fi'" xi^F X * + 

^ Y Trr=r^ 4- ^ x» + / -~ + / - > v 


^Xi'-/ + X* - F 


: X x = 


A' X H " t- ■ — * v " X* - t- « 

fi' xF^F: + x< -F 

( 68. ) » ■+* 


x b'— b- . 4- 0"" y> 4 » - y+ .'~ 

+ /»"" xI^F 


X 


XP— I — y"" 4- 4"" X 1 4 > 

0 ’ 


4 . x . 4 +- / - »"" y ^ __ 

|S xF^ -4- 1»"" X FFF ^ ~ 


A ' y 0 ' -H - A"" X fi -H I 

FxF^ 3 ! -4- fi"" Xs - F 

Per abbreviare il calcolo facciamo = A il cocffic : ente di y nell’equazione (65.), 
ed epuale a B il coefficiente di *■, indi = V il fecondo membro dell’ equazione : 
Parimente nell’equazione ( 67 .) lì faccia il coefficiente di j = A' , il coefficiente 
Tomo VII’ Oo di 


\j 
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di x fi faccia = B', e il fecondo membro dell’ equazione fi ponga = V': Per 
ultimo nell'equazione (68 } il coefficiente di y fi metta = A", il coefficiente di 
x fi faccia = B", il fecondo membro dell’equazione fi ponga = V", con che 
le equazioni (66.) , (67.), (68 ) fi cambieranno nelle Seguenti 
[69.] , + A j + Bx = V 
( 70. ) , + A< y 4- B' x = V' 

(71.) , +. A"y •+■ B" x = V" 

Dalla (69.) fottraggo le ( 70. ), (71.), ed ho 


(72.) A — A'X y -h ti - ti' X * = V — V' 

(73) A — A'' X y + B - b" X * = V— v "» 
che dilpongo cosi 


B _ B' v , 

<’♦> a + T=n?)( 



Sottraggo la (75.) dalla (74.), e con ciò ritroso il valore di * dato per f,cheè 
A XV” — ~ 4- A' X V — V" -4- A" X V' — V 

~ A X»" —8' 4- A' X B — b" 4- A" X B' — B ’ 
ove devonfi fare le neceflàrie foflituzioni. 

Finalmente per ottenere ancora il valore di 7 dato per t , fi difponeano le equa* 
zioni (72.), (73 ) cosi 


(76 ) x + 


(77 ) * 


A — \\, V — V' 

B — B'X J ~ B - a' 

A — A'\, V — V" 

B — B"X y ~~ B — B" * 


pofeia fi fotragga la [77.] dalla [76.), e ordinando fi avrà 

— B X V " — V ' -h B' yv — V" 4- B" x v x — V 

B X A" — A' -I- B' X A — A» -f- B" X A ' — A 
Se voluto fi avelie nel tempo fteflb la x, p la y date per t t ciò fi farebbe otte* 
nuto con fottrarre dall’equazione (72.) la (75. ) cosi 

A" — A'X y ■+■ B" — B'X x=V"_V'. 

, W Colio Hello metodo fi opererà per integrare un qualfivoglia numero 
£ equazioni di qualfivoglia ordine . 


AR- 
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ARTICOLO V. 

Deir integrazione delle equazioni omogenee degli ordini fuperiori al primo. 


346. T E equazioni omogenee, come altre volte abbiamo detto, fono quelle, nel- 
JL le quali ciafcun termine afeende allo ftefiTo numero di dimenlìoni : Sicco- 
me poi le variabili x, y fono di prima dimenfione, cosi pure a una fola dimenCo- 
nc montano i loro elementi dx , dy , d‘x, d ì x cc., per lo che I' equazione 
2 1 

x l d y d x y + y d x dy ■+■ xyix = o è omogenea, mentre ciafcun di lei termi- 
ne è' di quattro dimenfioni. 

347. Col porre dy —pdx; d p — q d x\ dq=zrd x; dr—tdx ec. , e pò- 
foia tare le convenienti follituzioni in una data equazione, nella quale dx è co- 
llante , fi troverà elTa elfer data per le quantità x, y , p, q, r e c., e in tal cafo 
per determinare il numero delle dimenfioni de’ di lei termini, onde rilevare fe è 


dy 


onngenea, fi oflervi, che eflendo p = —r~ , è perciò p di dimenfion nulla; ma 


q , che è = ~~ — , è di dimenfione — 1 ; cosi r è di dimenfione — - 2 » 

dx 


dx 


d} y . . 

poiché fi ha r = ^ = j— per la ftefla ragione /, che è = , é di dimenìi o- 

dx dx 

ne — 3 ec.: Onde acciò un’equazione data per le quantità x, y, p, q, r ec., fia 
omogenea, deve per efempio aver quella forma 

* 'Xl? + t 1 X + r * X ■+" ,x) cc ’ 

348. Propolla elTendo da integrarli un’equazione differenzio-differenziale omo- 
genea data per le quantità x, y, p , q , fe fi porrà y =**, e q— — , la folli- 


tuzione di quelli valori farà montare la x in ciafcun termine a c^ual numero di 
dimenfioni, onde poi mediante la divifione fi potrà eliminare la ftelTa x, con che 
1’ equazione rimarrà data per le tre quantità p, z, u. 

349. Eifendofi pollo yzzzx, differenziando fi ha d y— z d x -+- x dz; ma 


dy z=pdx , dunque pdx — zdx + xdz , 


. . dx 

da cui fi ricava — 
x 


: In oltre 

p-z 


avendofi d p — q d x , Cc in luogo di q fi folUtuirà il precedente fuo valore 


Oo 2 


u 


te 
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— , nc verrà dp = , o fia ^ ~ ■ Pet lo che paragonando quelli due 


dx 


ritrovati valori di — , fi ha 

x “ t— * 


il — - 11 - , vale a dire udz = pdp — zdp. 


S ii 

* " 

Che le quella equazione fi moltiplicherà per — * » fi, troverà , che il di 


lei integrale è z a 


S dp n *2 

“ 0 " i p 

— c. a ? ° ( la lettera * 


rapprclènta la bali 


logaritmica nel fiftema de’ logaritmi iperbolici donde deducefi il valore di », 

S ii C il 

U 0 ’ “ » V» 

che è * = « S- a i— 1 . Se » farà una funzione di p — »=zr, 

U 

poiché + mediante la foltiruzione di quello valore di p l'equazione u da 

— p dp — zd p diventa udz = r d* + rdz, che ordinata! e integrata dà z=z 


S r d r 
U — T 


350. Debbafi trovar P integrare del!’ equazione x 1 d 1 y — y dx —xdxdy, nel- 
la quale dx è collante. Pollo dy—pdx’, d p-zzqdx , la data equazione ti tras- 

forma in x* q dx — y dx — xpdx , o fia qx* — 3 — px, che con fare 
y—zx, e poftia dividere tutta I’cquaz'onc per x fi cambia in q x =* — p: Ma 
\ pel num. 348. ) qxzzu-, dunque u=zz—p. Si ha pertanto ( pel num. 349. ) 

dx dz dp „ . di, _dp 

- = = — : Quindi fe in quella equazione — — fi foftituira il 


dz 

poc’ anzi trovato valore di « . fi avrà = > o fia 

p Zt “ 


JL 


dz 

t 11 * 


dp 

■ p z 


confeguentemente dz = — dp, e integrando z= — p ■+■ A , con che fi è tro- 
vato il valore di * dato per p. Ora cllendofi trovato p — — * -+• A , fe qucfto 

dx dz dx 

valore di p fi folticuirà nell’ equazione -- — > “ avri ~ — 


dz 
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da 


— d' 1 cui integrale 4 /. x — — — L — 2*4-A 4- /. B, onde paflan- 

B 


do dai logaritmi ai numeri (i trova x — 
Ax* — B* 


1/ 2Z-+-A 

Ax 1 — B 1 


, e però a re 


^ • . Ma fi è fatto y — xa ; dunque y ss 

3 5 r. Se l’ equazione da integrarti folTe ax ì d l y — y l dx — ixydxdy +. 
x* dy , col porre ly—pdx-, dp—qdx, ella fi cambierebbe in 


ax ì q dx — y 1 dx — 2 x y p dx 4 - x 1 p* dx , o fia ( con fare la di- 

?er dx , e foftituire u in luogo di ^x) ax l u— y l — zxyp 4- p 1 **, 
forticuire xa in luogo di y , e fare la divifione per x 1 diventa au — a 1 — . 


vifione per dx 
che con 

2»* 2 21» p -f- i* 

2 zp 4- p* , da cui fi ricava u ss : Ma [ pel num. 349. ] effendo 

— — = —, fe qui fi foftituirà il ritrovato valore di a , fi avrà s 
p— a « p — a 


a dp 


a* — 2 a p 4- p 


— , e però p dx, — ad ars «dp, la quale con fare p — a — / fi 


ad t 


trasferma in t dz — a dt-ì-a d z, donde ricavali da — , che integrata fbm- 

I —4 

minirtra asse /. t— * — L A ss e /. ( la lettera A efibifee la collante ). 

A 

Sicccome poi fi 4 porto r = p — a, da cni fi ottiene p sst+a, fe nell'equazione 

dx dtt , . dx dx* 

— ss fi foftituirà querto valore di p , erta fi cambierà in ~ ss — cioè 

dx A d t 

(con foftituire il poc’anzi trovato valore di dai — ss , il di coi integrale 

* * X* — * 

è Us /,'- 4 — U-lBst— ( poiché =r ss — - — 

Bt V * »Xt-« *—* 


dt 
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dt t — a 

~ ) : Quindi paffando dai logaritmi ai numeri ne viene x ss -gj- , e però 

tt t d 

i = : Ma y=z xz = axl. , dunque fcllitucndo qui il valore di 

i — Bx A 

uBx 


i lì ha finalmente jrss axl. 

AXi-Bx 

352. Generalmente le equazioni differenziali omogenee di qualfivoglia ordine 
nelle quali dx è collante fi poflono rapprefent 3 re così \’dx—o , che fuppongo 
un' equazione dell’ordine m , e ove con fare dy—fdx\ df—qdx', dq=z r d x ec. 
la lettera V denota una funzione data per le quantità x,y, p, q ec. onde [gii* 

<y 

fta il num. 347. ] fi avrà 0 = a una funzione di , f, qx, rx l , /*> ec. [PJ. 
Si faccia — z , e > e da quella feconda equazione fi dedurrà 


xdz _ 
dx 


u ss — r — : differenziando poi la prima equazione — ss « fi trova t? — 


, la quale con foflituire i valori 


y dx , ... d y y x da, 

- — — ss d x, , che riduco a -/ = al 4- 

x 1 dx X dx 

di , e di diventa ss z 4- u : e ficcome -, ss p , perciò fi ha 

x <rx «x <rx 

p — z. - 4 -». Per^trovare i valori delle altre quantità qx, rx x , rx J ec., fi offervi, 
che è q=: c in confeguenza 9 = i'I* = £-)( * *+* = 


U d. ; 






— ^ — , poiché ss ^- > come fi ricava dall’ equazione ~ = — 
difTerenzi quefta equazione qx -5 — -3 , e ne verrà xdq -t-qdx = 


Si 


f ud 2, +-u s 
^ ^ J , da cui fi ottiene 1 = <f. 


(*-*£*) 


fa 
x dx 


- l;ma'* = 

X 4x 


r 


5 
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r , dunque r =: d. 


( u d. z, l-U ^ 

\ di ' 


— 1, ed rx * — xd 


( u d z j-u ^ 
' et, ' 


or, 

dx 


— qx 


(“-^O 


— ( con foftituire i vaioli di , e di »x) — 

“ v dx * J di. 

U i X, t-K 


«a 


•: Si differenzi quell’ ultima equazione, e per facilitare il calcolo fi faccia 


j f u d. Z.+-V ^ 

V " / a " / « </ 


aa 


«a 


— W , conchi effa diverrà rx* ss W , il di cui 


dr d"W 2 r 

differenziale t x 1 de -f- irxix — d W, che ordino cosi = ^5-^ — 

ma j' — /. dunque / — ^57- — , che moltiplicata per x 1 paffa ad eflère 

dx "" * ^ 


x’ = rVV-ir* 1 , 


( con jfoftituire i valori di — » di VP, e di rx* ) 


ui 


(“Sii z>) 


lud^LLpZ} 


U d.Zi-U' 


di, 


di, 


di, 


2 u d. r. -t-u 


«a 


. Nello fteffo modo fi troverà il valore di /x 4 , di ec. Softituendo poi t' 


nell’equazione ( P ) quelli valori di ^ , di p, di qx, di rx 1 , ec., fi verrà effa 

ad abbacare all’ ordine prò (fimo inferiore , cioè all’ ordine m — 1 ; e fe que- 
lla equazione dell’ordine 01— 1 farà omogenea, fi potrà abballare con un calcolo 
limile al fulfeguente proflimo ordine, onde l’equazione, che ne verrà farà dell’or- 
dine m — z, e cosi in poi. 

zjj. Se 1’ equafione prò polla non farà omogenea, ma però fia tale, che in 
ciafeun termine la dimenzione di x, e delle fue differenze diminuita della di- 
menfione di y, e delle fue differenze fia collante , in tal cafo farà in noflra mano 

ren- 
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rendere omogenea quefta equazione con fare x — — ; o pure con fare y — ~ 

fe fari collante in ciaf.ua termine la dimtnfnne di y , e delle fue differenze di- 
minuita della dimenfioue di x, e delle fue differenze: Come fe l’equazione folle 

_____ J ■ ■ 2 « v 

xy dx àyi i y—x'ydxd l y+- dx dy = o, con fare x= effa fi cambierà in 


— y dt'iyVy 


y J "j'y 

;* 


— o, o fia — jr dt i iyi}y 


Jt-yt* dtd'y-i- t } dy di — o equazione omogenea. 

354. Con un’ efempio riduciamo alla pratica il metodo efpotto. Data fia da 

integrarli l'equazione x l i I y — xdxdy — y dx' , nella quale dx i collante. 

Facendo dy =: p<fx, df = qdx t eflfa fi trasforma in qx 1 *x] — 

fxdx 1 — y dx 1 , che mediante la divifione per xdx palfa ad eflère qx — f — 

£ . Quefta equazione con foftituire i valori di qx, di f, e di ^ prefi dal nutn. 

3 J 2. fi cambia in — o fia udz> i-uduzzz,dz -t-udz, —z,dz t 

che efpurgata diventa udv—o, il di cui integrale è a 1 = 2 A 2 , d’onde ricavafi 
u — iA. In quefta equazione fi foftituifea il valore di u prefodal eie. num. 352., 
lo che la ridurrà ad = 2A, quale difpongo così dx,— * , e integran- 

dola trovo Xi—ì Al. x -f- B. Se pertanto vi fi foftituirà il valore di $ prefo dal 
detto num. 352., fi avrà finalmente y =x x +-R. 

SCOLIO. 


355. i.° Nello Scolio del num 2:0. i.° ec abbiamo veduto come fi polla de- 
terminar l’ indole deila funzione Z deile due variabili x, y nel cafo , che la far- 

J 7 J 7 

mola differenziale di primo ordine ZlL , o fia fia eguale a una data fiin- 

d X dy 

»one V delle ftefTe variabili x, y , o pure x, 7, *: Ora però paflirò a trattare 
la delia materia rifpetto alle forinole degli orami ìuperiori , 

a.* 


Digìtized by Google 



CAPO II. ARTICOLO V. 


2&7 


d l Z 

*y. Da» effendo l’equazione differenziale di fecondo ordine ( =i~) — 

dx 

M ( ^ ^ ) +. N, ove Z deve effere una funzione delle variabili x, y, ficcome 
d x 

pure M , N fono qualfifia funzioni delle fteffe variabili x, y, debbafi determinare 

À z 

1' indole della funzione Z . Per far ciò fi ponga ( — ) = «, onde differenzian- 
>t y d 1 Z 

do fi avrà (!_£.)=</«, e (j=rr~) = — : Per lo che con folT taire quelli 

ji 7 j 1 d u 

valori di (■=—■), e di ( ), l’equazione data fi cambierà in -j-j = Ma 

+ |vj l o fu iu M udx — N dx , che rendefi integrabile mediante il fattore 

. c M dx , 

h (la lettera < rapprefenta la baf? logaritmica nel fiftema de’ logaritmi 

S- Mi* — 

iperbolici), onde integrando fi ha « == « (S* a N/x 4- la co- 

d Z 

flante), vale a dire ( con foftituire in luogo di #, e Y, che rapprefenta una 

dZ — S.M<fx . 

funzione di y , in vece della collante) == a S- a N dx 

<n. M dx , , . , . ... 

r ’ che moltiplico per dx e pofcia ne prendo 1 integrale , che e 

c Mdx C.Mrfx Q. M dx 

Z = &* J *s- a b • NVx + YS.» ^*+Y' [la Y' 

polla in luogo della collante è una funzione arbitraria di y, ficcome lo è la Y: 

d l Z 

Nell’ integiazione poi la y rifpetto a quella forinola f^-) G prende collante, 


Y« 


d* z 

come rifpetto alla forinola (= 7 -) prende collante la x]. 

*3 

di Z d Z 

j.o Se r equazione data foffe Hata ( rrr- ) — M , con porre ( ~ ) = »» * diffe- 

ji 7 d x Z d u ... 

renziando ( -i — confeguentemente(:zi--)==-^ — ? la foflituzione di quello va- 
** x dx x 

l ore di (^d-) la ridurrebbe a ^ = M, o Cudù— Mdx, il di cui integrale è «=S M</*+Y 


dx 


dx 
Tomo FU. 


PP 


(la 


/ 
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(la Y, che rapprefenta una funzione di jr, che è collante, come pure è collante 
nell’integrale $.M dx, rapprefenta la quantità collante da aggiungerli all' integrale), 

d z 

ove in luogo di » follituifco il fuo valore ( e con far prima la moltiplica- 


zione per dx , integrando pofeia ritrovo Z=i$. dx 4- Yx4-Y s ( la Y' è 

parimente una funzione di y polla in luogo della collante, e in avvenire quelle 
Y , Y' denoteranno Tempre funzioni di y, che fanno le veci delle collanti ) . 

i x Z 

4° Quindi fe farà r ~ =0 i 2 fuo integrale fi troverà eflere Z^=Yx4-Y\ 

d x 

5.° Quelli integrali poi fono completi, poiché contengono due funzioni arbi- 
trarie Y , Y' di y . 

ó, J Debbafi per efempio trovare una tal funzione Z delle due variabili x, y , 


, ,if‘Z . 1 d Z . v , d Z 

onde fu (==,) = — (7—) + 1» \*—y > Si ponga ( — ) = «, e 

d pc " x a X 


• J li u 

fitte le convenienti foftituzioni l’equazione fi cambierà in -r — — - — 4- 

a x x y 

1 U ix \ 

a»X x — y > o fia d u — — s= za \x~y . V x, che fi rende integrabile 

x y 

I d u udx - 

mediante il fattore -3- , il quale la riduce a = ladxYx-y- 

y *-y x _y 

u 1 

Integrandola pertanto fi trova — a \ x — y 4-Y, che con follituire 


— - in luogo di u } e ordinarla diventa d Z — adx \x — y ’ 4- Y dx X*-— -Jb 


di cui per ultimo prendo l’ integrale , che è Z L a — y 4 4- 

4 

J-Y X ~ 4- Y\ 

7-° Se l’equazione farà ( — ) = _2_ ( — ), in tal cafo ponendo 

dx *-y dx 

C ) = w > cfl* G cambierà in du — ’L^Jl , 0 fia = — — , di cui l’ in- 
d x x—y ’ u x—y' 

tegrale è /. u ~/.x — y -f. /, Y, vale a dire con pallàre dai logaritmi ai numeri 

» = Y X*~y ■ Q»* G rimetta il valore di », e fi avrà dZ—Ydx X*- j, 

che 
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che ha per integrale Z = — Y \x—y -f- Y'. 

S.° Sia da determinarli in fecondo luogo l’ indole della funzione Z delle va- 

* ^2 j ^ 

riabili x,j, data elfendo l’equazione di fecondo ordine ( — -J~) — M(— — ) 

-f- N, ove le lettere M, N denotano qualfilìa funzioni di x, y. Si ponga 
d Z 

( — — ) = », e fatte le debite fòrtituzioni l’equazione fi cambierà in du =: 
M u iy -+- Ni/jr, o fia du — Mudy — N dy , la quale fi riduce all’integrazione 

— s.Mvy 

mediante il fattore a (la lettera a efprime la baie logaritmica nel fiftema 

de’ logaritmi iperbolici ) , con che il ricercato integrale trovali effere 
— S,Mdy 

u=a ( S- * N/y-h-X) ( in quello integrale fi prende y varia- 

bile, ed x coftancc, e la lettera X rapprefenta una funzione di x) . In quello in- 
d TL 

tegrale fi foftituilca ( — — ) in luogo di u, li levi il divifore dx, pofcia fe ne 

prenda l'integrale nella fuppofizione di x variabile, e y collante, e fi avrà 

S- M dy — S-MA S-M/y 

Z=S-« rfaeS. « J NVjr -f- S a ° Xdx ■+■ Y. (la lettera Y 

denota una funzione di y ). 

di X d Z 

g.° Qualora l’equazione fia (— — ^— ) — M, ponendo ( — — ) = u, elTa 

fi cambierà in du—ÌAdy\ per lo che integrando con confiderare variabile foltanto 
la y , li otterrà ir — $Mdy -+- X, o fia di=dx%. M<(y Xrfx, che integrata nell* 
jpotefi, che la fola x fia variabile, dà Z=Saf*S.M</y+-X x -j-Y C* e * cttere X, X' 

d z Z 

efprimono funzioni di x, e Y una funzione di y). Finalmente fe farà 

collo (leflo metodo fi troverà Z = X-|-Y, ove X efibifce una funzione di x, e 
Y una funzione di jr. 

d* Z _______ 

io.° Avendoli per efempio (— — ) = — y yxx — iy fi debba trovare la firn- 
** d 3 ^*2 

zione Z delle due variabili x, y. Si ponga (-^— ) — », e fatta la conveniente fo* 
ftituzione nella data equazione, fi avrà du — — ydy xx — yy, della quale l’in- 


tegrale nella fuppofizione di x collante tu— — ^xx — yy -f-X. Si foftituifi 
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il = — rfxVxx— yy ■+■ Xdx, che ( giuda il 

3 


A 


il valore di «, e ne verrà 
num. ji. [K] Tomo V.) integrata dà Z=— • — x^(xx yy 


L.L. LxVxx-^j -1. JL.± Q — + x' +y, ofi. 
a j 4 A 2 3 4 V xx ~~yy 

(perchè pel num. ni. delle forraole efibenti Lettori iperbolici formoia I. TòIbqJV. 

X 

C, — jjL - - l. 1 ) Z = -1 . -i xVxx-yy +• 

^ \/xx — vi x — >1 x. x — yy 3 “ ' ' 


-y/xx—yy 

I 


+• X' 4- Y. 


yy 


1 I X M * . I » 3 . J 

-* \*x—yy h — 

a 3 4 A 2 3 4 * — V — 

( in quella feconda integrazione fi prende collante la y ). 

u.° In terzo luogo fi debba determinare l’indole della funzione Z delle va- 

d 2 d 2 Z d 7* 

liabili Xj y, data effóndo l’equazione (=»-) = e (=!-)• si P on g a 

dy ix J 

d 7 

u r ), che fi differenzi primieramente prendendo variabile la fola x , e fi 

^ s 4 x ' 


U M-t 

avrà ( — 1 — t“ 
v ixdy 


d x 7 d 1 7 

) — ft ( _ ) , pofcia fi differenzi nell’ ipotefi di y fol- 

d x 

tanto variabile) c ne verrà ( ~=i ) = P ( d x d y ^ t l ue ^ e ^ ue e ~ 

d l 7. 

quazioni fi prendano i valori di > quali fi eguaglino, e fi otterrà 


<P7. 

dx <* ’ dy ' " iy ix 

fta equazione coll’ equazione prcpofta fi trova = r, e in confeguenza 


J17 T d'7, i l 7, . or, . 

M = - ( r-r), è però (=nr ) — /** ( rrr" ) • Ora paragonando que- 


f* = 
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P = ± >/e. Adunque l’equazione aflunta C ) =r p con fotti tu ire il 

dy dx 

, J. , </Z rfz „ rfZ , </z 

valore di p diventa ( = V c (-^-)- Ma i/Z = * ( -^- ) 4 ( -^ — 

fi fi 

quindi fotlituendo qui in luogo di ( — ) il fuo valore tfc ( ) , quella equa- 

,/Z di dz 

zione patTa ad elTere fi = dx ( ) -+- dy ( — — ) = ( ). ( dx +• 

dx dx dx 

dy y'O i Che però, a motivo del doppio valore di , integrando fi ha Z = 
a una funzione di x 4- y ■+• una funzione di x — ) y'r, 

d^Z 

iz.° Data l’equazione ( z=j~) — V (la lettera V rapprefcnta una funzione 

dx 

delle variabili x , y ) fi debba determinare l'indole della funzione Z. Ritenendo 

di Z , . . 

variabile la fola x, fi difponga la data equazione cosi (=n~ ) — Vdx , il di cut 

dx 

d 2 Z, d}7, 

integrale è ( ) = S’ V</x 4- Y, che fi difponga cesi ( ) = dx S- Vdx 

dx " x 

di 

4- Y dx y e integrando fi avrà ( — ) — g. dx S. Wdx 4- xY 4- Y', o fia 

dx 


con prendere S. S. V dx in vece di S. dx $. Wdx) ( — — ) =S. S-V dx 

4- xY -f- Y' . Finalmente quella equazione ordinata cosi 

di ■=. dx $. S- V dx 1 4- xYdx 4 - YVx, c integrata dà 

Z = S- S- S- VTT’ 4- 2 -x’Y + xY' 4- Y", (le lettere Y, Y\ Y' v deno* 

tano funzioni di j, che fi prende cotlante). Nello (leflo modo operando fi ha Pio* 

di Z 

dolc della funzione Z dedotta dall’ equazione ( -^r- ) == V , che è 

V 
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Z — $• V dy J 4 - i- j’X -i- yx' 4- X”, ove X, X', X" rapprefenta-, 

no funzioni di x, che fi aflfume collante. D’ egual maniera data l’equazione 
i y L 

( x - ) — V , l’ indole della funzione Z fi trova eifere 

Axdy 

z = s- S- S- WxTT +Y+JX+X'. 

d>Z „ » 

jj.° Se adunque farà (=rr-) = o, fi avrà Z == — x*Y 4- xY' 4 - Y' v : 
dx 1 


O pure fe farà (=]- ) — o, fi troverà Z = — jr’X -f- yX' 4- X": E fe farà 
dy * 

( — f ) = o, fi otterrà Z = xY 4 - Y' 4 - X. 

dx djr 

14 0 Da tutto ciò fi raccoglie come fi pofia dedur l’indole della funzione Z 
dalle equazioni (rrtr) = V; (rnr) = V; (— a-,-- ) = V ; 

dx dy dx dj 


— ) = V ec. , e in confé- 


, d"Z J " Z „ , d”Z 

( ■ -) = V; - r ) = V; C=T — 

dx dy dx dy dx dy 

d m z 

guenza dalle equazioni (rr^r) = (=nr) — o; ( — ) = o; 

dx dy dx dy 

( -■ ; ) = o; = o; f-— — } = o ec. 

dxdy dx dy dx dy 


d*Z 

15. 0 Che fe d.U’ equazione (=r^~) 

dx 


n*Z rilevar fi dovrà l’indole della 


funzione Z, fi fupponga che a quella data equazione foddisfaccia 1 * equazione di 
dZ 

primo grado — f*Z. Si d;fierenzi quella equazione, e ne verrà 


a tj a c , t 

( — ) = ** ( — — ) , o fia [ con lofticuire h Z in luogo di ( 

dx * x 


dZ 

dx 


)] 


d*Z 
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d*2, dT, 

( =j~) =r pZ, che fi differenzi ancora, e fi avrà (=rj-) =r t* ( — — )=zn'Z, 
dx ix ** 


d* 7 . dZ 

che per ultimo differenziara fomminillra (rr— J = f 1 ’ — ) = i»'Z. Adunque 

dx “ x 

deve effere p 4 ss m* , donde mediante l’ eli razione della radice quarta ricavati 

p = m ; jt = — « ; n = » V — * » f — — m V — * • Ora ripigliando I’ af- 

dZ ^ r dZ 

funta equazione — yzZ, fi ordini ella cosi = t*dx, pofeia fe ne 

prenda l’integrale, che è /. Z — p x La Y (la lettera a denota la bafe lo- 

garitmica nel liftema de’ logaritmi iptiboìici , e la lettera Y rapprcfenta una fun* 

zione di y , che fi prende collante nell’equazione = >* Z); onde pattando 


dai logaritmi ai numeri fi ha Z = Ya .Se pertanto in quella equazione fi fo- 
fliruiranno in luogo di p i di lei quattro valori g : à trovati, i quattro integrali, 
che ne verranno, fominau infieme efibiranno il ricercato integrale completo, che 

è Z = Y/' X + Y'« ~~ m * ■+■ Y"a W * v ' ~ 1 + Y'"4 — mx V ~ che fi 
può liberare dagli efponenti immaginari, dante che (pel num. 495, Tomo IV.) è 

a — Co f. mx ± Sen. m x. y — I • 

16. 0 Fin’ ora ho conliderato la Z come una funzione delle due variabili x, 
jr; ma fe erta rapprefenterà una funzione delle tre variabili x, j, », e fia data l’ 

J‘Z 

equazione (■=?- ) ss V, ove la lettera V denota una funzione delle flette varia- 

dx 

bili x, y, », in tal cafo per determinare l’indole della Z, fi difponga l’ equazion 
data cosi ( — ) = VZx, il di cui integrale a motivo di y, u collanti farà 


( — — ) — 5. Vrfx -+• V' (V' efprime una funzione delle due variabili y, », che 

nell' integrazione fono flare confiderate cottanti ) , che ordino cosi 
d’Z = dx 5. Vrfx ■+■ V'dx, e pattando all’ integrazione ritrovo firtalamte 
Z — e. / x §. \dx ■+■ xV' -+■ V", ove V" rapprelenta pure una funzione af- 
fa, traria di j , ». Operando nello fletto modo fi trova, che l’ integrale di 

d'Z 
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^ _ v è Z = S- S- V ^J + jrV'" + v "“> ove V "'j V '"' “PP-c^n- 

*3 

tano funzioni di x, b ; e l’integrale di (— — ) = V è Z = S' S 1 4 

du 

B V v "" 4- V""", ove V'"", V'""' denotano funzioni delle variabili x, jr. L’ 


tPZ 

integrale poi dell’equazione ) = V fi troverà edere Z = S- du S V ^J 

4- C. Zu. V""'" 4 V' 1 """ (la lettera V"" 4 '' efprime una funzione delle varia- 
bili x, u, cd V"""" denota una funzione delle variabili x, y) ec. 


d 1 Z 

tq.° Quindi l’ integrale di ) = o i Z = xV' 4 V"; 

dx 


d l 7 <TZ 

di ( 4 r-) = oiZ = jV"' + V""; di (j-y ) = oiZ=SA. V'"" 4 ' 
dy J 

4 v v """' ec. 

d>7. 

j 8.° Di pari paflo procedendo fi rileverà, che l’integrale di (=t~) — V 

dx 

( la V elprime al folito una funzione delle tre variabili x, y, u ) è Z = 


£ Zx S- <*x S- Vdx + - x>V' + xV" 

d>Z 


tano funzioni di y, u. V integrale di ( : 


V'", ove V', V", V'" deno- 
•) = Vè 


dy du 

Z = s. du s. <7 $. Wy +)S' AV\ -+- S- 4 V'", ove le lettere V' , 
V" rapprefentanò funzioni delle variabili x, u, ed V v " una funzione delle varia- 

d> Z 


bili x,y. Ifteflàraenfe l’integrale di ( 


dx dy du 


) = Vè 


Z^.du^.dy^V dx 4 $,■ d u $. d y.V' 4- $. d u. V" 4 V'", ove V' denota 
una funzione delle variabili y , u j V" uni funzione delle variabili x, « ; ed V s " 
una funzione delle variabili x , y. Si oifervi , che V" elfendo una funzione delle 
variabili x, a, fc li prenderà I integrale di du, V" nella fnppolizione di x collan- 
te, quello integrale farà parimente una funzione di x,u, la quale firà arbitrare, 
come era arbitraria la funzione di x. a efprelTa da V"; per lo che in vece di 
£ r/«V u lì potrà- foftiruire V"", quale rapprefenti una funzione arbitraria di x, 
u: lHclTamente perchè V' denota una funzione delle variabili y, », (è li prenderà 
l’ integrale di d y. V' nella fuppofizione di « collante » quello integrale farà pure 

una 
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Pt 

una funzione di y , u, che rapprefento colia lettera V"'"; e fe fi prenderà l’ inte- 
grale di du. V""' nell’ ipoteii di y collante, quello integrale farà parimente una 
funzione arbitraria di y , u , quale fe fi vorrà elibire colla lettera V""" , egli è 
evidente, che fi potrà follituire V""" in luogo di d u §.d y.V' : Onde con fa- 
re S-^ M S '/j'S- » d x = S-S-S’ Vdxd ydu, l’integrale trovato fi potrà rapprefen- 
tare cosi Z = S- S- S- V dxdydu + V'™' + V"" -+- V'" . 

19 0 . Dall’efpollo metodo d’ integratone fi rileva abballanza ,che ficcome l’in- 
tegrale completo d’una equazione differenziale di primo ordine ammette una co- 
llante; due ne ammette l’ integrale di una equazione di fecondo ordine ; tre l’ in- 
tegrale d’una equazione di terzo ordine ec., cosi del pari l’integrale completo 
d una equazione a differenze parziali , come fono quelle , che ho trattato ai num. 
lao. , 355. ricever deve altrettante funzioni arbitrane delie convenienti variabili, 
quante unità contiene il numero efprimente 1 ’ otdine dell’ equazione : E poiché la 
ceterminazione delle affunte collanti dipende dalla natura dei problema, la quale efige , 
che l’integrale vaglia a foddisfare a certe particolari condizioni, che importano per 
lo più, che rifpetco a certi dati valori di x certe funzioni di x rifiatino eguali a 
quantità date; così pure la determinazione delle anzidette funzioni deve farli tal- 
mente, che l’integrale polla foddisfare alle condizioni particolari richiedenti , che 
rifpetto a certe equazioni date fra x, c jr , l’integrale fi trasformi in altre equa- 
zioni date tra v , c Z. 

10°. Quelle funzioni arbitrarie faranno date (come abbiamo veduto) per una 
fola variabile, fe l’equazione da integrarli inchiuderà due variabili; che fe ne in- 
chiuderà tre, le funzioni arbitrarie faranno date per due variabili; e faranno date per 
tre , fe l’equazione da integrarfi ne conterrà quattro ec. Qualunque funzione data per 
una fola variabile verrà rapprefentata dall’ordinata di una curva, della quale le 
abiliflfe faranno efibite dalla variabile contenuta nella funzione propolìa. Quella 
curva pii potrà effere tanto regolare , che irregolare, o fia discontinua , vale a 
dire deferitta con un’arbitrario tratto di mano. Nel primo calò le condizioni, cui 
deve foddisfare l’ integrale , fi potranno efprimere analiticamente , non già nel fe- 
condo cafo, nel quale le funzioni faranno irregolari, e difeontinue. Che fe la 
funzione farà data per due variabili , efli verrà rapprefentata dall’ ordinata a una 
fuperficie, la quale potrà effere tanto regolare, che irregolare: Come per efetnpio 
fe fopra un p'ano fi prenderanno due coordinate x, y, indi fi intenda elevata una 
terza coordinata , che fia a una fuperficie arbitrariamente deferitta , da quella terza 
coordinata efibente la diiìanza di quallivoglia punto di quella fuperficie dal piano 
farà rapprefentata la funzione arbitraria delle variabili x , y (a). 

2 * °. A quelle funzioni pertanto, che fi introducono nell’integrazione delle 
equazioni a differenze ptrziali, potendoli dare qualfivoglia forma, o analitica, o 

Tomo HI. Qjq irte* 


(a) Quejle funzioni irregolari , e dilontinue fino nceejfaric per un gran numera 
di questioni rilevanti di Dinamica , e d‘ Idrodinamica. U lig Eulero nella foluzion 
del Problema de Coruis vibr„ntit US ha introdotto il primo nelP Analijt queflo nuovo 
genere di funzioni , delle quali ha in feguito fatto ufi il Sig. De la Grange , e lo fìt fi 
fi Sig. Eulero nelle ricerche Ju la natura , e la propagazione del fuono , 
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irregolare , ben fi vede , che T integrale, il quale con quantità finite fomminifira il 
valore di Z, è vago, e indeterminato, e però refla a determinarti in particolare 
qual forma fi debba dare a quelle funzioni , affinchè l’ integrale foddisfaccìa alla na- 
tura del problema, allorché le condizioni fono analitiche; o pure fi dovrà cofliuir 
l'integrale, fe le condizioni non faranno analitiche. 

il* 0 Veniamo ora al modo di determinare quelle funzioni arbitrarie a teno- 
re delle condizioni del Problema . A tal fine prendiamo primieramente 1’ equazioa 
generale Z — A W ( in avvenire le lettere /, f' , /" , /'" non altro vorranno 
efprimere, che funzioni , nel qual modo f: u vuol dire una funzione di « , cosi 
p: x efprirae una funzione di x, onde gli apici affidi alia lettera/ non fervono, 
che a denotare funzioni diverfe; la lettera poi A rapprefenta la funzione arbitra- 
ria introdotta coll’integrale), in cui la lettera W efprime una qualunque quantità 
data per x , e y , e cerchiamo qual forma aver debba la funzione A . affinchè ab- 
bia luogo quella condizione, che con far y ~ f. x, rifiliti Z rs f* : x. Nella 
quantità W dell’equazione data Z = A W fi folìituilca /; x in luogo di y , me- 
diante la quale foftituzione fi cambj W in W' ; e in oltre fi folìituilca /' . x in 
luogo di Z, con che l’equazione ptopofta fi trasformerà in/': x — A W'. Si 
faccia in feguito W' ss », donde fi ricavi il yalore di x dato per», ctie io rap- 
prefenterò per/"; », e quelli valori folliruiti in luogo di x nell’equazione 
/': x as i¥ , la ridurranno alla forma feguente/': (/" : ») = A», donde fi- 


nalmente fi ricava il valore della funzione A, che è A = 


r - (/" •• ») 

u 


ìl° Per difeendere al cafo particolare fia nella data equazione W — ax — y, 
con che efla diventa Z = A («x — _y), e debbafi trovare il valore della fon- 

bx , 

zione A , che con fare y — px renda Z = — .Si fofiituiicano quelli valori di y, 

Z 

bx ______ 

e Z nella precedente equazione, c con ciò elTa diverrà ( 2 ) — =A (xX»— p)- 
Si faccia x X «— P — « , e fe ne deduca il valore di x , che farà 



pofeia fi foftituifeano quelli valori nell’equazione ( 2 ), che la cam- 


bieranno in 


bu 


S X*-f 


= A « , da cui fi ottiene A ss 


» 




Quindi l’ inte- 


grale , che alla quefiione foddisfa è 7* — *’'^ ax Z , che con follitaire fx in 

gX a — t 


luo- 
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24. 0 Se in luogo di W fi prenderà y* — x', onde 1 ’ equazione fia Z 
— a (j* — x*), e talmente determinare fi debba la funzione A, che con fare 
y — px debba effere Z = bx 1 , operando nella maniera poc’anzi praticata fi tto- 

b 

verà A = — , e l’ integrale j che alla quellione fbddisfa, farà 



25. 0 Rifpetto a quella equazione fi ha/: x =: fx, ed/': x ~ bx 1 , do- 

ve le funzioni f. f' fono algebraiche; ma qualora tali non folfero, onde le equa- 
zioni y = f: x , X — f': x foffero a curve difcontinue, in tal calo la forma 
della funzione A farebbe inaffegnabrle, e il valore di Z rifiatante dall’equazione 
Z = aW li potrebbe collruire in quello modo. Sia DBC ( Fig. 17.) il piano o- 
rizzontalc delle variabili x, y, che (1 prendano a volontà, e DBA il piano verti- 
cale delle variabili x, Z. In oltre lia NQL la curva irregolare a doppia curvatu- 
ra , le di cui curve di proiezione frano GH, M/T, delle quali le equazioni fono 

y z= f: x, Z = /' : x. Óra fi prenda BE = x, Ee = y, e per determinare il 
valore della terza coordinata Z, che dal punto e fi alza normale al piano DBC, 
li deferiva pel punto e la curva r/R, la di cui equazione lia W = ni (la lettera 
m denota una collante indeterminata inferviente a far Daffare la curva e/R pel 
punto e): Che però elfendo W = alla collante m , farà pure Z eguale a una 
collante, la quale deve elfer tale, che dal punto /, ove la curva e/R interfeca 
la curva di proiezione M/T alzando alla curva a doppia curvatura NQL l’ordi- 
nata fi trovi effe eguale a quella /Q_, c però Z = /Q^. Quindi poiché il va- 
lore ci Z dev’ elfere ovunque collante , fe dall' elìrcmità e della coordinata Ee—y 
fi alzerà la normale eK, che fi prenda eguale ad/Q, il punto K farà nella fuper- 
ficie cercata, ficcome nella medefima é il punto Ó, la qual fuperficie palTerà per 
la curva KQP. Ed ecco in quello modo collruito il valore di Z efibito dall’equa- 
zione Z A W . 

26. 0 Se l’equazion data folfe Z = W -f- a V U, (le quantità W, V, U 

fono date per x, y) e fi dovette determinare la forma della funzione A in morto, 

che facendo y — /■' x, ne dovette rifultare Z — P- x, operando analogamente 
al metodo antecedentemente praticato , fi troverebbe 

(/": «) W" . ■ 

A =: - . Di fatto fo intuendo nell’equazione data/': x in 

luogo di Z, e ponendo che fiano W', V' , U' i valori , ne’quali fi cambiano W, 
V, U mediante la follituzione di /: x in luogo di y , l’equazione data fi cambierà 
in (3) /': x W' 4- A V'U'; che però Scendo U' = », e da quella equa- 
zione ricavando il valore di x, che rapprefento così/": », mediante le conve- 
nienti foflituziom l’equazione (?) fi cambierà in f' : (/": u) — W" -f- AV"« 
(le ioftituzioni da farli fono/": « in luogo di x; u in vece di U'; » in ve- 

Q.q z ce 
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ce di x nelle quantità W', V\ con che fi trasformano in W", V"), donde ri- 
cavafi A — J ' tJ L_J. . E per venire al cafo particolare l’equazio- 
ne data fia Z — x’j* + A * J- X > rirpetto alla quale fi cerca di de- 

terminare la funzione A in mono, che facendo y — px> in Z — 
foftituifcano quelli valori nell'equazione data, e con ciò efla fi cambierà in (4J 

4 +• bx 1 = 4- Ap**X**Xf‘ + «• Si P 01 ^ «‘Xf 1 -+• 1 = *> da 

cui fi ricava x l = —r~ » e mediante la foftituzione di quelli valori l’ equa- 


bu p'u* 

zione {4) fi cambierà in 4 - 4 - ; — 7* — 1 

t -l- 1 p» 1 


A P 

p 1 ■+■ l * 


donde fi 


ottiene A« 


_ *Xp‘ + 1 

t u ~ 


b_ 

1 


t u 

r* + 1 1 


e però a == 


«Xp* -f » 


b __ p _ «Xx 1 - 4 - / bx_ *J _ 

**"f“ f‘ + 1 ~ xjXx 1 4 - jr** **" jX** J* X * + ‘J' 


--til t L f . per lo che l’equazione data con folìituire il ritrovato valore 

*jx** •+• y 

di A» diventa Z = x*/ -f- + y “ inte S raie 

cercato , che alla quefiione foddisfa, come fi può fcorgere follituendo px in luogo 


di j, lo che la riduce a Z = /**♦ 4. 


apx'Xp 1 -h 1 

px'xFTT 


4 - *x* — 


p*x*Xr 2 + L 

/*+* 


= « + ix*. . . . 

27. 0 Se y = /: x, Z = /': * efibiranno equazioni a curve difcontinue , 
la funzione A non avrà un valore analitico , che però rcfterà a coftruirfi la fuper- 
ficie, di cui l’equazione èZ = W 4- A V U ; lo che farafli cosi. Sia MBC [Fig. 
*8.] il piano orizzontale , fui quale li prendono le coordinate BE — x , Ec — y, 
ed MBA fia il piano verticale, fu cui fi prendono le coordinate x, Z. Siano 
M/T, NDG le curve di proiezione della curva difcontinua NLQ_. Si faccia U— c, 
e fi deferiva la curva r/R di quella equazione, avvertendo di prender la collante 
c tale , che la curva r/R palli pel punto e. Dal punto /, ove quefla curva incon- 
tra la curva M/T fi alzi la normale / L, che vada a incontrare in L la curva 
NLQj indi conducendofi l’ordinata F /, fi alzi dal punto F la verticale FD , che 
vada a incontrate in D la curva NJDG . Fatto ciò fi prenda dall* equazione U ==c 
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il valore di y, quale fi foftituifca nell’equazione Z = W + 4 VO, mediante che 
effa fi trasformi in Z = W' -4- V'g , della quale equazione li deferiva fui piano 
verticale MBA la curva VDH; avvertendo di dare alla collante g un tal valore , 
che la curva VDH palli pel punto D. Dall’eftremità E dell’ abfcifla BE fi alzi U 
verticale EX, che vada a terminare in X alla curva VDH. Finalmente dall’eftre- 

niità e dell’ordinata E* fi alzi la verticale rK, che fi prenda eguale alla EX, e il 

punto K fi troverà alla fuperficie cercata, efièndo Z = rK. 

z8° Prendiamo adeffo a determinare le funzioni <4, A' dell’equazione Z =2 
W -t- aVU -t- a'TU (le quantità W, V, U, T fono date comunque per x , 
y) in modo, che facendo y zz f: x, rifiliti Z — P- •*, e facendo j = x, 
fi abbia Z = : x. Siano W', li', V', T' le quantità , nelle quali fi trasfor- 
mano le W 1 V, U , T mediante la foftituzione di /: x in luogo di j, ed W", 

V", U", T" le quantità, in cui fi cambiano le W, V, U, T con foftituire 
x in vece di jr, e giuda le condizioni propofle l’equazione data fi ridurrà 
alle due (egueoti 


(1) p : x = W' 4- AV'U' -4- A'TU' 

(z) /'": x = W" + fiV"0" 4- A'T"U" 

dalle quali col metodo d’eliminazione fi ricaveranno i valori delle funzioni A, A v 
cosi: Dalla prima moltiplicata per T"U" fi fottragga la feconda moltiplicata pec 
TU', con che fi ha p: x)(T"U" _ /'" : xXTU' = W'T"U" — W"I J U' 
AV'U'T'U" — AV"U"TU', d’onde fi ottiene 


T'U"X/' : x — W' — T'U'X/"': x 
V' i" _ V” I' X U'U" 


W" 

. Parimente dalla (t) mol- 


tiplicata in V"U" fottraendo la (z) moltiplicata in V'U' ne viene p: «X V"U" 
— /"':xXV U' = W'V"U" — W"V'U' 4 - A'TU'V"U" — a'T'U n 'V'U', 


d’onde fi deduce A' =z 


V"U"X /' . x — v ' — V'U'X/"': x — W" 


f ' T'V'XU'V" 


20 0 Nello (le fio modo fi determineranno i valori delle funzioni A, A', A", 
A'", ec. dell’equazione Z = W ■+• AVU 4- A'TU 4- A"SU 4- ec., luppollo 
che le condizioni date fiano le feguenti 

Ponendo Dev* efiere 


p.x 

Z=p:x 

P':x 

Z = /"':* 

/"" : x 

Z = : 

/""": x 

Z = 


30.° 
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jo.® Per efempio data fia l’ equazione Z — xy 4- A x'y Xx+y -4- 

- . . # 

A'jfj’X-v+J' con quelle condizioni, che facendo y zz ax, fi abbia Z = — ; 
c facendo y z= — x + b, debba edere Z = Giuda la prima condizione 1’ 
equazione data diventa (j) x = » 1 x l -I- + AVx^X^H-i , e a 

norma della feconda condizione paffa ad edere (4) x* = x\b — * 4- 

« 

àxrbXb— x 4- ù'bx'Xe—x* . Si moltiplichi l’equazione (4) per 4 J x*X «4-1 , 
pofeia fi fottragga dalla (3) moltiplicata per bx^b—x* , con che fi ha 
bx ' \b—x — a’x* X a -hi = » 1 bx } \b—x 1 — 4*x» X*— *X 4 4' 1 + 

— ** X'tH* — • bx* X b—xX*+i : Quindi 

A bx 1 X b — x* — — 4*A*r Xé— x* 4- 4 , ae' ! X X a ~*~ t 

a 1 bx ì X b — * X 4 "^ 1 — a ì bx i Xb — xX«4-i 

Weflàraente dalla (3) moltiplicata per x'bXb—x fi fottragga la (4) moltiplicata 

per a’ x 4 X«4-t , dal che fi ottiene bx ì X b — x — s ! x‘ X 44-1 = a’ix* X^ — x 

— • a’x’Xi — x X a4-I 4 - AVix* X b—xXa-*-l — A'4*ix ! X^— X 1 X 4 "*" 1 
equazione dalla quale fi ricava il valore di a’, che à 

bx'Xb—x — «*x i X44-r — a*bx'Xb—x 4- 4*x’ X b — xX 4 4-1 

b ì bx i Xb — x X 44*r — a l bx^X^ — x X“^~ l 

Soflituendo nell’ equazione propella quedi valori di A , a' , « facendo y = > 

ne viene 
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ax* (a'bx* X* - ' x X a ~*~ l ~~ ***** X*~ x X a- H) 4 - 

ax ì X x+ux X (bx 1 X x* — « 3 x*X*+« — a x kx 3 X i—x‘ 

•i 

« J * 5 X*— • x X a +0 ■+■ a’*‘Xx-f-«x-X C— ** 3 X *— x ■+• 

z _ t- J 1 * 11 X •+■ tfbx* X b — x — fl*x* X b ~* X a -*-l ) -J 

a'bx^'fb — x X‘' + l — a 3 bx' \b—x)(»-\-l 

vale a dire facendo alcune delle moltiplicazioni indicate, e togliendo i termini . 
che fi elidono 

z bx ; -+- abx*)(b — x — abx 5 — fl'£x s 'fb—x v 

aix’ -f- 4 : ixi X* — x — «■ J loc 4 X b — x “ 

Parimente nell’ equazione propolla foftituendo i trovati valori di A , A' , e ponen- 
do j — x -h b , fatte le debite operazioni fi troverà Z = x* . 

31°. Se y = f: x , Z =/' : x, e jr =/" : x, Z =/"' : x daranno curve 
difcontinue , in tal cafo fi coftruirà il valore di Z conveniente all* equazione data 
cosi. Sia XBC (Fig. 19.) il piano orizzontale, fui quale fi devono prendete le 
coordinate x, *, ed XBA il piano verticale, fu cui fi hanno a prendere le coor- 
dinate x, Z. La NMQ_è una curva a doppia curvatura, le di cui curve di pro- 
iezione rifultanti da jr:/; x, Z —f' ■ x fono Xgf, NL 4 , ed kKT è un’ al- 
tra curva a doppia curvatura , della quale le curve di proiezione corrifpondenti a 
y — x, Z x fono neh, «HV. Si prendano a volontà le coordinate 

BF, bfg, rifletto alle quali fi deve collruire il valore di Z=/R. Si faccia U=: 
e, e fi coliruifca la curva efg di quella equazione, oflèrvando che deveii deter- 
minare in tal modo il valore della collante c, che detta curva efg palli pel pun- 
to f: dai punti e , g, ove quella curva interfecherà le curve Xg q , »f» fi con- 
ducano all’ alfe BX le normali gG, e E, e dai punti G, E fi alzino le perpendi- 
colari GL, eK, che vadano a incontrare le curve NLf>, aKT. Si prenda adelfo 
1 * equazione Z W'" u -*-*• V'"" -+- » T""' ( le quantità W'"" , V'"" , T'"» 
fono ciò , che rifulta dal f ilituire nelle quantità W , V , T, il valore di y prefo 
dall’equazione U c=c), e fi collruifca la curva , che le corrifponde, che è HSL 
efiliente fui piano verticale XBA, avvertendo di determinare in modo i valori 
delle collanti p , » , che tale curva parti pei punti H , L . Fatto ciò dal punto F 
fi alzi la verticale FS, che vada a incontrare in S la curva HSL; pofeia G pren- 
da / R = FS , che fara il ricercato valore di Z; ed mKR M P farà la curva, per 
la quale parta la fuperficie , cui vanno a terminare i valori / R,ec. di Z. 

Da quelli efempj fi può prender norma della maniera da praticarli in altri 
cali contundi, ed anche più compì. cari. 


AR- 
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ARTICOLO Vi 

Deir integra zi ene ielle fermale duplicate , triplicate ec. 

JjA /^v lidie diconfi forinole differenziali duplicate, il dì cui integrale fi ottiene 
per mezzo di due integrazioni, nella prima delle quali fi confiderà va- 
riabile la fola y, e nella feconda la x ; o pure nella prima fi prende variabile fo- 
llmente la x, e nella feconda la y: Quindi fi intende, che quelle fòrmole dupli- 
cate devono edere affette da un doppio fegno d’integrazione: Che pelò ficcome, 
qualora la lettera V rapprefenta una funzione delle due variabili, x. y, la formo- 
li §. Vi ix denota l'integrale, che fi ottiene con confiderai variabile la fola x, 
e la forinola S- V iy indica l’integrale proveniente dalla fuppofizione di y fo tan- 
to variabile, perciò nelle formoìe duplicate dovendo aver luogo la variabilità tan- 
to di x, che di y, egli è chiaro doverli effe rapprefentare lotto quelli forma 
S- d X S- Wjf , ovvero S- dy S-Vix, le quali forinole comunemente fi richiamano 
a quella §§.Vdxdy. Dovendo dunque aver luogo in quelle forinole duplicate la 
variabilità tanto di x, che di y ben s’intende, che devono effe ncceflariamente 
edere affette dal prodotto dxdy, onde è, che dai loro numero rellano elclufe le 

feguenti S&V 2 * , SS • 

357. Effendo indmereme, come ho detto, il prender variabile nella prima in- 
tegrazione piuttollo una delle coordinate x, y , che l’altra , come nfpetto alla 
forinola §§.Vdxdy effmdo indifferente il prender prima l’integrale di Vdx, ove 
fi confiderà variabile la fola x, e pofcia l’integrale di dy V <fx, in cui fi rifi- 
guarda variabile folcanto la y , o pure proceder prima all’ integrazione di Vdy 
nell’ ipotefi di y fidamente variaoiie, indi di dx§.Vdy nella fuppofizione di x 
fola variabile, egli è perciò, che a fine d’indicare anche col modo di legnare l’in- 
differenza di procedere piuttollo in un ondo, che nell'altro all’ integt azione fi fuo- 
le ufare quella efpreflione dxdy. 

358. Qui poi prima di venire al modo d’integrar quelle formoìe devefi offer- 
vare fe le variabili x, y fono, o non fono fra loro d'penderri, poiché fecondo il 
diverfo calo diverfa faia la maniera di giungere all’integrazione. E quanto al pri- 
mo cafo, in cui le variabili x , y non fono fra loro dipendenti , fi integrerà la 
forinola SS dx d y con prendere i’ integrale di V dx nell’ ipotefi di x loltanto 
variabile, che fuppo-igo cllcrc — V' , -1 quale integrale fi deve aggiungere in luo- 
go della collante una (unzione arb traiu d- jp, che denoto colla lettera Y ; onde 
l'integrale da quella pri-na integrazione riluttante farà V” dy+-Y . Si prenda aud- 
io l’integrale di V'rf y non coniiderando variabile, che la y , quale pongali effere 
re =V", e aggiungendo una funzione di x cfpreffa da X in luogo della collan- 
te , fi avrà in quello modo l’ integrale cercato della data formola , che farà 
5 S-VWx^j = V"-+-Y -(-X: Come pollo eoe lia V = alla collante A , farà 

SS- A 4 xdy^zAxy+Y-j?X, ovvero fe lari V =: — — onde la formola da 

*+y 


in- 
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integrarti fia QC. .* , che rapprefenco cori S-^* Q* - 2 > P oicW 

x+y *+.» 


r integrale Q. 2 J - 1 prefo neU’ipotefi, che fia variabile la fola j è 

^ *+y 

— » , i a data fbrraota fi riduce a S- — J * -- > che nella fuppofizione di 

TTj * + y 

X foltanto variabile 4 = , confeguentemcntc l’ integrale completo della for« 

Parimente fé farà V =2*^ 


^^■SS--=K^ +T+x - 

1 .onde debbafi integrare la formola CC. J *J L , fi difponga ella co. 

x 2 +y * +JI 

^7- = j- ,r " * 

r integrale cercato farà J *Z Arco di Tang. Z- f- X . Ho detto che 

S fo = i_ Arco di Tang. Z Io che fi può raccogliere dalle cofe 


dette all’ Art. III. Capo I. Tomo VI. , come pure fi può ravvifare mediante la 
difftrenzi azione, con che fi ha (fi differenzia neU’ipotefi di x coftante, nella qua* 


le fuppofizione fi 4 proceduto all’ integrazione ) = ~ D - Arco di 

Tang. Z , e però -*~~r — D Arco di Tang. ~ • ° f * P er vederc fe U dif ' 

fercnziale di Arco di Tang. Z rifulta eguale ad * fc nc faccia ll dlfTc * 

renziazione a norma del numero 57. Tomo V. Si ponga pertanto *t = Ateo di 
Tane. — , donde fi ricaverà Z = Tang. x*, e aumentando del fuo differenziale 
l’uno , e l’altro membro di quella equazione , fi avrà 

Tomi VII . R * 3 
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— 4. i?. — 2 £jL — Tang. xz+zdx+ xdz, vale a dire ( con foftituire 


il valore di Tang. xz-t-zdx-i-xdz prefo a norma del num. 37. [XIII.] del cal- 
colo de’ triangoli piani Tomo Ili., che è 


Tang. xz + Tang. z d x + x a z \ y_ xdy —y dx 
1 — Tang xz XTang. zdxy- xdz * * x L 

Tang. x z. 4- Tang » d x 4 - » d j^ ghe ^ ^ in IuogQ dlTang ^ 

1 — Tang xz X Tang. z d x ■+■ x dz x 

e zdx + xdz in vece di Tang. zix + xdz paflà ad edere 2 - + 


fdy—ydx _ 


4- zdx-h xdz 


-ÌX' 


zix -{-xdz 


, quale fi riduca allo fteffo denominatore 1 


e (opprimendo il termine !L— 2 — - 2 — — ^ &dx -+-xdz infinitamente pie* 

* ... 7 

colo rifpetto agli altri, indi togliendo i termini — , che fi elidono, fi avrà 


> LÌ 2 — ?J— — LVzdx + xdz =:zdxA-xdz,ofti x dy — y d x 

X 1 x l /\ 

x i y-y‘ X zd x +■ xdz , e però — 2 J-H = z i x 4- x A z , confegaen» 

* +y 

temente a motivo di x collante — - — 2 — — D. Arco di Tang. — . 

x l +y‘ b x 

359. Si poteva giungere allo (ledo dopo con ritenere in tutto il calcolo la 

x co dante . Di fatto fi faccia * =r —Are. di Tang. — , onde fi ha xz = Arco 

x x 

di Tang. — ,e però— = Tang. xz. Ritenendo la x collante fi aumenti l’uno e 


( 


l’ al* 
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K altro membro di quefta equazione del fuo elemento, e fi avrà -f- 

x x 

T 7- , v . dy Tang. x e -f- Tane x /* 

Tang. xi + *1/*, o fia ad- -+- — ° £ 

x x 1 — Tang. x* X Iang. x da 


che con fare le convenienti foftituzioni fi traiforma in A. 

x 



- + xdz 


• d y y* 

, quale fi riduce a — — ^-jX *^* = xi*, vale a dire d y 


1 - d- X xd* 
x 

d « 

— x*d% + j ’ </*, confeguentemente — • J =s <fo, il di cui integrale è 

x -I- jr 

— e: Ma % — — Arco di Tang. — , dunque C — — — 

• x‘-f-y x x 0* x*-»-ji* 


= — Arco di Tang. — . Che poi debba e fiere SS-V ixdy — V" -f-Y -t-X ve- 
x x 

diamolo mediante la differenziazione. Si difponga quefta equazione cosi $.djyVJx 
— V" + Y X , quale fi differenzi nell’ ipotefi, che la fola y fia variabile, e li 

avrà S. Vrfx= ^ — ) + \ — )’ 3 raotìvo che la X efièndo da- 

ta foltanto per x, il fuo differenziale nel prefente cafo, in cui niun’ altra varia- 
bile fi confiderà . che la jf, è eguale a zero. Si differenzi adeflo I’ equazione 
dalla prima differenziazione rifultata , non| prendendo variabile , che la x , 

perchè nè la Y , nè dipende da x , e fi avrà V = ( ^ V Confe- 
rà \ dxdy ) 


guentemente fe fi avrà 


( 


d l V" 
dxdy 


^ = V, l’ integrale completo farà 


SS .V.dxdj = V"+Y-hX. 

3 6o. Ma fe le variabili faranno dipendenti fra loro , fi dovrà nella maniera 
d’ integrare ufar qualch' altra cautela. Le variabili poi faranno fempre dipendenti 
fra loro ogniqualvolta fi tratti di determinare la liiperficie , 0 la f 'fiditi di un 
corpo, lo che fi ottiene mediante una doppia integrazione, mentre quello proble- 
ma porta di fua natura a una formoia duplicata. E qui fi olfervi, che ficcome le 
formole integrali lemplici a due variabili x, y fi confidcrano fempre riferite a 
tutta l’abfcilfa x, così nelle queftioni riguardanti le folidità, o le luperficic le 

K r a for- 
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formoie integrali devonfi riferire non alla fola abfcifla x, ma a tutto vn certo 
fpazio, che in un piano orizzontale fi confiderà cerne baie, alla quale fopra a a 
fuperficie , o il corpo, e nella qual bafe hanfi a prendere le dette variabili x, y. 
Per lo che nella prima delle due integrazioni da farfi , nella quale fi confiderà va- 
riabile la fola x, o la fola 7, l’integrazione devefi eflendere fino ai termini del- 
la bafe propofta, dopo di che devefi prender variabile 1* altra coordinata, e com- 
piere la feconda integrazione : allora poi fi emenderà la prima integrazione tino ai 
termini della bafe propofta , quando prendendo in erta coltante la x, e variabile la 
y fi eftenderà a tutti i valori di y, con fortituire in luogo di y dopo ratta la pri- 
ma integrazione il fuo valore dato per x , nel qual modo la y entrerà nella fe- 
conda integrazione come una funzione di x, confeguenremente non fi potrà pren- 
dere come cortame. Ed ecco come foltanto nella feconda integrazione la maniera 
d’integrar quelle formoie duplicate, nelle quali le coordinate x, y dipendono fra 
loro , aifeorda dal metodo dato d’ integrare le fterte forinole nel cafo , che le coor- 
dinate x, y fono indipendenti l'una aa 1 !’ altra . ... 

i Gì, L’ efèmpio rifehiarirà 1 ’efoofta maniera d’operare. Debbili determinare 
la folidità dell’ottava parte della stera infirtente al quadrante ABC ( Fig. io.), 
di cui il centro è in A , e il raggio AC i — a. La bafe adunque del fi-lido cer- 
cato t il quadrante ABC, nella qual baie fie fi prenderanno le coordinate ortogo- 
nali AE— x. Ff—y, che fi aumentino degli dementi fq—dx, pm—zi/y , nell an*i- 
detta baie naficerà il parallelogrammo elementare pmnq zzJxby: Che però fe in f 
fi alzerà un’ altra coordinata normale f * fino alla fuperficie della sfera , il di cui 

valore (pel mim. t,< 5 . Tomo IV.) è — xx — yy , farà pmnqhabc 1 elemento 
del fol do cercato . confcguentenvente la formula efpnniente quello elemento pmnqbibc 

fi troverà eflere ixiy V‘ n — xx—yy , il di cui integrale efibirà la ricercata ot- 
tava parte della sfera. Ora per avere quello integrale, fi difponga la precedente 

forinola cosi $. i/x S ^ y V a * — xx — yy , c confiderando primieramente collante 

la x, fi prenda l’ integrale di ^.iy^aa — xx — yy in modo, che vada a zero col 
porre y—o, con che fi avrà (pel num. 154- delle formoie efibenti aree circolari 
forinola I. Tomo Vi ) 

§,dy^4a — xx — yy~ — y — xx — yy ■+• — \Jan— xx X Arco di Sen. y 

^ ^ y a 

— — y — xx — yy H X a “ — xx X Arco di Sen. ... , il qual 

2 y aa — xx 

integrale fomminiftra il folido infirtente all’area E pqe. Rcflercbbe pertanto aderto 
a prenderli l’ integrale di 

| - J - a 7 

ix ( — y — xx— yy -f- — \au — xx X Arco di Sen. — — • - — 1 , ma 
2 2 yri/a — xx 

prima di procedere a quella feconda integrazione, devefi erter.dere l’integrale tro- 
vato fino ai termini cella bafe EDi/r, da E cioè fino in D , a fin di avere il Io- 
lido elementare infirtente a tutta l’arca ED tic, e ficccrce con ptomoveifi il pun- 
to 
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to t fi" 0 in D fi La V« a — ** P el valore di y , quindi mediante la foftituzione 

di quello valore di y il ritrovato integrale fi riduce a ~ X «« — xx X Arco , di 

Sen. r, o fia (perchè l’arco del Seno rèi! quadrante, il di cui angolo faccio 

— — Y au xx — C. d y ^aa — xx — yy . Adunque T’ integrazione, che 

2 4 

rimane a farli è $. dx^.dy^aa — xx — yy — — — xx X ^x, ove quan- 

tunque non apparifca la y > vi elille però nafcofta fotto la conveniente funzione 
di x. Si faccia l’accennata integrazione in modo, che l’ integrale fvanifca con fa- 
re xc=o, e fi avrà — S aa — xxYdx — — X*ax x } , il quale integrale 

4 4 3 

efibifce la fol'dicà di quella porzio n di sfera, che infide all’area AEDB: Che però 
a fin d’ avere la folidità della porzion di sfera infidente al quadrante ACB , che è 
1 ’ ottava parte della sfera, develi promovere il punto E in C facendo x—u , con 

che l’integrale trovato diverrà — X — — - <r } = ^ ■ • Che fe quella quanti- 


tà fi moltiplicherà per 8, fi avrà — ma 3 , che è il valore della folidità di tutta 

la sfera , lo che concorda colla foluzione data di quedo problema al num. 558. 
Tomo 111 ., ove fi è dimodrato, che la folidità della sfera è eguale alla terza par- 
te del prodotto del quadruplo dell’area del mafiimo circolo nella metà dell’ aflè, 
onde con chiamare la metà dell’ alfe = e la femiperiferia — r, l’ area del 

maflimo circolo è = a » , c la folidità della sfera = — a 2 t, alla quale efpref- 

3 

fione fi riduce l’integrale trovato con oflcrvare, che l’angelo è eguale all’ arco 
divifo pel raggio , onde eflèndofi podo 1’ angolo retto =re — farà ( con chiamare 


la femiperiferia = «•) — — — , ed m — — ; che però fodituendo — in luo- 
2 2« * a 


4 4 

go di m nell’ integrale trovato — m a 3 , ne verrà — a 1 v . 

362. Qualunque fia il valore di V fi procederà Tempre colto dello metodo 
all’ integrazione della forinola duplicata 5S- V d x dy , prendendo cioè primieramen- 
te 1’ integrale di S .V dy con confiderare la x rodante, qual integrale pofcia de- 
veli eftenderé per tutta la quantità y mediante il fedituire in fuo luogo la furz.c- 

ce 
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ne di x, che è il di lei valore, nel qual modo $. Vdj rifulterà una funzione 
di x, che moltiplicata in dx dovraffi per ultimo integrare giuda le regole date 
nel Tomo Vi. , e l’ integrale fi dovrà pofcia edenderc a tutta la bafe fecondo il 
modo praticato nel precedente efempio. Lo delfo fi dica fé in vece di incomincia* 
re l’integrazione da S- V dj , fi vorrà incominciare da §.Vdx. 

3Ó3. Le formole triplicate cadono Lotto queda forma .ove 

la lettera V rapprefcnta una funzione delle tre variabili x, y, 2. Di quelte for- 
inole 1* integrale fi ottiene mediante una triplice integrazione , nella prima delle 
quali fi prende per efempio variabile la x , e jr, z codanti integrando la forinola 
Vi ix-, nella feconda fi deve cercar l’integrale della formola Jj$,. \'dx, in cui laj 
è variabile, ed x, scodanti; finalmente fi deve integrare la formola dz^dyl, V dx 
affumendo variabile la z., ed x, y codanti. La integrazione fi può incominciare 
da qual variabile più piace, e del pari continuarla, mentre deve fempre fudidere 
S.rfz.S-^S-Vrfx = §.v*s.Vxs.Vrfjr = sVjS^sVi/*=SijiS-'/*SV^ 

= S * * b d , y $ - v. i * = S ** S- i * S- v J y • 

364. Quanto ho detto delle formole triplicate fi applichi egualmente alle for- 
mole quadruplicate SSSS" Vrfxrfjr dx,Au ec. , avvertendo fempre di regolarfi in 
quelle integrazioni a norma delle cofe dette circa l’ integrazione delle formole du- 
plicate («) . 



CAPO 


(a) U Lexell ne' Tomi X I PI. X VI dell' decade mite dì Pietróburgo ha forn- 
mìniftrato i criterj per conlfere fe qutfle firmole duplicate, triplicate ec. fono , 0 non 
fitto integrabili , 
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CAPO III. 

Del Calcolo delle Variazioni. 

ARTICOLO L 

Che eofa fia il calcolo delle variazioni , e conte fi prenda la variazione 
di una propojla forinola . 

3<5j. FRa le quiflioni riguardanti i maflìmi, e i minimi, che fi riportano a un 
JT genere più elevato di quelle, nelle quali fi cercano le maflune , o le mi- 
nime ordinate tangenti, normali, fubnorrnali , raggi ofculatori ec. di curve date, 
fu propofta la prima verfo il fine del palfato fecoio dal Sig. Giovanni Bernoulii , 
in cui cercava!! di determinare la curva della più celere difeefa , o fia fra le in- 
finite curve determinar quella, lungo la quale accendendo un grave, impiegale un 
tempo minimo . La foluzlone di quello problema non fu in allora tentata con un 
metodo generale, per cui poi in apprelio dettero certe regole 1' anzidetto Gio- 
vanni , e Giacomo Bernoulii , onde in feguiro fi ìntraprefero a trattare altre que- 
flioni concimili , vale a dire: Tra tutte le curve d'egual lunghezza trovar quella, 
rifpetto a cui una certa formola integrale §.Vdx diventa un mafiimo, o un mi- 
nimo, d’onde ebbe origine il nome di Problema ifoperimetrico : Tra tutte le cur- 
ve , alle quali egualmente compete il valore di una certa formola integrale 
g. V'ix, crovar quella , rifpetto a cui la formola $. Vdx acquifta un malTimo, 
o minimo valore; ti piu generalmente: Tra tutte le curve, alle quali egualmente 
compete non folo la forinola integrale S- V'dx, ma eziandio qualunque altra del- 
le feguenti $. V" d x , S- V"' d x ec., definir quella, rifpetto alla quale la formo- 
la $. Vdx pafia ad elfere un mafiimo, o un minimo. Ma le regole trovate man- 
cavano tuttavia della neccfiària generalità per poter trattare la (eduzione di quelli 
Prob e ni con tutta l’ elìenfione pofiibile , lo che prefe a fare il Celebre Sig. Leo- 
nardo Eulero richiamando a un metodo generale tutte le ricerche di fimil genere 
nell’ Opera intitolata Metbodut invtniendi linear curvar maxtmi , minimive proprie - 
tate gaudente! ; five folutio problematit ifopcri metrici latijjlm i fenfu acccpti . Quello 
eccellente metodo, e degno di si grand’ uomo era nonortante ancor fukettibilc di 
una certa fimplicità, che accompagnar fuole le quedioni di pura anahfi , al che 
riflertendo il profondo Geometra Sig. de la Grange pensò a dare ( con due me- 
morie inferite ne’ Tomi Ih, c IV. dèlia Reale Accademia Torincfe ) per quello, e 
fimili {oggetti i principi di un nuovo calcolo, che dal Sig. Eulero fu denominato 
Calcolo delle Variazioni; Nè folamente fi contentò egli di dargli il nome, ma do- 
po averlo ampiamente trattato in due memorie pubblicate nel Tomo X. de nuovi 
Cotnenrarj di Pietroburgo, e nel III. Tomo del fuo Calcolo integrale, ne ha i» 
oltre facilitato il metodo con una memoria inferita nel Tomo XVII. de’ nuovi Co- 
mentarj di Pietroburgo . Dietro la feorta di quelli intigni Geometri io ne dirò 
quanto potrà badare al nollro feopo. 

jóó. Ora primieramente egli è noto, che data effendo un* equazione tra le 

va- 
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variabili x, y , è data pure la relazione , che patta fra loro, mercè cui la y è 
una funzione di x; per lo che le fi avrà una qualunque forinola data comunque 
per le delie variabili x, y, li potrà ella Tempre confiderare cerne una funzione 
della fola variabile x, la quale fecondo i varj valori, che fi attigneranno alla x 
ncqiliflerà corrifponcenti determinati valori. La relazione poi, che palla tra x, y 
fufliflerà tuttavia la (lefTa abbenchè P equazione propolla fecondo le regole comu- 
ni fi differenzi . Ma fe le variabili fi aumenteranno di dementi infinitelimi in mo- 
do , che vengali a variare la relazione, che paffa tra loro , ben s' intende , che 
J’ equazion rifultante farà diverfa dalla prima, benché la differenza ne fia infinita- 
mente p : ccola, coti clic quella nuova equazione farà a una curva infinitamente 
profilala alla curva clibita dalla prima equazione. Sia perefempio Aamz (Fig. 11.) 
la curva clihcnte la relazione, che palla tra le variabili x, y di una data equa- 
zione , c fuppengafi , che mentre futlillono le fteffe le abfufle Ap , Aq , AN , le 
corrifpondcnti ordinate pf , qt, NV acquiftino le variazioni fb, 1 k,, ex, la curva 
Abkx, che patterà per le cflremità b, x delle ordinate variate pb , q k, Nx, 
verrà efibita dall’equazione proveniente dalla variata relazione delle variabili x. y- 
Supponendo che le due curve Aamz, Abkx rapprefentino due fuperficie , P e- 
feinpio delle quantità variabili applicato alle anzidetto due curve , fi potrà del pa- 
ri applicare alle fuperficie. 

3Ò7. Quindi fi intende , che quantunque tanto col calcolo differenziale , che 
col calcolo delle variazioni fi aumentino le variabili di elementi infinitefimi , i ri- 
fultati p-rò di quetti due calcoli non fono gli fletti, mentre col calcolo differen- 
ziale da un punto per efempio a della curva li pafla a un’ altro punto / della 
llcfia curva , laddove col calcolo deile variazioni da un punto / della curva Aan.x, 
fi pafla a un punto k di un’altra curva <\bkx. Cosi pure rifpetto alle fuperficie 
le variabili accrefciute de’ loro differenziali portano collantemente alla fletta fuper- 
ficie, mentre colle variabili variate fi fa paflìiggio a un’altra fuperficie. 

368. Si varia adunque la relazione , che patta fra due variabili con aumenta- 
re di un elemento infinitefimo il valore , mediante cui una di loro retta dall’ altra 
determinata . Quello aumento infinitefimo poi , che viene a fubire una variabile , 
chiamali la di lei variazione . Per altro trattandoli di variare la relazione , che 
patta fra due variabili, ciò fi otterrà tanto con variarne una di loro, come con 
variarle tutte due. Che fe pertanto fi varierà comunque la relazione, che patta 
fra due variabili x, y , egli è chiaro, che vernili pure a variare una qualunque 
formo!» data per le flette variabili mercè il fottituirvi in luogo delle variabili le 
flette variabili aumentate del loro elemento variato ; onde poi con fottrarre da 
quello aggregato la detta formala , ne verrà per refiduo la di lei variazione . Ora 
in quefio appunto et nlilte il calcolo delle variazioni , in ritrovare cioè la variazio- 
ne , che fubifce una formula data per due variabili , delle quali cialcuna , o pur 
una fola vienfl a variare . Eflhndo pertanto la y una qualunque funzione di x , fe 
fi definirà il valore di una data formala integrale S-V dx, ove la V rapprcfénta 
una forinola data per le variabili x, y , p. q ce., il prefente calcolo delle va- 
riazioni è ordinato a determinare quanto maggiore, o minor valore Ila per fubire 
la f'-mola integrale §.\dx ; allorché in luogo di quella funzione ci ji fe ne io- 
fl-ruilce un’ altia qualunque infinitamente poco da lei differente: Come propofta 
(Tendo una qualunque curva A C ( Ftg. 22. ) rifetita all’ atte A B. di cui fia data 
4 equazione cip irniente la relazione delle coordinate AN=*, N n=y, cercafi il 

. tem- 
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tempo, in cui un corpo percorre il di lei arco AC. Si prenda l’ efpreffione dell’arco 
infinitefimo che è d j 1 , la quale mediante il fare dy=zpdx 

fi trasforma in dx\] r -hpp, e poiché la celerità del corpo cadenteècome /AB 
= y 1 x allorché fi nova in C , il tempo corrifpondente all’ elemento « C farà 


dx^ 1 *f- p p • 

ss — , a motivo che lo fpazio fta in ragion compolta del tempo , e 

V * 

della celerità : e però in quello calò — corrifponderà alta formola 

V* 

S- V dx , ed V farà ss . ^ . Si palli adeflo a determinare il tempo , in 

V * 

cui Io (teflo corpo fcorre fu la curva infinitamente proffima A E da A fino in E, 
e la diffidenza di quelli due tempi, o fu delle loro efprcffioni fomminiilrerà la 


V i PP 


variazione , che nel prelènte cafo compete alla fbrmola S. d x 

l6g. Adunque in due parole data una qualunque formola Z inchiudente le 
Variabili x , y , delle quali la relazione é efibita da un’ equazione A , non in altro 
contrite il calcolo delle variazioni , che in trovare la variazione , che fubifce la 
formola Z allorché la relazione tra jr, y cfprefTa dall’equazione A acquieta un 
cambiamento infinitefimo . 

37 o. Data poi effèndo una qualfifia relazione fra due variabili x, y, una di 
toro (oleanto diraffi fubir variazione, qualora quella fola venga aumentata di un 
elemento irfinitelimo; o pure fi varieran tutte due, fe 1’ una , e 1’ altra acquilte- 
rà un’ aumento infinitamente piccolo . Quantunque poi per indurre tutte le polli- 
bili variazioni in una data relazione fra due variabili x, y. balli il variare folcan- 
co una di loro, non ottante in certi cali bifogna farle variar tutte due: Per efem- 
pio fe farà propofto di determinare fra tutte le curve , che fi pofTono condurre 
dai punto A ( fig ai.) fino alla curva CF, quella, come la A ««* , che gole 
«iella proprietà di un maffimo , o di un minimo, egli é chiaro , che quella pro- 
prietà competerà del pari alla curva infinitamente proliima A bkx, che inconrra 
la curva CF nel punto x\ ond’é, che rifpetto all’ultimo punto * della cur- 
va cercata , é di mellierì , che non folo una delle variabili , come 1' abfcifla 
A », ma ancor I’ altra , cioè 1’ ordinata » z> acquilli la conveniente varia- 
zione relativamente alla natura delia curva CF: Per lo che a motivo della varia- 
zione, che nel modo detto a quell’ultimo elemento compete, è d’uopo che per 
qualfivoglia punto della curva tanto I’ abfciflTa, che 1’ ordinata fubifea variazione . 
Quanto ho detto rifpetto all’ ultimo punto a della curva A amz. può aver luogo 
anche in riguardo a un’altro, come a, che fi prende pei primo, fe per efempio 
fra rotte le curve condotte da una dita curva B£ a un’ altra CF data parimente , 
fi dovrà definire la cui compera la proprietà di un maffimo, o di un mi- 
nialo. 

37 t. Illesamente li varierà la relazione , che palla fra tre variabili x, y, z, 

Tomo PII, is ed 
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ed efprefla da una, o due equazioni, fe o una, o due, o tutte tre quefle variabi- 
li fubiranno variazione . La neceflità poi di quelle variazioni non 4 punto differen- 
te dalla precedente: Come eflendo efprefla da due equazioni la relazione, che paf- 
fa fra le tre variabili x,y ) z, e fra tutte le curve intercettc tra le due fuperficie 
BE, CF (fuppongo che le due curve BE, CF rapprefentino due fuperficie curve) 
dovendofi ritrovare la amz avente la proprietà di un maliimo, o di un minimo , 
ben fi feorge , che tanto rifpetto al primo punto a, che all’ultimo punto z deve 
variare ncn meno l’ordinata, che l’abfcilFa, confeguentemente variar pur devono 
tutte le altre coordinate, che fono ai punti intermedi ^ella curva amz: O pure fe 
la relazione, che pafla fra le tre variabili x, y, z, farà efprefla da una fola equa- 
zione, e determinar fi debba una fuperficie da altre fuperficie terminata, la quale 
goda della proprietà di un raalfimo, o di un minimo, dovranfi variare tutte tre 
le coordinate per ragion dei confini di quefla fuperficie circofcritta . Ho detto che 
la relazione enfiente fra le tre variabili x, y, z può efiere efprefla o da una, o 
da due equazioni, e ciò 4 coerente a quanto fi 4 veduto altrove; poich4 trattan- 
doli di determinare la natura di una fuperficie, ferve un’equazione data per le tre 
variabili x , y , *; ma dovendofi determinare la natura di una curva a doppia cur- 
vatura , richieggonfi due equazioni, nelle quali hanno luogo le dette tre variabili, 
co(icch4 una di quelle equazioni fia data per x, y, e l’altra per x, z; dal che fi 
feorge, che nel primo cafo una di quelle variabili 4 una funzione dell’ altre due, 
e nel fecondo due di loro, cio4 y, * fi confiderano come funzioni della terza x • 
lyi. Eflendo arbitraria la variazione da allignarti alla relazione, che paflfa 
tra le variabili, arbitrarie pure, c fra fe indipendenti faranno le variazioni per 
efempio dell’ ordinata y per modo, che tutte a riferva d’ una fola , o anche d' al- 
cune, che competono a certi valori di y , fi potranno confiderar come nulle : Che 
però la relazione efiilente fra le variabili punto non influiià in quelle variazioni , 
che confiderar non devonfi foggerte ad alcuna legge; per lo che ne men le curve 
variate laran foggette ad alcuna legge di continuità, ballando lolo che fiano infi- 
nitamente proflìrue alla curva principale. 

IH- Premeflc avendo le nccelfarie nozioni veniamo addio alle regole di 
quello calcolo , e a quello oggetto olferviamo , che propolla effóndo una qualun- 
que formola = V data per le variabili x, y , delle quali altronde fuflìfta la rela- 
zione , onde una fia funzione dell’altra, a fin di ottenere la variazione di V , fe 
la y farà una funzione di x, non più in tal cafo dovraflì confiderare come una 
funzione della fola x, ma come una funzione delie due variabili x, », cosi che 


dy Ay 

ficcome dx ( rapprefenta il differenziale di y , cosi i.v ) cfprima la 


variazione di y : Oppure fe la x farà una funzione di jr, non fi dovrà più confide- 
rare come una funzione della fola y , ma come una funzione delle due variabili j, 


dx t t ' dx 

onde ficcome iy ( ) elprime il differenziale di x, così d.v (— — ) de- 


noti la variazione di x: l’er lo che la nuova variabile » fi introduce a fin di efpri- 
mere la variazione cercata, e cosi per di lei mezzo paflare dalla curva efibita dal- 
la relazione delle variabili x, y alla infinitamente proilìma curva variata; mentre 
fé giuda la detta relazione fara y = X ( la ietterà X denota una funzione di x), 
con fupporrc, che per le curve variate la y fia una funzione delie due variabili 

x, », 
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x, v, rifpetto a loro fi avrà l’ equazione y - r X 4- t'X' (la lettera X' indica 
una funzione di x, e la lettera v una quantità i finitamente p ecoia), che rappre- 
fenterà tutte quelle curve variate, e nel tempo (lelfo efibirà la relazione, che paf- 
fa tra le variabili x, y col porre v ~ o. Siccome poi la x n n dipende da que- 
lla nuova variabile v, cosi neppure devonli fra loro confondete quelli elementi 
ix , do . 

374 . Cerchiamo pertanto come li porta trovare la variazione della formola 
V data per le variabili x , j, fupponendo che il di lei differenziale lia = Mrfx 
Ni/y . Si prenda la x «mante , e poiché fi cerca la variazione di V , non Te- 
tterà che a prenderfi la variazione di y , ma la variazione di y (giuda il numero 

dy 

3730 v ‘ ene e'pfelT» da d.v ( ) : Dunque fe nella precedente clpreflione 

■ lì v 

Mdx -f- PWjr fi farà dx — o, indi fi porrà dv ( ) in luogo di dy, fi avrà 


la ricercata variazione di V efpreffa da K ìdv ( ~~ ) : Per lo che fe d’egual ma- 

dV dV 

niera la variazione di V fi efprimerà così dv ( fi avrà dv (-^-) — 

dy dV dy 

NVd < UT) confeguencemente ( — ) = N (-jj-). 

37 J. Per rifehiarar coll’cf.-mpio quefta operazione fupponiamo data la rela- 
zione tra x, y, (quefta relazione nel prefente calcolo fi tuppone ftmpre incogni- 
ta , e da determinarli in feguito roeciante il lare eguale a zero la quantità nata 
dalla variazione, come efige il metodo de’ mattimi, e de’ minim ), quale fia efpref- 

fa dall’equazione y 1 = — X* 1 — “* > che Cgiufta il num. 159. Tomo IV.) t all* 

iperbola Apolloniana riferita al parametro. Fingali aderto, che in quefta equazione 
li introduca un cambiamento infinitamente piccolo con variarne per eièmpio il pa- 

rametro, che diventi p 4- dv (- 77 - j, lo che effèndo, acciò P equazione con 
1 a ^ 

quefta variazione porta furtiftere, t pur di meftieri l’aumentare della quantità in- 

dy 

finitefiraa dv ( ) la vatiabile y > con che la propofta equazione diverrà 


9j a 


O + 
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(»+*<■&>)’ = • + 


+ «A, + * <£ > = +* < £ x^‘* 

la quale (con fottrarre l’ equazion data, con tralburare il termine 

di 1 dy . 

do ( -j — ) , che in rapporto al termine ìydv < ) va a zero, e con dividere 

Jy Jf \/X* — 

il refiduo per </c) fi riduce a ij ( ) == ( )Y — — — , donde ricavali 


( h. x _ ( Jl v * 1 - a> _ ( _£_ ,V — ~ a - 

1 *t» J V\ 4 J J <<» ^A 4 4 y> y-x* — 4* 




( perchè , = 1 '1^-T-Jl ) = ( ±- )V -£lr fi . Pollo ciò la formola , 
dì cui fi cerca la variazione, fia (z) V = «xj 3 4- bx*y l 4 - cx J jr, per ottene» 

Jy dv 

la quale fi foftituifca y 4 - do ( ) in luogo di y , ed V 4 - dv ( ) in ve- 


ce di V , e fatto ciò fi avrà V - 4 - dv ( 4- dv ( ) 


4- bx*)(j + dv ( -fa ) 4- + dv ( ) , che ( con fvolgere le po- 

terà, con Tornarne l’equazione (a) , con trafcurare quei termini, che in para- 

Jy m 

gene di d.v ( ) vanno a zero, e con dividere il refiduo per do) fi riduce a 

(,) — 1 mxj* ) 4 - ilx’y (" ) 4 - ex* ), o fia [con forti- 


tut- 
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<* . V V * 1 — a 1 . , , Jy AV 

,,e 10 lu °S° dl C ^ )H-3T) = 


tuire 


. , Ap y/x 1 — «* Ap \Jx l — «* 

( "sr ) < — ) 


l\tap 

VV — a 1 




'* 3 ( "*T ) = ( con Mituire — -■- in luogo di j, e 


3*S 



in vtce di jr* ) 


3* V> X — a * X y/x» - „» 
4V2« 



+ 


— fl ‘ , dp v . f*V*‘ — a* , Ap .... 
li < "37 > H ^7^ ( "3T > > chc è la ricercata variazione 


della forme la data V . 

Ìl6. Per maggior chiarezza foltanto mi fono fervi» nella variazione della far- 
mela V della fuppcfta cognita ragione, che pafla tra x, y, la quale per altro in 
quello calcolo, come ho detto, fempre fi fuppone incognita, onde propriamente 
la variazione di V è quella, che fi ha mediante l’equazione ( j. ). 

111 . Dopo aver veduto come fi prenda la variazione di una forinola V data 
per le variabili x, y , palliamo a vedere come fe ne prenda la variazione nel ca- 
lo, che oltre le dette variabili contenga ancora i loro elementi di qualfivcglia or- 
dine, lo che eflendo, fe fi porrà A y —p Ax; Ap— qAx\A. q—rAx\ A r — tdxzc, , 
tale forinola farà data per le variabili x,y ,p, q ,r ec., ma prima vediamo come fi 

prendano le variazioni di p = Ì2 ; q — ^-2. • r — 2ÙL ; / = Ì2j cc> non va- 

** Ax Ax * Ax* 


riandò che la y. Si 

ha pertanto Av 

(H' 

\ Av . 

) = '*( 

£_3\. 

. AxA v ) * 

Av (^ 

ii 

Av ) 

i.v( *1 ) 

| ■ Av(-\- 

— Vi 7/1 

f * j 

\ . A m f 



' Ax 1 A v ' 

U \Av )- 

— ** V 1 

' 7x' dv 


Av ) 


Av( -JlJL. > 
\ Ji* A v i 

| ec. , cioè [ con 

fare la 

civificne per A. v ] ^ 

H V 

Av ) 

— 

( Li v / il 

\ — ( 

w 

il \ — ( 

’ ** y 



V AxA v ) \dv 

' V| ix X Av 

M 

Av ) ~ V 

k Tx* A v 

M 

Av ) 


=r~ — ) «* La fola ilptzione delle precedenti efpreflioni fa vedete in 
Ax A v / 


che 
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che modo debbanfì prendere, ed è, che ( ^ ^ rifulta dal differenziarli 

due volte la y prendendo prima la x, e poi la » per variabile; così 

( \ proviene dal differenziarli tre volte la y con prendere due volte 

' dx d v ' 

la x, e la terza volta variabile la » ec. In qualunque differenziazione poi devonfi 
levare i differenziali femplici dx, o dv, fecondo che nella differenziazione fi è 
prefa variabile la x, o la ». 

378. Ciò porto fia V una funzione data per le variabili x, y , p, q,r, ec. la 
quale differenziata fecondo il folito elibifca [4] d.V =Mdx 4- Ndy -+- Pdp+- 
Qdq -t-Rdr-i-ec. Dovendoli prendere la variazione di quella formola V, nella 
quale dx è collante, non altro develi fare, che porre dx—o, indi follituire 

dv ( 4ìr ) in luogo di rfV; iv ( Tv ) in vece di iv ( ìLd) ìa 

cambio di d.f; dv f z ~~-— — 'ì il luogo di dq ec. nella precedente equazione 
' dx & v ' 

r dV \ f d y \ 

[4], con che efla fi cambierà in J = -4- 


*1, (fJ)+ <y» ( =dU- ) + *<•( Jp- ) + 

V dxdv / \ dx d v ' ' dx 1 d v ' 

» v \ f ^ V \ 

S dv ^ — j ec., cioè ( con fare la divifione per dv) (5) ^ j 




*3 


» 3 


S ( — — - — ''l 4* ec., che è l’efprertione della variazione della formola V. In 
'• dx 4 d v ' 

quelta efpreflione poi aneleranno a zero le quantità P, Q, ec. , fe nella formola V 
entreranno foltanto i differenziali di primo ordine; o pure anderanno a zero le 
quantità Q, R ec., le nella formola V entreranno foltanto i differenziali del pri- 
mo, e delìccondo ordine; che fe v’entreranno anche quelli del terzo, andranno 
a zero le quantità R , S ec. 

Si debba per efempio prendere la variazione della formola V = 


d x d l y 


dx -4- dy ^|/ dx -4- dy 


che con porre dy =z p d x; d l y = 


qd>. 
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qdx fi trasforma io — — q , e però fi ha V =: - . , il di cui 


» 4 -pp 


* + PP 


differenziale è d. V = U. ? * P - + — ì .. y .. / q ; 

1 e ' 


quindi fi ottiene N 


i +• P P 

o , P = ”21 , Q.= 


I 4- pp 


* 4- PP 


, confeguentementc la varia* 


* +tP 


ztone cercata 


è ( J JL ) 113 J .. ( £_ y \ + 

\ do ' 7 V dxdv ) ^ 


*+PP 


(_j ìy ~ y 

J_ ' dx d V ' 


* + pp 

d y d~ 1 

380. Che fe fi vorranno le variazioni delle quantità p — — q — — Z 

dx ’ 

di y 

r = -=r~- ec. facendo variare tanto la x, che la y, fi troverà, che la variazio- 
dx m 

dx \du J \ dxdv ) dx\ dxdv }' 

cioè (con foftituire in queft’ultirao termine p in luogo di ^ , indi dividere tutta 

dx 

'■ f" iv i w ( S ) = (££ ) - » ( -V 7 JT ) ■ p ““ 

la variazione ^ g =: ~ t o Ri q= d 2 è dv ( — ^ = dv ( — ) 
dx dx \ do / \ dxd v > 
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i l x 


*— dv -j-* ( ■ “* J , che con foftituire f io luogo di e fare la divifio- 


ne per d v diventa ( 7 ) ( ^ ) = ( —f r ~ ) — q f — x ) 
' J dv ' K dxdv ’ * v a xdv J 

te U differenziazione dalP equazione (< 5 ) fi ottiene ( J - ) = 


d* * 


. Ma mcdian- 


f y } __ f d'xfj __ dp 


^777^'èT 


< 


J* X 


dx dx dv 


)~f( 


d> x 

dx d v 


) + 


d x X d* X 

t ( -=r: ); foftituendo adunque nell’equazione (7) quello valore di 

dx d v 

C ~ 2 x j[ v ’ )« in «* deTeC P° rre f in vece dì ^ » fi ha ( j-) — 





dx' dv' 4 xdv 


dv' 

J 1 X d* X 


dx d v 


dx d v 


d s V 

j8i. Collo Ile fio metodo fi troveranno le variazioni delle efp re filoni r= — 

dx 


= ^ • / = ^12 = il ec 

rfx ’ a * </* 


dx’ 

j8r. Che fe la formola, di cui devefi prendere la variazione farà una forino- 
la integrale, fi dovrà operare cosi. Sia S Vdx la ferrarla , della quale cercali la 
variazione, e nella di cui integrazione devefi conliderare variabile x , ed V (ia una 
funzione delle variabili x, y, y, q, r, t ec, cosi che mediante la differenziazione 
(ì abbia d- V — Md % -f-N dj-t-Pdp -f-Qj/f 4- ec. Non confiderando die la fo- 
la variazione di y, con foftituire y +• dv ) in luogo di / Delia quantità V, la 

variazione di quella quantità V fi troverà edere dv ( ) ;e però la variazio- 


ne della propofta formola integrale farà S- dv ( ) dx, che fi potrà efprimere 


dV 

così dv g. dx ( — — ) a motivo che 
dv 


in quella integrazione fi confiderà variabile 

la 
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& 


la fola x. Quella forcola poi d. v $. d * ( il ) con foftieuire il valore di 

AV 

JV 

( ) prcfo dal num * 37* 0) C cambia in dv S- T N ( ) 4 , 

L dv' 

p era?) +Q.(=?f- J + *<=£*-) + s ( =*2.) 

* rf* * do' 

+- ec. ] , o fia S- N rf* ( if ) + d v S . P rf* ( -1‘JL- ) * 

«w 'dxdv' 

iv S- Q- rf * ( =S~ ) + S- ( — - J , ) +. 

rf * dx' Zt, 

® s- srf * (~~— ) + ec. 

<rif 1 dv 

r> V‘ 7 8 - 7 ll 5 r v nd , 0 v j ?] u(k 11 num - 594- Tomo VI. il differenziale di X Z è 
u rf? — *- 4X + X/Z, donde li ricava S Z^X^XZ- 0- X dZ, è facil 
cola il ridurre a un altra forma |‘ aggregato delle precedenti formole integrali [ 7 .] 

come fegue: Il differenziale di ( -^L ) nell’ ipoteli, che la fola * fi» variabile, 


offendo ix ( ££ ), farà adunque S- P'* C = P ( ) - 




d. P 


S- - ) ( -^-2. ). Parimente il differenziale di ( ^ ) col pren- 

der variabile foltanto la x effendo dx ( ), li ha perciò 

S^ (= ÌL)^ ( ■nA- ) -^.(^)(^.j 1 


dx J </t; ' d x d v 

* y 


dx 


d pc dv 


o fia [ perchè g. dx ( ( 


. - d O d y 

dx J ^ dxdv ^ ^ dx ^ ^ dv ^ 


Q < -n jV > - < )< -s- > + s- ^ c -4a. K i , . 


Tom. m 


Tt 


Nello 
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d* y 

N:l!o fteflò modo operando fi troverà <$. R d x ( . - ) — 

ax Av 


R ( 


* y 


dv 


. , A R d\y , 


A 1 R 




dx 

ày 


dx 




*JL_ % - 


S( 


jr 

Wx 1 dv 


)- 




A’ y 

Ax* Av 


) + ( 


A » S 


( 4 £-> (•£■>+&'*(' 


■» 

)C- 7 TwV>- 


><■£* 


^ s 

~dZ* 


$. T -/x ( -JLL- ) = t ( z4^)-(ir)(=^rr>-»* 

ax Av “X dv <x • <*x «v 


(- 


T 




ax 

* y 

A x A v 


) 


( J T ) c ) — S- * * ( ' T - ) ( - 4 ^ ) ec - 

' — ♦ ' V rf» ' dx' dv 

Che perù fé nella trovata variazione [7.] fi foftituiranno quelli valori, avvertendo 
di ordinarne i termini , fi troverà, che la cercata variazione della forinola 
S- V dx verrà efprefla da [8] 


. J y . Pvt / AP, /«‘Qn / K \ , 

"• S- (-^f) I N - (-*-) + (“#•) “ H ?" 5 + 


<-=F> - C^r) + « 3 

(-=r) - “ I 

dx 

+ i v (._/■■*■.-) [ CL- (il) + C-4Jr-) - (-4^7-) 

'dai* ' *• ^ dx ^ dx Ax ■* 

+ '• 4^0 t »-0 + (-^4 — 3 

i/x ** -d* 
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■+■ Av — ) [ T -+- cc* J Si ofservi che ficcome ciafcuno de’ termini 

Ax + i v 

P (*^}\ dipende da una integrazione parziale de* termini §.VAx^-j^; 

$. Qjlx ( . ■ ^ ' 1 ~ T — ec. perciò nella variazione trovata deve aver luogo la collante . 

' ix * dv } 

384. Quella variazione della formola $. V A x fi è prefa nella fuppofizione, 
che fi faccia variare la fola y: EiTa poi è compolla di varie parti, cioè della par- 
te integrale — (t^) + ( ) — ( ~ ) +■ ec ] > 

** dx dx 5 

c di altre parti non affette da fegno d’integrazione. La parte integrale 
d v dP d l O 

t iv A x ( — ) [N — (-)-»-( =7-') — ec. ] efibifce l’aggregato di tut- 

te le variazioni fb, tk, ex ec. (Fig 2:.); &però l’integrale di quella parte de- 
vefi prendere in modo, che fvanilca rifpetto al punto iniziale A, in cui è r^o, 
lo che fervirà a determinare la collante arbitraria , che coll’ integrazione devefi in- 
trodurre. Poiché adunque la detta parte integrale fomminillra l’aggregato di tutte 
le variazioni , c fia efibifce la variazione dell’area A P Q n sa A , e giuda il me- 
todo de’ muffimi , e de’ minimi la variazione deve andare a zero, quindi è, che 
truttandofi di un madioio, o di un minimo, fi deve eguagliare a zero P anzidetta 

Q 

parte integrale, con che fi hr o = N — — ec. elicè l’equazione e fp ri- 


mente la relazione delle variabili x,y. ax dx 
385. La feconda parte Av { 


dy AQ d 1 R 


riferifee all’ultimo punto c della curva, rifpetto al quale d v ( j- ) efibifce la 
variazione cx } onde quella feconda parte diventa 


e x V p — 2 r + — - — ec., che però fe la curva variata Ab? [Fig. 23. J 

/x Ax dx 

oltre il palpare pel primo punto A della curva A me, palperà ancora per I’ ultimo 
punto c , in tal cafo la detta feconda parte andrà a zero. Andrà poi a zero la 
d 1 y 

terza parte d v ( — ; ) [ Q 

dx a v ' 


, d R , d x S . , , 

( ~jr ) + ( — ) — «e- ] qualora 

dx 


la quantità V non ammetterà differenziali di fecondo ordine; e fe contenendo quei 
del fecondo, non ammetterà quei dii terzo, andrà a zero la quatta parte 


( -ff -) l R - ( £ ) + «• J ec - 

dx d v T t a 


386. 
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*86 Debba!! ora trovare la variazione della forinola Q. Vdx, ove la V non 
fol connene le vacabili . x . * , ? , ? , r ec. , ma dì più una formoli integrale A™ 
S- V d x, nella quale V è data per le variabili x. y, p, ree., per lo che V 

1, può concepir data per le quantità a , jr. y, p . - ec. onde il differenziale di V 

y — J-J- a +- -f-ec , con che celiano decer- 

minati ì coefficienti L, M, N, P, Q^ec.: La variazione poi di V farà 

~ ) = L d V ( — ì A- N A », d Af x . no-./ 

dv 


^(“) = “«'C^ r ) + N,/v(li ) + PÌ! , ( IL ) + 


dcj d ¥ 

Q v C d .j ) + R d v ( -j— ) 4- ec. , o fia ( con follituire i valori di 

. tp . dq . dr 

1 Tv ) ’ ^ dv J 1 'db ' CCl trovati aI num - 377-1 « fon fare la divifione per 


■ =•» ) +• R ( — f ~ y - ) + ec. Parimente poiché V' è data per le 

«X « t; dx d 1 ) 

variabdi x, jr , p, r ec. differenziando fi avrà rf.V':=M'rfx 4 - N'rfy 4 - P' dp 

m-?n-? A àMjSSfiSJSvi'ftrt - c "® ci '“ 

( •S : > = N ''^ +P '(7^ > - « ( ) - R' t=£f- , 

+ ec. Quindi [ giuda il num. 382. [ 7 ] ] la variazione della forinola $. V' d x, 

o fia il valore di d v ( ) è d v S- NW x ( -ÌL \ 

av K Uv J 

iv S- F '* c ) + ** S ' x c Jl_ ) 4- 

rfx d v 

d v $. K d x ( rrrp- ) 4 - ec. Sodituendo pertanto quedo valore di 

d A * . j \r 

( —7— ^ nel c< I uazione [ 9 ]> <i avrà ( - d v — ) = 


I- S- NWx ( J ) + L S- PWx ( * + 

' d x* v J 

L S- o: VX C =4^- ) 4- L S- RWx ( . 

<for J </p 


) + 


N 
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dx dv 


R ( ) -+- cc., 

ix 1 Jzi 


Confeguentemencc la cercata variazione della formola S> V d x farà 

[io.] dv$.LdxS. N'dx(-Ìl- )+dvS.Udx$.Vdx{-£*- ) + 

dv S- LdxS-QVx ) -hdv S-LdxS-R'dx ( -!*/ -) 

ux dv dx dv 

+ S-Nd* ( -4- ) + d* $.Pd* ( ~J!—) + 

dv$.QJx ( d \ y -f- d o S- Ri x ( zj! -h ec. 

dx dv ax 1 dv 

Si faccia S. Ldx=W> e però Ldx—i. W, onde farà 

S.LrfxS- N l'dx(ÌL) = S.rfWS.NWx(4- ) ;S.UxSPVx(-^ r ) 


dv 


~ S -/ws.PVx( ~i~)\ S- L d x s. Q! d X ( = ^ r ) = 

dxdv j v 

S- dVJ S- Q: dx ( ^L jL- ); 

dx dv 


S- L dx s- R' dx ( — ^ . ) = s- w S- RWx (; ^ 


< 6 c dv 


dx ' dv 


) ec. 


Ma [ giuda il num, j 8 g. ] 

S- d. WSNW*( 4 - ) = W S- N' dx ( jà- ) — S WNVx 

4 v dv <♦ y 


s. d. w s. P' dx ( ) = w s. p ' dx( 


ax dv 


) - 


S wp ' 


& 
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s- d. w s q; > = w s- q: ì* ( > - 

•x do tx do 

$. w <£ ** ( = JLJL- ) ; 

ix* i/o 

S^S' R '^( ==r~ ) = w S- R' Vx ( -ili- ) _ 

*x j ,/» -zr j 

S W R' </ x ( — l i— ) ec. 

dx 1 ito 


Dunque con fare le convenienti foftituzioni la precedente efprelfione f to.1 fi cam- 
bierà in ‘ 


YJ dv S- N'^x (_ÌL) + W dvS- Tix fili) 

' ' <txiv J 


+ W^S-0: ) + w V» S-RVxf -i ■ ) ec. 

4*» dx J dir 

+ rf»S-( N — wfr 1 ) rfx ( -ÌL) +. dv s.[p-wp'] dx 

Au dx d v 

+ d"S- [Q-wQijdx (~L. ) +ec., 

i/x àu 

o fia 

w a. &a« [ n> (-g-J+p- ( -±fr ì - h <z ( J^L. ) 

dx do 


+ R' '( ^i J - ) ■+> ec. ] +■ dv S. </x f [N — w NT J f -^L,) + 
dx do * L dv 

lP-WP ' ] + i Q -w^ (J^-) +«. ], 1 


dx Vp 

la qual forinola mediante la riduzione praticata al num, jSj, fi trajforma in 


W 
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Vt d v §Vx ( — L ) f nO"L + /g , _ * 

*' “* ~ 4 x' AT* 

tt * 

+ vì i V ( — )r p' — £i^ -+- ^ R< . _ * 5 * 

-* 7 T tt* 

+ w<,( 'Ll_ )[ q1 _££ + JliL-cc] 

+ W Jv( _^JL_ ) [ R' - + ec. ] 

*x dv dx 


mi 


ec 


cc. 


-*- d V S- dx ( JijL ) [[N-WN’J — ?.S. °-~ w v ' > 


i l ( Q- W <£ •) _ <<• ( R — W R' ) cc 

*x ttx * 

■+• J v ( J± )[(P_WP')_ d < *1 ~. w ._9' > 4 . 

tt>( R-W R v ) , 

==5 i - ec ] 

«x 


d v ( 


d 'y 

d x 4 v 


) c ( 4 -. W - OJLriSli + B .j 


-+-<•( ) [ ( R — w »')- «. ] 

dx rfo 
ec. 

1^7 Da tutta ciò (i intende come debbili operare per avere la variazione del- 
la forinola S. V d x in cafo, che V cflendo data p.-r le variabili x , j. p, <7 ,rec., 
contenta in oltre le due f»rmole integrali A — S- V'dx, A' — §. V" dx, ove 
V' , V" fono funzioni delle variabili x, jr, p, q , e ec : o pure in c*fo, che V 
oltre le variabili x, y , p, f , r ec. contendi la formoli integrale A = S> »' dx, 
in cui la quantità V' oltre le variabili x , y , p , 17 , r ec. rinchiude la formola 
integrale A v = S- v " ^*1 ed V" ì data per le variabili x, y , p , q , r ec. Lo 
(tetto fi aica di altre fatinole più complicate . Mentre ritpcuo al primo cafo pel 
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differenziarle di V fi ha d. V = K d. A -f-Lrf.A'-t-M dx -+-N dy -^-P dp +Qjfq 
-+• Rrfr 4-ec., e in oltre i. = t d.\'\ 

— M" ti x + N'V > 4- P" d p -+- Q'dq •+- K"</r-+- ec. Rilpetco al fecondo cafo 
pel differenziale di V fi ha d. V rz; I d A ■+■ M<f x4- Nrfy 4 - P A p 4- Q _d a 4 - Kdr 
U- ec., di poi ^V'=LV.A'-*-M'rfx-HNVjf-»-P'</p-<-Qy ? -i- R'rfr+cc., 
e d.\* = M>'dx+-ìi"dy-t-?"Jp-t-Q?dq*-K"Jr 4-ec. 

aS 8 . Cachiamo adeflo la variazione della formola integrale $.VJx = W, ove 
la V oltre le variabili x, y ,p, q, r, ec. contiene ancora lo fteffo integrale W. 
Stante ciò il differenziale dt V fata d V z= Ld. W 4- M dx -f-Ndy 4- Pdp-t-Qdq 
-f-Rdr 4 -ec., canlègucntemente la variazione di V [non confideranno che la fo- 
la variazione di y , come ho fatto anche rifpetto alle precedenti forinole ] farà a 


tenere del modo fin’ ora praticato ( — — ) = L ( — — )+N ( ~— 

'do 'av dv 


P ( f ) + Q-( ) + R ( iJlj-— ) + éc. , e però la 

dxdv dx dv dx dv 

variazione di Vdx farà d x ( ) = L d x ( t-1- ) 4- Nix ( ) 


o lì. [co. po..c N ( ) + r ( ) + <3.( ) + 


ec. 


R ( -JL 2_ ) + ec. = e ] ^x ( ) = L <<x ( ) 4- 0</x. 


rfx «/{, 


</{< 


</ V 


Qundj la variazione della formola S ■ \ dx = W farà $. dx ( — — ) = 


( i _ V ? ) = S- L dx ( — *) 4* S e che con fare ( — ) =W' fi 

cambia in W' — S* W' Lrfx + J. 6 dx. Si differenzi quella equazione, e ne 
verri d. W' == W' L Wx 4 -Q dx, o fia </ W' — W'Lrfx =z q d x , quale fi molti. 

— S- Lrfx 

plichi pel fattore a (la lettera a rapprefenra la bafe logaritmica nel fi- 

ltcma de’ logaritmi iperbolici), pefeia fi palli all’integrazione, e li avrà 


W' 
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-S-IJ* „ -S-LJx 

w a = S- 0 <* rfx , e in confeguenza [ n.] w' — 

S-Lrfx — S‘ L d x 

o S- ® * dx, che è la cercata variazione della propolla 

forinola integrale $. V d x. Che fe nella ritrovata variazione [ n.] fi foftituirà il 

S- L d x — S* L j 

valore di © , fi avrà W ' — a g. 4 fj / *7 \ 

' dv 1 

+ p < + >+*< = 5 ^ l + 'O. 

«x 4/® dx 

S- L d x — $. L /x , 

W' = a S- « Nrfx ( _^L ) + 

S. Lrfx -S-W* 

« S- * Pi*/ ^ 7 ) 4- 

v dxdv ' 

S L ^ X - S L ' ^ jf y 

* S- « ( . y — ) 

</x dv 

S- L ^x — S L ^ * , 

**" 4 S 1 a R ix ^ ~ — ) + «. , la qual variazio* 

, - dx dv 

ne, Apponendo doverli prendere da x = o fino ad x =«. cosi che quando i 
x — a fia A il valoie dell integrale §. Ldx, fi cambia in — 

A — §. Ld x , a c.L^x 

- S-* nìx ( Ì 2L ;4 .4 s .„ s p dxf ^j 

dv \ dx4v ) 

A - S- L d x 

+ * S- Qj/x ( d> 3 ^ + 

A - S- L * x , 4 

- S- * Ux ( L. ) 4. ec . 

^x dv 

k-S. L d X A-S,ti« 

P ( ~T~ ) = * Pi*( 1 _J ì 

dy A — S- L d X 

( ~Ì7T ) d ‘ ( * 1 * ) » « però integrando , e ordinando 


Ma D. a 


S-* 


dv 

A — S • L * 


p i* / £i \ = 


A — S- L d x 


P ( -2Ì )- 

\ 41 / ' 


r**. ni. 


V* 
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A — £ L rf* 

*1 \ J t a V ) , 


s<£>' ( 


Paiimente D. « 

A — S- L ** 


A — S -Li* 


Q- C -rzh > “ 


^**1*7^7 ) 

dx d v 


A-S-L . 


e in confluenza integrando, e ordinando 

S- * 


<^*( ===/- ) 

4 * dv 


A — S' Lix 


t 

A— S- Lrf *’ 




dx 

A-S-L**- 

S* '* ( ) * ( ! 7* ) 


Q.^, vale a dire [ perchè — 


= -( ■£-)*( 


dx 

A — S* L d * 


dx 


) 


A— $.t*f 


A — S-Lrfar 


' dv 


,a ~ Q\ A— S.LflJf _ 

+ (Ì>' , ( — 77 - ) 3S '* ^ ( JT T T. ) “ 


A— S-L^r 




C- 

' <tn 


dx dv 
A-ìUx 

kC— •-)• 


?ga. Nello flefTo modo continuando le riduzioni , indi per maggior brevità fa- 

* c \i x A — S-L/x A— S-LVx 

cendo « S N = N\ « P = P'i a Q>= Q-i , 
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A c.ldx A— $.L/x d P> 

M R = R' et ; e però d. ( * p ) — C ~Jx ^ J 

, (/'*%) = - ('£> : ' (££)«. 


Q1 

y’R' 

4- ==, 

“ - _ a 

dx 

V X 

^R' 

d>s s 

4“ =» 

•"* * 1 

<< X 

d X 

if‘S' 

• -4- — — > 

-et] 

V x 


i/‘ S' 


x( r, 

il) 

■ dv J 


di 1 ... dS' -| 

+ <fo(==rr ) C R - 7T + 

dx d v 

+ iv (j — i'7") [ s ' — cc 3 

190. Se la propella forinola $. W* = W foffe «le , che V oltre il come, 
rer Invariabili £, ir, p, », r et, e 1’ integrale W , comeneflè an “ ra * f 
inteprale a = V' dx , ove V' è data per le variabili x, jr , f, », t ee. , in tal 

H- » H- Rrfr et II differenziale poi di V' * dV = M ^* + N 'J + 1 *t 

+ QV» 4. RVr 4- ec. Ma la variazione di V' i = N ' (-7^) + 

p'(^) + q:(=^5-*) + R‘ <=4t;> + cc ' > che&cci0 = z ' 

' «*»»' d x dv d x dv 

db dW' . 

per lo che effendo a = S’ V'dx, farà (•j-jjO = S- ( dv ^ ^’ Z 

La variazione poi di V è = K (7-7) + L ^7*T^ + ’ N ^ 7 v^ + 


p (_£!_?_) 4 . CL(- -^ J — ) 4- R ( • — 7~ | — ) + “•» 

' dxdv ' K dx 1 dv dx dv 

Vv z 


che con fare 


d W 
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d W J <y d z y d* y 

<7T> = Z, Cd N (7 2 ) -K p (_£) + QJ=r^;) 4- 

R ( ^ r r; ) + ec * = z " fl riduce a ( tt ) = kz + l (tt) + z "> 

che [con follituire $. Z'Zx in luogo di ] diventa ( _fLX ) = KZ + 

a v dv 

L$.Z'dx 4- Z": Laonde la variazione della propella formola W=S .Vdx fi- 
d W 

** C — Z = S’ KZrfx 4- §.Ldx S.ZVx 4- §, Z‘Vx. Si differenzi que- 

fta equazione Z KZZx 4- S. I. dx^-Z'dx 4- S. Z " dx, pofeia fi ordini, 
e li avrà d Z — KZi/x = Ldx^-Z'dx 4- Z" d x , che moltiplichili per 
-S-iu* 

a (la lettera « rapprefenta la bafe logaritmica nel fiflema de* logaritmi 

r y, dx 

iperbolici) indi fi palli all’integrazione, e li troverà Za . — 

— S- K dx — S.K dx 

$•<* LZx S.Z 'dx 4- Z "dx, e però 

$Xdx -S.K dx S-KZx -S-KZx 

z — • a S- a Ldx^.Z'dx 4- <j S- a Z"dx, che è la va- 

riazione cercata, la quale con rimettere i valori di Z' , Z", e con fare le oppor- 
tune fodicuzioni li potrà pofeia nella maniera antecedentemente praticata ridurre a 
una forma più comoda. 

. 3 forinole fin ora trattate contenevano due fole variabili x, y . Che le 
ne inchioderanno tre x, y, z, due cali potranno aver luogo, cioè, come ho o(- 
lcrvato al num 371. , che la relazione di quelle tre variabili venga efibita da cue 
equazioni, e in allora due di quelle variabili *, y, fi confiaereranno come fun- 
z.oni della terza variabile a; o pure che la relazione delle dette tre variabili fia 
j utfr ^ a una 1 funzione • Cominciamo dal primo cafo, e cerchiamo come 
debba» prendere la variazione di una propolla formola inchiudente le tre variabi- 

V *> y> ,*> 1 dell C quali la relazione viene fomminillrata da due equazioni. Sia V 
la formola data, il di cui differenziale è d V — Mdx 4- Ndy 4- N 'dz; che però 
le ti vorrà la di lei variazione confideranno la variazione di tutte tie le variabili , 

fi avrà dv ( il) = M </*(—) 4- N dv(ÌJL) 4- N ' dv (4^-), 0 fia 

• d V d x d «v * 

[con fare la divifione per do] (— — ) — M ( — — ) 4 - n ( ^ •' ) 4 . 

V ( — ). 

' Av J 
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mj, Se la formcla, di cui fi cerca la vari azione oltre il contenere le varia, 
bili x 1 *, inchiuderà ancora i loro elementi di qualfivoglia ordine, con porre 
di-pdx, dp-qdx, iq—rdx, ec. ; dz=p'dx , A'-,Vx, rf ? '=rVx cc., fi trove- 
rà efla elìèr data per le variabili x , y , * , p , p , £ , 9 , r, r ec., e il di lei dir- 
^rrenziale farà 

d. v =z Mrfx + N</y +• vdp 4 - Q.dq 4 - Rdr 4 - ec. 

4- N'dz 4- pv ? ' 4 - QV?' 4 - RVr' 4- ec. , 

onde la variazione della propofta forinola con prendere la variazione di tutte tre 
le variabili farà 

JV dx di dp dq _ . dr 

C %>= M ( + N <i>+ p <£> + «-(r.) + R <r.> - 




Ma 


+ N-c^i+f (7 ì)+«<r„) + *' <£> + » 
4 >t =^,r = £i 


W 3 * 


ec. 


« *■ 

quindi prendendo la variazione di tutte tre le variabili fi ha [pel num. 3 So.] 
. d p , _ , d\g ' x (di* — , di y 1 

K dv ) dxdv ) P ^dxdv^’^dv^ ■ * * - 


d ll ( 

4? K dxdv 


dx 1 d V 

A 1 1 d } x d* x d l x d*x 

i rrrJ “ ** + ’W 


j B t x do' d } Xj 

( 7 "t ) ~ ( dxdv ) ~ ( dxdv 3 1 “ ( fv r 7l ) ~ 


x v 1 * 


1/! 


d x d 


— ) — p' ( — — ) — 

® d x'dv 


d x d 


-) + 


v d l x </* x 

'' j=T- ( -rwT>"- 

e però facendo la fofiituzione di quelli valori nella variazione trovata , e ordinan- 
do fi avrà 


C-fV 


) 
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(i! ) = 

v d v ' 

M (£)-|>p>'-ìQj-.<&'+q;+cc,'X =7] 


393. Qualora poi la formola data farà una formola integrate, come g. V dx, 
fi opererà così. Si prenda il differenziale della quantità V, e fi avrà 

dV = M dx rt- UJy + P dp +• Qdq R ir ec. 

-t- N V* -+■ P V/ + QV 9 ' R'dr' ec. 

DÌ più fi prenda }a variazione della Della quantità V , e fi troverà 

+ N . (li) + P ( i£, + q;( 'l') + R . ( ii, ec 
In oltre fi prenda Ja variazione delta data formola g.Vd*, che fi troverà e (fere 

'"S v ( T77r> + 'rs-'*(4ìr>’ • ts "S* <7 

w.(fi) _ * s. i» (ir,] VA('Ì) - a. a « * + 

iV 

dv$.dx (-j— ). Si prenda adeflo il differenziale di quelli due ultimi termini di* 

d«dV (~r—) 

i V K d v ' jy 

tifo per d*, che è do ( -7—) — — , e in luogo di ( — e di 

i v ix ; iv ; 

dV , vi fi foftituifeano i loro valori poc’anzi trovati, e fatto dò fi avrà 


d*s 


d> y 


dv 
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’ «(jv> + " <£) + * <77> + <w4i) + R <77> 

+ "* (77) + p ' <77> * « <77> + R ’ <77> 

zzidv ■ 

-“(Jl.)- N,(^i) - Pjf-Jl') -<ì.' <7T) - 

-nv(^J) -r»x£> -ayt4r> - RV < 7 Ìr> 

L. % 

Adunque la cercata tariamone della formoli $. VJx è 

v <£> -&«<£) +s.*(^)=v(4i> 

N ( 77 ) + p I 77 )* ■*■ R ( 77 J "• 

+ N- (4 f>+P'( 77 )+Q:( 7 T) +R '<T 7)' t - 
+ S'*- . , 

-«» ( 77 ) - p * - R ' ( 77) “• 

-NV (77) -tV( 77 ) -<Er*( 77 ) - Rv ( 77 > “• 

- 

i P d p x 

nella quale redano a foflicuirfi i valori di fif'i f , j' ec., ( ) * 


(7 V>-( 7 ?)« 
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del calcolo delle variazioni. 


m . Che fe per brevità fi fàrà ( J £) - p ( J £) = (*£) - 

dx . . . . . dp 


•dv 

ix 


dv ‘ 

con differenziare 


>' = (£,. P"UM 

1* equazione ( £ ) — E ( — ) = * facendo vatiare la fola * fl ha 

(tot) - <sMs>-*< 7I7T) = (s>'°* 

(TTTT) = (£> ; ma al numi ^ fi 

è trovato (~) = (-577^) “> (T^T TÌ' 0nde aggiungcnd0 aU ’ 

dx dx 

uno, e all’ altro membro — ? ( — ),fiha ( — = 

= ^* Nell ° fteffo modo 

d»' . , d *' . d<i . ,1*. 

f,™». = (77> iC ”‘<s>- , <;r»> = 

£z . = ( — v (t'.-./ì ? i - 

(77 '• W W w» ; 

( ( 4r) - ,v ( £ > = ' ) ec,: Per 10 cbe fatte « ueflc fo - 

fruizioni la precedente variazione fi trasforma in 


V 
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V(£)-&i v (s) + &-*( 77 ) = v (£> 


S- <<* 


T -d* * 7' * 

N T + p (-3-) + QJ=r-) + R (=r) 

* x «x <ex 


<7 T x * N r' 

n'»' +• p x (-— ) +0 M— ) 4 -R'(=r) 

4 x dx dx 


j r j n d * x 

Siccome poi è S-P^ x (77) = P » — S- » (77-)» = 

j p\ (/* * d r 

P'*' — s ,*'</x (— — ): Parimente efléndo S-Qy *(=T") = Q- (*7—) — 
i x j x a * 

£'*(77) < 77 * ( 77 ) = r( 7 T )_ 


S.*</*(‘=r~)> fi ha SQy* (=T-) = 0.(77) “ r ( T7) 4 * 

rfx ** 

<P Q d x T' d*' d 

$• * d x (=rbi «sì pure S-O^* (=!”)= 01 (77) — * (77) + 

dx dx ax 

i 1 Q 

S*''* (=r )• 

«X 

Neilo ftefTt» modo continuando le altre trasformazioni , indi facendo le debite fo- 
ftituzioni , la recentemente trovata variazione fi cambierà in 


Tomo VII. 


X* 


V 
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y <£> - s tv <£> + s ■<* = 


d p 



ix 

Tx x 

” Tx ec ‘ 

i P' 

d 1 Q' 

d»R' 

~ ix Tx Tx ì 


+ , [r ^ + -'.c] 

+ ,=r£* — ] 

395. Nel cafo che II valore della propoft* forraola S- V dx debba eflere un 
truflirao, o un minimo, fi avrà in allora 


d P 

d*Q_ 

dlR 


+ ^ - 

Tc* 

d* P' 


d> R' 


+ — 

dx 

Si* 


per mezzo delle quali equazioni fi otterrà la doppia relazione , che pafla fra le 
tre variabili x , jr, z. 

?9<5. Se nella formola S- Vrf*, di cui fi cerca la variazione, la V oltre le 
variabili x , y, *, inchiuderà un’altra formola integrale S. \'dx=. t», ove V' t 

da* 
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data per le flefle variabili x, y, & , p, p', q, q\ ec. fi procederà all’ operazione 
nei msJo fogliente. Si prenda primieramente il differenziale di V, che è 

dV=zld* + Mdx+ìidy + ? dp +<±dq +Rdr ec. 

-f- NV* -h ?'dp'+ QV ? ' + R'dr' ec. 

pofeia il differenziale di V' , che è 

d V' = M" dx 4- N" dy 4. P" df 4. d" dq -f- R" ir ec. 

•+- N"Vz,4-P'"dp'-(- Q '"iq'-h R"'dr'ec. 


In oltre fi prenda la variazione di V , e di V' , con che fi avrà 



rfV' 

(~)= 

dv 


l 

M "<s )+N " ( s )+P " ( i ;> +«'<£> +*■"& “ 


+ N "'(r) +<£"(?') +R"V$) ec. 

«V « 4> « & * 0 

Ciò pollo poiché ( pel nurn. 393. ) la variazione della forinola S- V<fx è ( non 
confiderò il fattore dv ) V (JjL ) - &rfV ( *L ) + S ~ )’ e 


a motivo che la quantità V contiene la formola SW*= 1* , al differenziale diV 


o fia a / V deyefi aggiungere Li«=LVV* , e alla variazione di V, o fia a 



fi deve aggiungere L ^ , onde con foftituire quelli valori nell’ clpreffione 

- s- ' v ( ) + s- ‘ * ( 4ìr ) s- 1 '« ( ) 

— S> L V v i x f V che è la quantità da aggiungetfi alla precedente va* 


Xk 1 


ria- 
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nazione, perciò la variazione della propolla formoli S.Vrfx è V ^ ) + 

s. L V' d x ^ ^ . Ma ( pel num. 394. ) è 

’(£) + »'-(£)-*"(-£)=v(-£) + 

r N . + r^. + Q _|rL + R|f‘ 

Quanto poi all’altra parte $. Ldx ^ — S 1 V' rfx ^ ^ =: 

S- LS* [( 1T7 ) - v '( -77 )] effendo Cpd nuit1, m) ( ^ ) = 


S* ** 


/ dx ' 
\ dv , 



<fx > 

rfK J 

), e però | 

(4r) 

/ dx ’ 

V ~df t 

>=*"(£) 

-SVV'( 

dx \ 
. dv > 

) = ( pel 

num. 394. 


" 

N" -t- P" | 

( J * > 
k. dx > 

h- ori 

r *'• > 
> 


“1 

|| 

U 

N'" *' +• p'" j 

(£) 

1 +Q.'" 1 

Or) 


r 

•J 


S‘ J * 


Quindi la cercata variazione della data formola S- V dx è 

dx . , dV . , dx . r , dn . 

v Ctt)+-s-^ ( -zr)-s.-/v(-^) + s.LrfxC(— ) 

,dx ,dx 

-v'(ìt)] = v(— ) + 


s- 
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$.Jx 


+ S- Lrf *S« rf *'l 


[N +p( 4 f)+a(=f)H-* (=?•) » 

| N '.' + r ( -^)+Q;(^)+K'(|f') «• 

[n- . + p" ( 4f ) * Q" ( =f ) 4- R" ( ^- ) «• j 

+ p " ' ( 4? ) + «"(=?)+ R "' ( =f ) “ I 


Che però fe fi fari N 4- N" S- L A x = N"" ; P -h P" S I- i * =P"" ; Q+- 
Q" C. Li* =Q' V "; R-+-R"S L</x-=R"" ec. ; N'-t-N"'S.Lrfx = N ; 
P' + P'" $. Lix-= P'"" ; Q: + Ql" S- L Ax - <£"" ; R' ■+• R"' S- L d x = R'"" ec. , 
la precedente trovata variazione fi ridurrà alla feguente elpreffione 


Si * 


r N -',+P""(4r )+QI'"(=f)+ RWW (£r) cc - 1 


- d* * 


N""V+P'""( ) 4 - <£""(££) +R""'( 


«->4 r 

i J *•' v 

* > “■ J 


che mediante la riduzione praticata al num. 394. fi richiama alla forma feguente 
. A P"" i 1 Q"" d } R"" 

S- ' a - 1 N"“ 3— + - 1 - —r~ 1 


„ A P'"" A 1 Q'"" i ! R" vvv -1 
+ S- ** X [ N"" — — — + J— «• J 

j ri""' A 1 u 

+ v'[p"'"--i- ■+■ «3 

«x 


i" s 


, . J OttW 

+ 4r co:"" — — 


dx 

L?- 

/fx 

4JC 
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+ [R"" ec] 

dx 

4- ~ [R 

dx 

397. Collo fteflo metodo (ì continueranno le operazioni in cafo che la forino- 
la integrale, di cui fi vuole la variazione, fia più complicata. 

398. Palliamo adefib a vedere come fi prenJa la variazione di quelle formolo, 
che concengono tre variabili x , j, & , di cui la relazione da una fola equazione 
viene efib'ta , e delle quali la z può elTere confilerata come una funzione dell’ al- 
tre due x, y ; onde il di lei aumento infinitefimo, che rifiuta dalia variabilità di x 

farà dx ("j”)» * quello che rifinita dallla variabilità di y farà dy ) • Lava- 

dii 

riazione poi di * fi rapprefenterà al (olito cosi dv ( ) • 

399. Dovendoli pertanto prendere la variazione della formola V data per le 
variabili x . y , z , della quale il cifferenziale è d. V ss L dx M dy ■+■ N dx, , Ce 
quella variazione fi dovrà prendere in modo, che fi confideri la variazione della fio- 

dx d y 

la £, in tal cafo farà dv ) = o ; dv — 9 > confirguentemenrc la va- 
riazione cercata farà dv (—) = N d v e però ^) = N(~). 


40». Che Ce la formola V oltre le variabili x, y , a inchiuderà ancora i loro dif- 
ferenziali di quali! voglia ordine, vediamo primieramente le follituzioni da farli a fi- 
ne di fare fpatirc dalla data formola quelli differenziali. Confiderando la 1 come una 

da. da 

funzione delle due variabili x, jr , fi ponga (— ) = f ; (—) = p': In oltre per- 
chè il d (Terenziale fecondo di z fi può prendere o confiderando in ambedue le dif- 
ferenziazioni variabile la fola x, o la fola y , o pure in una variabile ia x, e nell’ 

altra variabile la y, perciò fi ponga ) = q-, {7A) = ?' ; (A?-) = q"; 

. àx «X HJ 


di. 


onde perchè diff.renziando l’equazione (— ) —p nella fuppolizione di x fola va- 


riabile, ne viene (— A ) ss. , perciò fi ha ) = q ; e differenziando ia 
dx‘ ix ‘‘x 


fi e (Fa equazione nella fuppofizione , che fia variabile la j , li trova (- 


i l z 
d x d 7 


) 


Digitized by Googl 


CAPO I». ARTICOLO h 


3J1 


dp dt> 

= (j-) ;o pure differenziando l’equazione (— ) = p' nell’ ipotefi che fia variv 
v V 

* A' 

bile ia fola x , li ottiene ( -^ x jj ) — ( > quindi li ha (— ) s= 

(-— ) = f x . Finalmente differenziando i* equazione (-)=/>' nella fuppofi- 

«x 1/ ” 

tt 1 d p' 

rione, che la fola jr lia variabile, li avrà f — — (—. — ) — <j" . Secondo che 

'“3 

o l’una, o l’altra, o tutte due le x, y fi conlidereranno variabili, il differenziale 

d* Z d? z 

terzo di x fi avià efpreffo dalle feguenti forinole (=7-) — r\ (ttt ) 

dx dx dy 

= '\ ( — C ~ OS™» <$) =n <£ ) = 

dx »y dy dx *3 


( ^ L ) = r' ; ( 4 * ) = < ij- ) = r"i ( ) = r"' . Parimente il dif- 

dx dy dx dy 

ferenziale quarto di x fi troverà efpreffo dalle feguenti formole ( 4- ) 

dx 4 

= /; ( ) /' j ( -Jr- ) = x"; ( - 4 ^- ) = ~ > 

<fx dy dx dy dx d y ty 

— x""; e però ( ^ ) = x; 


_ rfr 

4 fx > - dx 

dr'" 


- )=(x.) = ''i ( -4 ) = 


dr" dr ss 

( 4 r > = , “ : ( 4 jr ) = < 




401. Dovendoli pertanto prendere la variazione di una propofta formola V 
data per le variabili x, jr, x, p, p', j, 4', r, r', r", r"' ec. , e della quale il 
differenziale i [ 13] 

dV — L dx 4 - Mdy 4- NVz. 4- Pdp 4- Q/f 4- Rdr 4- ec. 

4- P 'dp" 4- Q V?' -é- R'dr' 4- ec. 

4- Q *di" 4- R'V' U 4- ec. 

4- R"Vr"' 4- ec. , 


hanfi 
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hanfi a cercare in primo luogo le variazioni delle quantità p, p', f, f' , r, 
r', r", r'" «c., che con comiderare la variazione di tutte tre le vari. bili x, y , 
i , fi ottengono nel modo feguente 

,,dp d*x 


{ 




. . . op' . d'i . , HI a-y 

J J ) — P ( J — ), io { —7— )=</»( — T ) — dv ( ) ( — — ) , 

dxdu ' ÌX4V dv „jdu ey 7 dydv 1 

** . . . d'y 


dp' 


iPi 


di 


tip' d 3 z, d 3 s tip 

o fia ( — — ) = ( — — ) — p' ( — jL ). A motivo di a = — - G ha 

*v tydu 1 iydir 7 7 dx 


dv^) = dvl^L).- dv^) (j^),ofia(, 2 )(-^-) = 


d*P 


d*x 


d'i 


di 


d'x 


‘ ss > - r < > : M * * = < TT ) - < s- > < TT > 

^X </* 4 *«V AU 

d l i d'x di d*x d'p d i l 

( ^T ) {SR) “ ( ( s r ^ ,t 0 fw ( ^ ) = ~ 

d*x d % p 

q — f ( z=r“ r ~ ) > “ qual valore di ( ) fotti cui co nell* equazione 

ti X 41/ ^ ^ dxdu 


. . do d* Zi d 3 x d^x 

(U) fommimftra ) — iq {-j-r ) - p (— ). Nello 

dxdu ax " 1 ' dx dv 

fteflo modo fi trova la variazione di e primieramente a motivo di 


dp da' d*Zt 


d'x d'y 

^ ~ 9 ^ dxdu ì ^ ^ di tu ) ~ 






14 , , fl? „ at *’*i 

'< <^> ;earaot,vo dl *' = <-«>> R la ( 7 r)={^p)- 

rf’x „ d'y dh 

?’ - * <^ 3 ;) “ * lTTd?dZ h E U variarfone di ?" è 
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dq" dH 

= <=r T 

* v J - iv 


> a * x AyUv ) F 'jj» 


). 


4j àu ~ J itjl Wt> 

402. Collo fteflb metodo (i trovano le variazioni dell’ altre quantità r , r' , r" 
ec . l'er altro liccome quelle equazioni a tre variabili fono a una fuperficie , e per 
avere la fuperficie variata, baita che lubifca variazione la fola ordinata verticale s, 
che è alla fuperficie, mentre le altre due coordinate x, y fono nel piano orizzon- 
tale, perciò qualora fi dovrà prendere la variazione di una forinola data per le 
variabili x, y, a, 1» dovrà far variare loltanto la *, fupponendo eguali a zero le 
variazioni delle x, j; nel qual cafo le variazioni delle quantità /, p', q, q', j", 
r, r' ec. faranno le feguenti 


a J P 

ivi ) — 

' Av 1 


iv 


d'x, 

^ dxAV 


, dp' . d'x, , , dq 


dì* , ' dq' . d'% 

dv (=r— )idv(-j V ) -dv (7^^- 


dx iv 
ir d*z 

iv ( -TU’ > = dv ( -¥» 


dx dv 


. dq " , d'x, 

>’ dv — dv (— ) ; 

dy dv 

, djr x d*Z ir" 

) ; dv ( -jjj- ) = dv ( ); dv ( ) 


4x </jrdn 


dv 


d*z 

— ( -=r — ) «■ 

a’xijf dv 

403. Stante ciò adunque per avere la variazione della formota V non altro G 
dovrà fare, che nell’equazione [13] dopo aver pollo dx — o, d.y = o foftituire 
in luogo di d.p , dq, dr ec., d />', dq dr' ec., d.q" ec.ec. le loro variazioni poc’ 
anzi trovate, con che la variazione della forinola V dopo aver fatta la divilione 
per dv li troverà effete 


dV 

All 


) = N ( 


dz 

dv 


„ , d'x, 
+ p 


_ d ì z> 

+ Q ' t irz > 


+ R ( - 


d A z , 


dx dv 


. . d'z, A*l 

rf!* Ar, 

+ Ql' (=1 ) + R" ( ■ _f - ) 

dv dxdy dv 


R"' ( 


d'x, 

dy io 


•). 


404. Rimane a vederfi come debbafi operare per prendere la variazione delle 
forinole integrali inchiudenti tre variabili x , y , z, delle quali variabili la relazione 
viene efìbita da una fola equazione. Quelle forme le integrali poi fono neceflana- 
Tomo MI, Y y roen- 
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mente forinole duplicate, delle quali ho parlato all’ Art VI. Capo li , poiché la * 
elfendo data per le altre due variabili x , y, quelle forinole integrali importano U 
fomiti a di tutti gli elementi unto corrifpondenti alla x, che alla jr, confeguentemen- 
te efigono due integrazioni, delle quali una efibifea tutti i valori, che competono 
alla x, e l’altra tutti i valori, che confondono alla y. Tali forinole adunque 
hanno quella forma S S. Vixiy, la di cui variazione fi rapprefenta così 


iV 


dv J. 5. ( ) ixiy , la quale fecondo che nella prima integrazione fi prende 


collante o la x, o la y , acquilla quella doppia efprelfione 

£L 

Au 


JV iV 

iv s- dx s ( — ) ; iv S- h S- ( 77 ) **' 


iV 


40 j. Già al num. 403. fi è trovato il valore di ( — j-j— ) ; che però a fin d’ave- 


dV 


re il valore della variazione iv S. §. ( ) ixiy non altro devefi fare, che qui 


iV 

follituire il detto valore di ( ), con che fi avrà 

iv SS = io S S- N ( £ ) ixiy + 


* SS- Fte) Ixiy + dv S-S Q. ixiy + iv SS- R ) ixiy + 

dx dv ax dv 

d l % d*z d*z> 

iv SS- r «5JJ) ixiy + iv ss. o: CjgpJ) ** + ^ S-S- R' C=r^) ixiy 

d}ti d*z> 

+ rfo SS- QT (=r—) Af/jf + SS- R" -=I — ) ixiy 

Ay iv ixiy iv 

+ iv S-S- R" v (=v~r) i*iy- 

uy iv 

Per ridurre quella elprellicne a un’altra più comoda fi ofll-rvi, che prendendo la 

i l z iz iv iP 

x foltanto variabile fi ha S P f ) ix = P(~^r ) — S- C ) ix < — ); 

quindi procedendo all’ altra integracene , in cui fi confiderà variabile la j , fi et- 

cie- 
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«ne S- S- P (iSi,) ***3 - S- P (*£■ ) 'J ~ S- S- (4r ) (■£- ) 


Parimente con prendere variabile folaraente la j fi ha 

S- P' (^> 4 = P v <-J7 ) - S- (-37) c Vjf, e in confeguenza (14) 


S- S- P' s- P'C-£-W*-S- S-<~) 


J > Zi 

Ne Ilo fteflo modo operando fi trova S-S Q.( — ) dxdy — 

dx dv 

S- Q. ( ) <7 - S-S- C -77 > '*<7 — [con ritorte <l ueft ' ultim# 

d t z 

termine come fi è fatto nell’ equazione (14) 1 S Q.( j- ) — 

dz dO dz d'Q 

S- (-3? > dy 4- S-S- ( "jj" ) ( ==r ) dxiy . Cosi pure 

d>z d'z d 1 z dO* , , 

S- s> ^ ixi 3 = s - * - S-S- <* 25 > (“£■>**= 

(con ridurre quell’ ultimo termine) S- Q 1 ( Wj — S- ( "37 > ("77 3 ** 


-*• s-s-(-è) I" oltre &S-QM ■=£>** = 


d l z dz do" dz . , 

s- S-( 77 ) (-§-)** + S-S<"37> l=r)d*dy: 


d^Zf d~Zj VR 

s. s- R ( =7T) = SM 7^-7 ) - s- C^) (-£- ) «r + 




dx dv 

dz 
dv 




Yy a 


S- R' 
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„ „ rf's , rfR' , „ lz d*R' , 

S- R <Z3J2&> J y - S- C^) < -£->4' + S(-37)(3^)<y- 


dx, dìR' d*z 

S- S- ( "77 ) ( =5 — ) **iy : SS R " ( — — — ) ^jr = 

dx dj dxdj I i/l* 

J*- Jdn\ 


k dj 4 v 4 


Jz, ^R" , fe ,/*R" 

c ^- )<ùf “S-S- <*r> ‘ZtT' y: 


s,s R "' ( #X ) ** = s - R '" ^ * " s ( ^ J ( TT 1 '* 


«/* „ rf'R'" rfz V»R'" 

+ S c -77- ) ( =r- ) <** — s- S- ( 77- ) ( ==r > ^ • 


Per io che raccogliendo tutte quelle forinole, e ordinandole, fi troverà che la va* 
riazione cercata viene efprelTa da 


iv S-& { - 7 U UxJ3 


d p 

dx 


£ 0 . 

dx 1 


n - ( —r- ) + (=-?>- (===r > cc - 


_£R 

17 


d " ' iPQ' </3R' 

-<7r 1 + < ra, 




rf’Q" i/ 3 R" 

+ ( 3 = r)-( 77 rr)eC - 

^'R'" 

“ ( =r=r ) tc - 

d 3 


-f- iv 
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dz _ , d'z d.Q dz 

$■ < " 3 T ) M J + s* < 53 ^ ) QA» — S- <7 ( 7 J- ) ( ) + 


_ „ , . /■» _ . , dR ddz „ . d ! R dz 

s ' J < s r 7 8 ? “ ( ^r> to + ** ( ^> ec - 


, dR d*s 


+ dv -i 


I dz d l z dQ ' ds 

j -*-s< *D pv* +s i Wv ) <*» - s* (-S- > c-ac- > + 

, </Js , i/R' d’ai d 1 !?' da 

s R * <£$&> -s-^< 7T> te> + m t*r> ec - 


</*;& </(V x dti 

+ S- QrAr-S.A(^.) <7r ) + 


d>% , rfR" <Pz d 1 R" da 

S R ' V * <d^dl> - s (-77) <d^> + $•* C^) (— ) «. 


d'z d K"' d‘s rf'R'" dz 

+ S . R ^ ( _ , - S ^ ( 'L- ) <53S I +SA («. ) (-37 ) .c. 

V. 

che rapprefentare fi può ancora fbtto la feguente forma 

dP „ d 1 Q diR -> 

N -c s -) + (=r-)-<^r-)« 


dK'" d 1 * 


d‘R'" . dz 


dz 


dv S-S- ( *37 ) ^<7 -j 


df A d*C£ d>R' 

(TQ" d 5 R" 

+ <=r-)~ ec< 

djr dxdj 

d>R'" 

- ( ==r> «• 
*3 


, dz _ dQ , d*R d*R' 

+ S . ( _. } [P _ (-^- ) + <=r- > + ( 3^ ) ec. ] 


4- de/ 
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di , d T jO" d*R" J'R'" , 

4- * s- <-37 ) dx t p '— ( zr )_ ( dj ) +<-^ 7 ,' +( -^ rr> ec ’ ■* 

+ 'HO.- (•£>- < 4 r> ec -3 


Z'* , JR" '*■ d R'" 


dy 


d l z> d}*» ^2 

+ dv s- C j-r.) Q 'Jy + dv S- ( — — ) R dj + dv S- (-=1 — )K'"*x + 

< L“ J dx d.? dj dv 


dv S- ) K'dj + *» S- ( j^To ) R"'* «. 

406 Trattandoli di trovare una fuperficie, rifpetto a cui diventi un maflimo, 
o un in nimo il valor della formola S-S- Vdxdy variata, è di meftieri mandare a 
zero la prima parte della variazione, cui compete doppia integrazione, con che 
fi ha 


NT , d? % , d l Q # d>R 

o = N — ( -j— ) 4 - ( = 1 - ) — ( a=rj- ) ec. 
dx dx dx 


dj 


d" d i <y d!R v 

-<nrr) + (C5)-t^>« 

,d t Q'' d ! R" 

+ ( ==r ) “ (~ ) ec. 

dy dxdy 

J ! R"' . 

— ( ==7- ) ec. 


r 


AR- 
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Velia maniera di far ufo del calcolo delle variazioni per trovar le equazioni di quelle 
curve, cbe godono della proprietà di un majpmo , o di un minimo. 

407. T Maffimi, e i minimi, che ora prendenti in confiderazione fono di una na- 
JL tura affai diverfa da quelli, de’ quali ho trattato all* Art. IV. Capo li. 
Tomo V., mentre quelli riportanti foltanto a un punto, o due, o tre della curva, 
laddove quelli dipendono da tutta la curva; onde è, che nel cafo prefente la 
quantità , che deve eflere un maffìmo, o un minimo, non può, benché poco, va- 
riarti, fenza che la curva fubifca qualche mutazione, lo che non accade rifpetto ai 
maffimi, o ai minimi, che al primo calo appartengono. 

4od. Quantunque ad altri ufi fervir pofla il prefente calcolo , come fe n’ è 
fervito il celebre Sig. De la Grange nel Tomo III. delle memorie deila Reale Ac- 
cademia Torinele, noi ci contenteremo di farne l'applicazione al modo di determi- 
nare le curve, che godono della proprietà di un maliimo, o di un minimo, lo che 
di motivo ha fervito a inventario. Il problema adunque, che qui fi prende a trat- 
tare è il feguente : Data una formola W comporta comunque dalle variabili x , y, 
o x, y, z, e dai loro elementi di quallivoglia ordine , cercati di trovar l’equazio- 
ne efprimente la relazione , che pafiar deve fra le dette vatiabili , affinché la va- 

d W 

nazione d v ( -j-j- ) della data formola W xifulti eguale a zero . In cafo che la 

, / ... 

queffione non riguardi i maffimi , o i minimi, la variazione dv ( --j— ) ti dovrà 

fjre eguale a una auantità data a tenor del problema . 

409. Ora giulta la Teoria de’ maffimi, e de' minimi fe la curva CpD [ Fg. 
24.], che é dotata della proprietà di un maffimo, o di un minimo, fubiià una va- 
riazione infinitamente piccola, la detta proprietà rimarrà invariabile anche rifpetto 
alla rifiatante curva variata, e però la differenza, che da quella variazione provie- 
ne, farà eguale a zero: Come dovendofi determinare la curva CpD, lungo la qua- 
le cadenoo un grave arrivi in un tempo minimo da un di lei dato punto C all’al- 
tro D, il tempo farà pur lo fteffb comunque in di lei luogo fi confideri l’altra 
C q Q^ infinitamente poco da lei difcorriar.te : Per lo che fe calcolando la differenza 
rifultante nell’ efpreflìon del tempo ; fi farà effà in feguito eguale a zero, verratii 
con ciò a rilevar la natura della curva cercata. 

410. Non é poi neceflario, che tutta la curva EnD (Fig. 25.) fubifea va- 
riazione, ma balla ancora, che ella acquirti una mutazione infinitamente piccola in 
un luogo indefinito, come farebbe rifpetto all’archetto infinitefimo qnt, che fi mu- 
ta in qmt, e l’ordinata P« nella Piw , ove la variazione n m é infinitefima rifpet- 
to all’ archetto qnt: Che però fe alla curva EnD competerà la formola 
§. VJx, faià lo fteflò il valore di quella formola, che compete alla curva EnD, 
c alla curva variata EqmtD. Quindi fe fi tratterà di determinar la curva EnD , 

con 
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con fare eguale a zero la variazione delia detta forinola S- Vdx, fi dedurrà 1’ 
equazione della curva cercata. Intanto poi non è necefiario il far fubir variazione 
a tutte le ordinate della curva E»D, ma fuppot fi pofl'ono tutte le loro variazio- 
ni nulle, eccettuata quella, che compete alle ordinate corrilpondenti all’elemento 

S r dell’ abfciflà , inquanto che le variazioni fono arbitrarie, e indipendenti le une 
le altre. Per m ggior chiarezza vediamo ciò coll’efempio. Propofta eflendo la 
formola 5. Vdx, nella quale la V è data per le variabili x, y, ha HpqL (Fìg. 
ztì.) la curva, di cui un’ abfcilfa è AM — x , e la corrifpondentc ordinata é 
M p — jr , e fuppongafi, che quello integrale S- Vdx vada a zero, allorché fi fa 
x = o. Siccome poi la forinola S. Vdx rapprefenta l’area di una curva, della 
quale l'ordinata i V, fia RmeS quella curva riferita allo Delio alfe delle abfcille 
AB. ed V fia = M*. Eifendo MN = Jx, farà adunque Vdx — Mro»N, e 
5. VWx = ARbiM . Ma in calo, che cialluna ordinata y fubilca variazione, on- 
ci y 

de fi abbia d v { -j-j- ) = pP , riceverà pur variazione l’ ordinata Mi» , con che 


dV 

fi avrà do ( -j— - ) — i»E. Quindi la variazione di Vdx elibirà l’area i»EF», 

che è la variazione dell’area M«»N, e la variazione della formola Vdx fom- 
miniftreià l’aiea RmtC, che è la variazione dell’area ARmM . Che fe ficcome 
col fare x = o fi ha §. Vdx = o, cosi col fare x = «, fi avrà §. Vdx — G, 
ed AB fia = a , in tal calo pollo x — a, fi avrà g. Vdx — ARmSB — G, la 
di cui variazione farà RwòDEC. Qualora pertanto ARmSB = G debba ellere un 

d G 

mafiìmo, o un minimo, fi avrà Rw.SDEC = dv — o. Ma fitcome le 

variazioni fono arbitrarie , e indipendenti fra loro, fi potrà ridurre la variazione 
RraSDEC, che è la fotnraa delle variazioni elementari mEF» a quello foto elemen- 

d G 

to mEF», nel qual cafo la variazione di Vdx farà — dv ( -j-j- ) ; confeguente- 

tnente allorché l’area ARmSB = G farà un maffimo, o un minimo, fi avrà egua- 
le a zero .a variazione di Vdx. 

411. Prem.'lle avendo le necelfarie nozioni , veniamo adeflo alla foluzione de’ 
problemi: E primieramente debbali determinar la curva, rilpetto alla quale la for- 
mola §. Vdx é un mafiìmo, o un minimo (la V é data per le variabih x, y fo- 
lamcnte). Elfen :o d V =. M dx ■+■ bldy, e non confideranno, che la fola varia- 


dV 


dy 


dV 


zione di jr, fi avrà d vdx ( — — ) = dv N dx ( — — o fia dx ( ) ee; 


d y 

N dx ( — — Ma rilpetto a un mafiìmo, o a un minimo la variazione dovendo 


an- 
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Jy 

andare a aero, fi otterrà dunque Nix ( ) = o , e in confeguenza N — o : 

che è l’equazione cercata , dalla quale fe fi dedurrà il valore di y, che pofc ia fi fofti- 
tuifca nella formola S-Vix, quella formola integrale rifulterà un mafiimo, o un minimo. 


411. Sia a cagion d’ efempio V = L a'j } -f- bx'y — a x by, e però 

S- Vix = $. “ ■+■ bx x y — a'by^Jx. Si differenzi la quantità V ritenen- 

do la x collante, e ne verrà 4 V — N dy — a'y 1 +■ bx x — a l b)(Jy, confeguen- 
temente N zs a* y x 4- bx l — a x b . Dunque l'equazione alla curva cercata doven- 
do elfere N =0, li ha * l y x -f- bx x — * l b = o, la quale equazione é all’ elifìé 
(pel num. 154. Tomo IV. j, di cui il femiafie tianfverfo è =4, e il femiafie con- 
iugato i — >/b. Da quella equazione fi ricavi il valore di y, che è 


_ v'i.i 1 - bx l 


, il quale con fupporre la x infinitamente piccola fi riduce a 


j — \?b. Si foRituìfca quello valore di y nella formola propalla, c fi avrà 

S- — «y 4- bx'y — a'by^dx = g. i- a l b^b — » x by/b^dx 

(poiché il termine bx\b infinitamente piccolo fi trafeura) =; $. — “ a x b^b\dx 

z=z — y a*iy/é)(x. Per accertarli fe quello (ia un maflimo, o un minimo, fi pren- 
da in luogo di y qualunque altro valore , per efempio y ~ o , e follituendo quello 
valore nella formola propolla , elTa fi cambierà in S. orfx , lo che fa vedere, che 

S. — i. a'bf/b^Jx è un mafiimo negativo, o (ia un minimo. 

41$. Cerchiamo in fecondo luogo la curva, rifpetto a cui la formola 

S- — at,xì y + aH *y — ~ a y'' -t- j- ~ a x byì^dx 

é un mafiimo , o un minimo . Efièndo V = a l y } x — abx'y 4- a^bxy 




ì. bx 1 y ì — ~ a l by * , differenziando ne!!’ ipotefi di x collante fi ha 


i'J — N./jr — 2a‘y l x — ubx> +■ u } bx — my* +■ bx‘y x — ^7 « 

e però 1’ equazione alla curva cercata dovendo edere N — o, fi ha za^j’x — abx } 
-f- a}bx — 2<-y* 4 - bx x y x — «‘by x = 0, o (ia 

ax — yX la y‘ ~~ b*' 4- » l b — o equazione alla curva cercata. Ma ficco me 
quella equazione rifulta da due fattori, perciò fi hanno due curve, delle quali la 
piima è una parabola efibita dall’ equaz ; onc «x — y x ~ o ; la ficonda fommloi* 
lltata dall’equazione 2 *y l — bx x + rt = o è ali’ iperboli riferita al p. rams- 
Tomo VII. Zz tto 


* 
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3<5i 

tro = 6 [giuda il rum. 159. Tomo IV.). Dall’ una, e dall’altra fi prenda il valo- 
re di y confiderando la x infinitamente piccola, e dalla prima fi otterrà y =y 'ax\ 


dalla feconda y zz J/' — ~ ab. 11 primo valore di y riduce la forinola propella a 


S. — a>bx </ax \ix -, e il fecondo valore di y la riduce a 


§. — « 3 ó* \/ — ~ ab , che è immaginaria ; e la prima formola 


s 


tfbx ì/ax\dx, con giudicarne nella maniera praticata nel precedente pro- 


blema, fi trova elfere un mafifìmo. 

414. Abbadanza s’ intende, che l’ equazione alla curva cercata farà Tempre 
un’equazione finita; qualora la V larà data per le fole variabili x, y. Per alrro 
ancorché la V contenga le variabili x, y , p, l’equazione cercata fata Tempre fini- 
ta, purché la formola propolla abbia quella forma g. V'pdx (prendo V'p — V , 

dy , ... 

e f = —j— ; e la V' è data per le variabili x, y), o più generalmente 
dx 


# dy 

S. V -+- V'p)(dx, Poiché S. V'pdx con follituire — 1— in luogo di p fi trova cf- 


fere g. VVjr, che non difeorda dalla formola §.Vdx, fe non in quanto che le va- 
riabili fono permutate. Il calcolo pure fa veaere lo dello. EiTendo V'pdx zz 
JJ. Vdx, e però V ~ V'p, il diff rrnziale di V fia dV = M dx -4- N dy -4- Vdp , 
c di V' Ha d. V' — M 'dx -4- nVji, quindi il diff;renziale di V'p farà D. V'p 
= M 'pdx -4- N'pdjr 4- V'dp ; ma quello é lo dello differenziale , che com- 
pete ad V ; quindi li ha M M'p; N N'p; P := V'. Dunque l’equazione 

dV 

alla curva cercata dovendo elfere N — — = o, o fia N'p — 


dV' 

dx 


zz o , con follituire in luogo di dV ' il fuo valore antecedentemente 


trovato , fi ha N'p . — M' — N' £jL — o , o fia N'p — M' — N'p =0 

a x 

e però — M'= o equazione finita poiché M' è data per le fole variabili x,y. 

. » 
Nello (ledo modo data effendo la formola ^.V -4- V'p)( dx, fi trova, che l’equa- 
zione elìbente la curva cercata é N — . M' zz o equazione finita , poiché tanto 
N, che M' è data per le foie variabili x , y. Di fatto la formola, che dev’ elle- 

re 
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re un maflimo , o un minimo fia $. V 4 -V'pYdx. Sia dV — Mdx + Ndy. 
e dV' — MVx 4-NV7, onde il differenziale di V 4- V'p fari M dx 4- N dy 4- 
M'pdx 4- N'/iji + \'Jp. Ma (pel num. 384.) l’equazione alla curva cercata è 



=0, cioè nel calò prefence Nf N'p 


dV' 

d x 


— o, vale a dire 


( con foftituire il valore di dW' ) N 4- N ' p — M' — N' == o , o Ila 


d y 

( con foftituire p in luogo di ) N 4 - N' p — 


N — M' = o. 

415. Le forinole trattate ci hanno portato a equazioni finite: ora confidere- 
remo quelle, dalle quali fi deducono equazioni differenziali di fecondo ordine, e 
tale è la formola 5. Vdx , ogniqualvolta la V fia data per le variabili x, jr, p, in 
modo però, che nel fuo differenziale dV=Mdx4-P4dy4-Pdp la P contenga le va- 
riabili x, y, p , poiché fe inchiuderà folamente le variabili x, y, l’equazione, che 
fe ne otterrà, farà finita, come ho dimoftrato nel precedente num. 414. In cafo 
pertanto, che la P contenga le variabili x, y, p, l’equazione efibente la curva 


cercata farà N — 


d P 

77 


== o, come ho detto di fopra, 


e come ancora rilevar fi 


può con oflervare , che la formola §.Vdx rifiatando un maflimo, o un minimo, 
allorché la x acquifta un certo valore , per efcmpio diventa x=za , nel qual cafo 
la formola S .Vdx, che é un maflimo, o un minimo, diventa (pel num. ^10.) 
= G , in allora la variazione di G dovrà edere eguale a zero , la qual variazio- 
ne giuda il num. 38 3. è 


(15.) dv S. dx (-^-) [ N - ~ 4- ^ 5 -ec. ] 


d y gm d Q 

'-'tt’ [ p -7T 


dx 
ec. ] 




Ma per avere tutta la variazione di G dovendoli prendere x —a i in tal cafo la 
y rapprefenterà l’ultima ordinata corrifpondente ad x e ficcome le variazio- 
ni fono arbitrarie, e indipendenti, fi potrà prendere quella variazione di y, cioè 

_ 


/ 


Zz 1 


dv 
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dv ( ~~ ) eguale a zero, con che andrà a zero la prima parte affetta dal fè- 

d V o 

gno d’integrazione della variazione (15), con che fi avrà N - f- 

" x dx 

d> R 

— — — ec. = o, cor.feguenteroente 1’ equazione alla curva cercata nel prefente 


dx 3 


d P 


cafo viene efibita da N — = o . 

a x 


416. Siccome poi per ipotefi la lettera P contiene la f : 


d x 
</_P 

T7 


, perciò in 


d P hanno luogo le differenze feconde , confeguentemente N — o è un’ 

equazione differenziale di fecondo ordine, la quale perciò ammette due collanti 
arbitrarie , che verranfi a determinare con far paffare la curva per due dati 


punti 


417. Debbafi determinare l’equazione di quella linea, rifpetto a cui la for- 


mola 5!' ]/dx 1 + dy' è un minimo; e poiché quella formola (pel nunr. 
253. Tomo V.) è f efprelhone dell’arco infinirefimo , o lia dell’elemento della li- 
nea, perciò la linea cercata dovrà efl'erc la minima fra tutte le linee riferite alla 
medelima abfcilfa. Nella formola propofta fi foflituifca fdx in luogo di dy, e con 

ciò fi otterrà S. Va’ x =. S- d x y 1 1 4- pp , e però V = ^ 1 •+• p p , il di cui 

e d p 

differenziale t d V — — . Quindi rifpetto all’ efpreffion generale 

V» -+-PP 


dV ~ Mdx 4- N dy 4- Vdp fi ha Macco, Nazo , P— 


Vn-p? 

d p 


Adunque of- 


fendo Na=o, l’ equazione alla linea cercata fi ridurrà a — 

P P 

D. — — o , o fia D. = o . Ora quella equazione fuilille 

Vt-bpp V«+PP 

comunque fia o p—O', o dp—O', e in confeguenza integrando 

p ( , d y 

p — A; o — - == A. Prendendo p — o, con follituire ■ in luogo di 

V t 4 -pp * x 

«A 
fi a- 
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m y 

fi avrà = o , e però dy = o, onde integrando fi trova y = A equazione 


alla linea retta parallela all’ affé delle abfcifle , la di cui lunghezza è eguale all’ ab* 
fcifla .v, e quella è la più breve fra tutte le linee riferite alla medefima abfciflà . 
Se 1’ abfuffa farà AB (Fig. 27.), e fi prenda AC eguale alla collante A, la linea 
cercata farà CD. . . 

418. Prendendo dp=o, con integrare li avrà p = A cioè (con iouituire 

in luogo di p) = A , e però dy — A dx, onde integrando di nuovo 


—e_ = A , e però dy = A dx, onde integrando di nuovo 


fi trova y — A x B. Per determinare le affiinte collanti A, B è di medieri fif- 
fare due punti , pe’ quali ha da paflare la linea dell’equazione trovata, che è alla 
linea retta. Dalle eflremità pertanto A, B dell’ abfcilTa fi alzino le normali A C, 
BD, nelle quali fiano dati i punti E, F, pe’ quali deve paflare la retta cercata. 
Si dica aE — g, BF — /, AB=rè. Adunque qualora è x:zco, fi ha 
_y~AE=:B=^; e qualora è x — k,i fi ha y =f ■ Quindi fe nell’equazione 
jr = Ax-*-B fi loftituira /in luogo dijr; /(.in vece di x, eg in luogo di B, 

eflà fi cambierà iti f —A k + donde ricavali A — ~ , nel qual modo fi fo- 

no determinati i valori delle due collanti A , B, confeguentemente l’ equazione 
cercata è y =z * •+■ g efibente la linea EF minima fra tutte le altre rife- 

rite- all’ abfcilTa AB, e che paflimo pei punti E, F. Se i punti dati faranno per 
efempio M, N, la cercata linea minima farà GMNH. 

P f 

410. Prendendo D. — F - =0, con integrare fi ha — : = A, 

Vt-hfP Vi-hpp 

e però p — A V 1 ~i~ P P 1 onde elevando al quadrato, e ordinando fi trova 

A* ’ A 

p 1 = , cioè con eftrarre la radice quadrata p — •— ; P*t 

r 1— A*’ Vi— r ' 1 

che ponendo = H, fi ha p— H, confeguentemente dy — Wdx (giuda 

Vi — a 1 

il num. 418.). 

420. Deobafi patimente trovar P equazione alla curva, rifpetto a cui la for- 
inola V' d x A y è un maflimo, 0 un miaimo. Con fare dy = 

pdx 
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pdx quella formola fi cambia in Q. ^ ^ 1 — S- V dx ; onde fi ha 

° 3 


V = — * ? JL , e differenziando dV — — ^ 3 V ^ 4- P V _j_ — f?? -m ^ 

3 3 l 3V‘+PP 

Rifpetto adunque all’ efpreffion generale d V = Mdx -t- Ndy -f- P dp fi ha M:=o; 

N — — V ; 4- P P _ . p __ — t Ciò pollo fi prenda 1’ elprcflion ge- 

3 l 3 V 1 4- PP 


cerale dell’equazione cercata, che è N — ^-L — o, o fia N dx = dP, che 

d x 


( mediante la moltiplicazione per p ) fi riduce ad N pdx = pd P, o fia (con Co- 
nituire dy in luogo di pdx ) Ndy pd P. Ma eflendofi trovato dV — t\dy 
■+■ l'dp a motivo di M =z o, con fortituire pd P in luogo di N dy, fi ha dV=z 
pdl* + P dp , il di cui integrale è V = Pp -j- A. Quindi con foftituire 


Vi 4- p p 


in luogo di V, e 


in 1 1 1 


__ VP 


3 V » +pp 

i 


4- A, onde con trasferire, e ridurre fi ottiene 


; = A ; per Io che fe fi prenderà A — , fi avrà 

3 V * •+• pp Ve 


= — — , la quale equazione elevata al quadrato, e ordinata di- 

3 V « 4 - pp ve 

venta p* = — - , e però p= L i , , o fia Li — Y '. e ~^ , che 

3 3 •* 3 

y d y 

ordinata trovafi eflere d x =: — * -- il di cui integrale è 

*'*-■>■ /" 

* — — Ve — jr* 4- B, conléguentemente * — K — £ 4- = o equazione 
cercara, che £ al circolo avente il raggio — ^ g, allorcliè fi determina la celan- 
te B in modo, che ponendo jc— o, fi abbia j—O, nel qual cafo l’equazione 
trovata fi riduce a B 1 — g, confeguentementc l’equazione alla curva cercata è 

3 — j Ve x *— **• 

421. Da quella equazione y 1 = 2 y/g X * — *’ fi prenda il valore di *, che 


è x 
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è x = ± y'g — j l ( il di cui differenziale è + — ■ — , e però 

vg—y 

d x * = - — — — . Quello valore di d x * fi foftìtuifca nella formola prò- 

g—y 


polla y....* x J 3 , con che eflà diverrà 


S ì/y J y •+■ g — y X d y __ c Vg- * y t , 

. = S- — - , che con fare g — a. 

yV g — y* ° JV g— y l 

fi cambia in Q. ~==rr i il di cui integrale (pel num. no. Tomo VI.) 4 

° yV^-y 


l. _f 2_ , che 4 un minimo giu Ila le cofe dette al num. 412. 

y 

422. L’ equazione cercata farà pure differenziale del fecondo ordine, ancor- 
ch4 nella forinola propella S- V d r la V fia data per le variabili x, y,p.q, pur- 
ch4 nel differenziale di V, che 4 d V rr Mdx +- Nijr -+■ Pdp +■ Qd 4 la quantità 
non contenga la variabile 4 , o fia venga data per le fole variabili x,y, p , nel 
qual cafo la formola g. V dx fi rapprefenterà così $. V'qdx, onde fi ha V = 

V'4; o pure più generalmente g. V + v'})( dx, ove V, ed V' tanto in una, 
che nell’ altra formola fono dace per le variabili x , y, p: Poichò , quanto alla for- 
mola g. V'qdx , fi prenda il differenziale di V', e li avrà d. V' —M'dx-hP*'dy 
-+- P 'd p , conleguentemente il differenziale di V' 4 farà D. V' 4 := M' 4 -f- 

N' 4 dy -t-P'qdp -+-V' d 4 ; e però paragonando quello differenziale col preceden- 
te differenziale di V, fi trova M = M'4; N^zN'fj P = P'4; Qj=:V'. Ora l’c- 

j p d l Q 

quazione alla curva cercata elfendo N -+• ~r~ = o , o fia N — 

dx dx 

1 dO . 

_ d. ( P 4 - "') = °> C0D l" 0 H‘ tu ‘ re P' ? in luogo di P, e d. V' in vece di 

1 d V' 

d. Qj elfa diventa N i(P'4 ) = o, o fia [ con foftituire in 


. d V' . , , , M'rfxq-N' dy-l-V'dp . nv 

luogo di il fuo valore, che 4 ■ — ; — M' -+- N'/> +• P' 4 ] 

dx dx 




N — 
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N — ^ i. [ — M' — N'/] zzzo, la quale con effettuare la differenziazione 1 n- 

;M' /N* jp 

dicala paffa ad effere N 4 1- p 4- N' -f = o , vale a dire [ con 

a* dx dx 

iv i M' d N' 

foftituire q in luogo di— , ed N'« in vece di N ] 2 N'« H hp -^—=0 

dx dx dx 

equazione alla curva cercata, che inchiude foltanto i differenziali di fecondo ordi- 
ne. Cello Beffo calcolo fi troverà , che rifpetto * alla forinola 

S- V 4- V' q X d x 1* equazlon generale efibente la curva cercata è N — 

dP . ... , d M' dN' 

rv + 2N? + 7 r +f -77 = °- 

425. Ma fe fra tutte le curve riferite alla medefima abfciffi fi dovrà deter- 
minar quella, rifpetto a cui la forinola g. V dx fia un maflnni, o un minimo, e 
la quantità V fia tale, che nel di lei differenziale dV = M d x 4- N dy 4- P dp 
4-Q dq la quantità Q^fia data per le variabili x, y , p, q, in tal cafo la forma 

d? d l Q 

generale dell’equazione cercata farà N 4- — -S:= o, che £ equazione 

ix dx 1 


differenziale di quarto ordine, e che però involve quattro colanti arbitrarie, le 
quali riceveranno le loro determinazioni col far pallore la curva per quattro pun- 
ti . Si condurrà poi la cuiva per quattro punti facendola paffare per due termini , 

a». 1: 1. j.... 


in ciafeun de’ quali la tangente riceva una data pofiziooe . 

424. Va^j ci fi in quella foluzione poffono aver luogo, cioè o può effere 
Mz=o, ovvero Nz=o, o pure P = o, o fia può effere nel tempo Beffo Mzzo, 
N~o, oppure N.zzo, Pazzo. Qualora fia N-zo, P — o , l’equazione alia cur- 


0 .- 


va cercata fi ridurrà a — > = o, che integrata efibifee — — = A, e di nuovo 
1 dx 


' q 


dx 


integrata fomminiBra Qzz:Ax+-B. Se farà folamente N = o, l’equizione alla 

curva cercata farà — ■ — 4- = o, o fia — dP 4- ^_2r-z= o, il di cui 

dx ' 1 


dx 


integrale è — P4- — A : Che fe oltre N =0 fa:à ancora M zzo, poiché 

dx 

a motivo di effere N := o , l’ equazione cercata fi è trovata effere — P + 

do 

~~ = A, lì moltiplichi quella equazione per dp, con che effa diverrà — va 
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-4 -dp — a =: Ai» , o fu — P dp +. q dO — A dp . Ma eflendo M =o, N=o, 

àx 

il d ff.*r<*niiale di V è iV = Pi» 7 , dunque fornmando quella eq uaz : one 
colla precedente li trova QJq +- qd<i.~ ' i? 4r i V ; il di cui integrale è 
— A p +- '/ 4- B . Se poi tira fou.neiitc M^o, onde il differenziale di V fiaiV 

iP 

= Nij4-Pip 4- Qi f , li moltiplichi per pd x l’ equazione N — — 4. 

i* O : 

— -d> = o, che è alla curva cercata , con che efla diverrà Npiar — p </ P 4- 

dx 

i 1 O i* Q 

» - — o, o lia N dy — pi P+ p — — re: o , che fi fommi colla precedente 

dx dx 

equazione iVr=Nijr4-Pip-f-Qij,e fi avrà iV — P d p ~ p dP -t- 

pl-3- — Q_i q — o, il di cui integrale è V — Pp -hp -^S: — Qjj — A. 
àx dx 

4*5- D ebbafi determinare l’ equazion della curva , rifletto a cui la forinola 

S dx 4- i 1 y 

• j— è un malfimo , o un minimo . Si Ibfiituilca q 1 dx in luogo di 

d‘ y , e con ciò la detta forinola fi trasformerà in S- i * X 1 4* H 1 > che para- 
gonata colla formoli generale S- V dx fomminifira V=t -+- qq . .Se ne prenda la 
differenza , e fi avrà iVr=Mix-f-Niy Pip -j-Qi ^ zzi qdq, confeguentemente fi 
ha M =o, N zzo , Pzzo , Q =z iq: Per lo che [giufta il nurn. 414. ] l’equazione 

alla curva cercata e fendo Q.= A*+B, fi ha z^rcAx+B. Si foftituifea d -~- 

dx 

in luogo di q , e con ciò effa fi cambierà in 2 dpzs A xd x +■ B d x , il di cui 

integrale è tp=i Ax' + Ba + C: Quindi fe fi foftituirà ■? in luogo ci p , fi 
2 dx 

otterrà 1 d y z= -1 A x‘ dx 4- Bxdx +• Cd x, che integrata efibifee iy = 

~ A x* 4- j- B x* -t-Cx -bT equazione cercata. 

416. Che fe fi dovrà trovare P equazion alla curva, rifpetto a cui la formoli 

. x ^ fu un rnaiSmo, o un minimo, fi fofiituifea q * x* in luogo di 

Tomi HI Aaa d‘y, 
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i* jr, e pJx in vece di Jj, lo che ridurci la forinola propofta a 

S- * x ^~~~ > che paragonata colla forinola generale S» V ix efibifce Vz= 

, il di cui differenziale ldV=Md*-(-Ni/T + Pi/; + Q i q =z — 
P 


fo-X-" 1 "? -+• e però M = o, N=o, P=— ( — > Qj= 

pp p pp r 

Quindi [ giuda il num, 424. ] 1 ’ equazione alla curva cercata è Q^ =z Ap + V -4- 

B , cioè 1 =c A p -f. iif 4- J$ , confeguentemente — ^A/+B, e — 

P P P 

B 1 

1 = Ap* -f-B p, che ordino cosi p* -J p = — — , da cui ricavo il valore 

A A 


di p, che è p zs — 


B 

7T 


± 


4/ — 4 rt -4- B* 

7À 


che con fare — 


B 

2 A 


a- V-4* + Bl _ C 
2 A ’ 


rapprefento cosi p = C . Soflituifco / ■* 

d x 


in luogo dip, e trovo J jzzCdx , il di cui integrale è equazione 

cercata . 

427. Le cofe dette fin* ora moflrjno abbaftanza come per qualfivogla altro 
calò ai forinole date debbafi operare ; n >n altra difficoltà fu di ciò incontrandoli , 
chp quella d’ integrare le provenienti equazioni , 


CA- 
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Delle Traiettorie. 

4x8. /—'O! nome di Traiettoria intende!! quella linea, che fotto un’ angolo co* 

* — t flante interfeca una propella famiglia di curve. Tale è la curva D C, 
che fitto 1 ’ angolo collante CH/ [ F;g. 28. ] interfeca la famiglia di curve A f, 
Ad, A e , A b ec. 

4x9. Quelle curve A/, Ad, A*c ee. appartenendo a una ftefla famiglia , fo- 
no tutte perciò rapprefentare da una ftetìfa. equazione, la quale equazione alfine di 
poter rapprefentare nel tempo Hello tutte quelle curve deve contenere, oltre le 
variabili x, y, una quantità — a, che fi confiderà come parametro, il di cui va- 
lore in una Itefsa curva é collante, ma varia continuamente allorché fuccelfiva- 
mente fi pafja da una curva a un’altra: Così per efempio l’equazione y 1 —ax 
efib Tee la fola parabola A f, qualora fi a filagna ad a un certo valore , come fa- 
rebbe e=t; ma facendo a -j, fi avrà la parabola A d ; facendo a — 3 , fi ot- 
terrà la parabola A c, e così in poi variando continuamente ali’ infinito il valore 
di a , dall’ equazione y 1 = * x verrà fomminillrata una famiglia d’ infinite parabo- 
le . Lo flefso fi dica dell’ equazione yy = aa — xx, che con variare fuccelliva- 
mente il valore di a all’ infinito efibilce infiniti circoli aventi tutti i centri fu di una 
(lefsj retta, e toccanti!! in un medefimo punto. Nell’equazione all' anzidetta fami- 
glia di curve oltre -il paramento =s a vi polsono aver luogo altte quantità 
cattanti b, c, c ec. le quali in tutte le diverfe curve riterranno Tempre lo ftelfo 
valore: Come fe nell’ equazione iby l — ax* — ab* fi andrà variando continua- 
mente il valore di a, fi avrà una famiglia d’iperbole, rifpetto alle quali il valere 
di b farà Tempre lo ftelfo . 

4^0. Trattandoli pertanto di trovare la traiettoria DE [ Fig. 19 J, che tag'ia 
fotto un’ angolo collante dato una propolla famiglia di curve , delle quali una è 
AjC, e delle quali è data l’equazione per le variabili x,y, a, fi oflèrvi, che nei 
punti, in cui la traiettoria DE inceifeca ciafcuna delle curve, le coordinate AM 
— x, Ma=:y, fono comuni, tanto alla traiettoria, che alla curva intetfccata ; 
quindi è, che avendofi già l’equazione alla famiglia delle curve, fe mediante la 
condizione della lezione delle dette curve colla traj-, ttoria , fi potrà ottenere un’ 
altra equazione, che lia data per le lleìTe variabili x, y, a, eliminando coll’ aiu- 
to di quelle due equazioni il parametro a , fi giungerà a una equazione data per 
le fole variabili x, y, che fara la cercata equazione alla traiettoria , mentre ri fi 
guarlanlo elfa egualmente tutte le curve da interfecarli, deve contenere le fole 
variab li x, y, elclufo il parametro a , che varia in ciafcuna curva. 

45 1. Ecco poi come la condizione dell’ interfezione delle curve colla traietto- 
ria può al bifogno fomminìftrare una equazione. Effendo collante, e noto i’ ango- 
lo njb, che la traiettoria DE fa con ciafcuna delie csrve AC da interfecarfi , è 
cognita del pari la tangente di quello angolo, la quale chiamo = 4. Stante ciò all’ 
ordinata Ma fi conduca infinitamente proflìma l'ordinata mb, che incontretà in b 
la traiettoria, e in n la curva AC, pofeia fi tiri aq parallela ad A B, e chiaman- 
do = » la tangente dell’angolo ha q , fi avrà t » :: ,1 q (= 4 x): qb (r= dy),c 

Aaa a pesò 
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però , — , . E (Tendo poi data l’equazione alla curva AC, fe da quella equa- 

ex 

zionc fi ricaverà il valore di y, cbe farà dato per x , a , con prenderne il diffir- 
renz ale fi avra dyzzpdx -i-qda, che rifpctto alla fola curva A C fi riduce a 
iy — pd x , a motivo di a collante , confeguenremence il valore di q n farà 
= dy Adunque chiamando 1 ’ angolo naq , fi avrà 

t d X 

i: : aq(-dx'): q» (=fdx), donde ricavali «= r — = p . Effendofi ora 

trovati i valori delle tangenti degli angoli hi q — « , naq — fi avrà ancora [pel 
num. 37. [ XV.] del calcolo de’ triangoli piani Tomo III.] il valore della tangen- 
te, thè compete alla differenza dei detti due angoli », », o fra all’ angolo ian, 
che è 


Tane.» — • — r X ~*~ ang ' * ~^‘‘ ng ' * = [con foftituire in luogo di 

r 1 +■ Tang. * X T*ng. » 

dy . 

Tang. » il fuo trovato valore ~ , e in luogo di Tangente • il fuo valore p , ed i 


in vece di r ] 



i 



d y — pdx 
ix -t- pdy 


, che deve elfere = $ , onde fi ha 


— — — 0 , e però [3] dy X « — * T ~dx \9 +•/ , in cui fotto la lettera p 
dx-hpdy 

fi nafconde il parametro a. Può effer per altro che la lettera p contenga folranto 
le variabili x , y , nel qual cafo l’ integrale di quella equazione dy X t — 9 p — 

dx^P-t-p fomminillrerà la cercata equazione alla traiettoria DE: Ma fe la lette- 
ra p incbiuderà le tre variabili x , y, a, allora per mezzo di quella equazione, e dell’ 
equazione alla famiglia delle curve da interfecarfi eliminando il parametro a, fi otterrà 
un’equazione data per le fole variabili x, 7, che farà alla traiettoria, come fi cercava. 
Si eliminerà poi il parametro a con dedurne il di lui valore dalla data equazio- 
ne alla famiglia delle curve, e pcfcia fdlituirlo in luogo di a nell’equazione (3), 
po : chè [coma poc’anzi ho detto] quella quantità a fi vela nell’ equazione (3) 
lotto la lettera p . Che fe dall’ equazione alla famiglia delle curve non farà ta- 
cile , o non fi vorrà ricavare il valore di a da loltimirfi nell’ equazione (3), 
li prenda dalla medefima, tornando comodo, il valore di jr, onde differenziando 
fi abbia dy =. pdx qda , indi fi follituifca quello valore di dy nell’equazio- 
ne 
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ne (g), con che erta diverrà/ Wx + qaa X i — pp=:dxXfl-t-p> che fi 

riduce a (4) fi ix X • P P — qda X 1 — r*/, della quale equazione fi fer- 
vila per cottruire la traiettoria, mentre contenendo erta le due variabili x, a , 
fi potrà determinare il valore di x per a, e cosi per ciafcuna delle curve 
A«, Ab, Ac, Ad ec. ( Vig. z8. ) , rifpetto a ciafcuna delle quali il parametro 4 
è collante, fi porrà determinare la conveniente abfcilTa x, onde poi da tutte que- 
lle abfciiTe AG, AH, AK, AP ec determinate alzando le ordinate GF, He, 
Ku/, P», ec. alle cornfpondenti curve, fi otterranno i punti G, e , m, n, E ec., 
p;’ quali dovrà partire la traiettoria , che in quello m jJo vernili a delirivere . 
Qualora poi dall’ equazione alla famiglia delle curve non fi potrà ricavare il va- 
lore di y, ma bensì il valore di x, nel qual cafo differenziando fi avrà 
dx =. pdy ■+■ qda, che rifpetto a ciafcuna delle curve a motivo di 4 collante 

di 1 

ti riduce a dx — fJj, donde ricavali — ~ — , fi foflituifca quello valore 

d x p 

io luogo di p nell’ equazione (g) che fi riduce a dy X P ~ P — dx X t P -t- 1 > 
che con follituire fdy +- qda in vece di dx diventa dy X p — d = 


fdy +■ q’*X tP ■+■ *) e però (5) » d y X 1 -l- p p 4- qd*X 1 -+- d p =0 
equazione infervicnte alla coflruzione della traiettoria. Se per ultimo ddl’equ izio- 
ne alla famiglia delle curve non fi potrà ottenere nè il valore di x, nè il valore 
di y, ma foltaoto il valore di a, onle differenziando fi abbia da p d x 4- q dy, 
ficcotnc rifpetto a una defluì curva il parametro « è codiate, quindi fi ha 


da = fdx 4- q dy =3 o, e in confeguenza 2Ì1. — 

d x 


— : Se pertanto nell* 
9 


equazione (g) fi fcrtituirà 


— in luogo di p, etTa fi ridurrà a (<5) 
9 


d y Xq-h0p = dxXfiq — P equazione alla trajettcìia da ccftmirfi. Prò 
eflcre ancora , che nell’ equazione prepefla tanto la x , che la y fia eguale a una 
certa funzione della variabile % , e cel parametro 4 ; nel qual cafo differenziando 
1’ una , e 1’ altra di quelle equazioni , fi avrà dx — fdx, -+- qda-, dy — rdx, 
+ rda ; e poiché ìifpetto a una flefTa cutva il parametro a è cortame, le due 
precedenti equazioni avendo tiguardo a una fteffa curva fi ridurranno a dx=pdt>; 


d y t r 

di — rdz , mediante le quali fi ottiene = — . Adunque foflituendo — in 

d x t P 


luogo di p nell’ equazione (g) oltre fdx, ■+■ qda in vece di dx, ed rdz ■+• sda 


in cambio di dy, fi avrà rdx, -+• tda X t — d e = p*x,-tqda X ? P ■+■ r 1 

che 
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che ordinati riducefi a (7) pt-jr- f p q — 0r'X da — 0 J t \ p* ■+■ r* . 

432. Poiché (pel num. 4. de! calcolo dc‘ triangoli piani Tomo 111 ) all ango- 
lo l’etto compete una tangente infinita, ben s intende , che qualora la traiettoria 
dovrà tagliare una famiglia di curve ad angolo retto , fi dovrà in tal calo fare 
0 ~ 00 , 

421. Cogli efempj riduciamo alla pratica le regole date. Cercali 1 equazione 
alla traiettoria, che interfeca ad angolo retto la famiglia di rette elibita dall equa- 
zione y — a y x 4- b , in cui la lettera a efibifce il parametro, che continua- 
urente li varia. Conliderando quella equazione rifpetto a una fola delle rette da 
interfecarfi., il parametro a farà collante , e però il di lei differenziale fi troveia 
elfcre dy — edx, confeguentemente p=a> il qual valore cambia 1* equazione 

(2) in di Y i — fa = dx X fi +-"7, la quale (a motivo che per ipotefi 
la traiettoria deve interlècare ad angolo retto la data famiglia di rette , lo chi 
rende 4— ) fi riduce a —fiiy—gix^ o fia —ady = dx: Ma dall equa- 

zione data fi ha a = — Z_, quindi la pur ora trovata equazione con foftituire 
x 4- b 


quello valore di a diventa UL-I— — dx, e però — ydy — xdx -4- bdx, 

x + b 


il di cui integrale è — = x 1 + ibx -+- 1 A cercata equazione alla traiettoria 

BCD ( Fig to. ) , che intrrfeca ad angolo retto la data famiglia di lette A.E, 
/>F, AG, AH ec. Si poteva ottenere quella equazione anche mediante l’equazio- 


ne (6) , mentre dalla data equazione j = a X* + ottiene a — 


y 

x 7- b ’ 


il 


di cui differenziale 4 (coti prendere * collante) o= — 


ydx 
x b 


d y 

Tì-~b 


e però p— — — -■ — , q 3= 1_ , con che l’equazione (6) diventa 

x 4- b* x + * 


d y Y-^-t = dx Y —~7 + ===« > Ia «l uale a «° tiv0 di 

■ J Axt- 4 — fTi* Ax+b x + b 

t — te fi riduce a — 4 , e però — ydy = xdx +- bdx come 

x+* *+ b 

prima. . - 

434. Se V equazione alla famiglia di rette folle (lata y rz flx, il di cui ditte- 

rcn- 
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letiziale 4 dy = adx , onde fi ha » = «, ed •— — , P equazione alla traiettoria, 

X 

che le deve interfécare ad angolo retto, fi farebbe trovata eflére 

1 y 1 = i- x % — — A* , e in confeguenza y l 4 - x* = A* . Che fc P io- 

a a a 

golo, con cui la traiettoria deve tagliare quelle rette, reftaffe indeterminato, in tal 
cafo P equazione (j) con fare p=za = — fi cambierebbe in dy — fi — — 


+ - , o fia dy X x— fi y — dx X 0 x -t- y , che C\ riduce all’ in- 
tegrazióne ( giuda il metodo IL mira. i tìj. ec ) facendo y—xti, lo che la cam- 


bia in xdz, + zdx X x — # x* = d x Xdx-f-xz, o fia 


/ x 


di 


, il di cui integrale 4 filx ~ — — — - — fi 1 y i ■+■ a 1 4- 

i ■+■ a* i 4 - * 

0 l. A , vale a dire ( perch 4 pel num. itìj. delle formole efibenti archi di cerchio 


formola IV. Tomo VI. $• 


d x, 


i 4- z, 


- = ad arco di Tang. * ) fi l. x = ad arco di 


Tang. * — gl- y i 4- * l 4- 0 /• A , e però $ l. * ^ 1 = ad arco di 

A 


y ^ y 1 | - iy * 

Tang. * , che con foftituire — in luogo di x, fi trasforma in fi t. — — = 

x A 

. 7 . *' 

ad arco di Tang. — , equazione alla traiettoria cercata, che 4 la fpirale logarit- 
mica MNPQ^RSTV ( Fig. jr. ), che interfeca fotto un’ angolo collante le rette 
AB , AC, AD, AE, aF ec., come già ho dimodrato al rum. 175. Tomo V. 

4)V Prenderò per fecondo efempio a determinare la traiettoria, che interfeca 
ad angoli retti gli infiniti circoli ( Fig. 32. ) ABCD , A abe , Aekm , Ar.fq ec. tóc- 
cantiu tutti in A , ed aventi per equazione y* — ìax — xx, da cui mediante 
P cllrazione della radice quadrata fi ricava il valore di y , che 4 

y — y z a x — ■ xx, e però differenziando fi ottiene dy — - * ^ — 4- 

y awx — xx 

xd* 
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xd a 

*7 ~= - ■ ■■ — > che con prendere ecftante il parametro « fi riduce a 
Via*— xx 

. * — *Ydx , , .. 4 — v 

*3 — ■ j P* 1 che fi ha p — — — . Quindi I’ cquazio- 

Vz** — ** V»** — ** 

0€ (3) con foflituire qucfto valore di / fi cambia in 


"X* 


X « — » 

Via* — xx 


= dx\ 


s + 


a — x 


Vaa* — 


(Unte l’ ipotefi , che la traiettoria interfechi i 


=■ 1 che (a morivo 
xx 

circoli ad angolo retto 


di S 

) * 


riduce a ~ ij, X « - * = Va«*-**X dx, che con foflituire -? ^ ** 

i X 


in luogo di 4, e jf in vece di V* 4 * — ** diventa — dy ** _ * 

= ydx , e però — Vy X Jf * — ** = ixyix, quale ordino cori 

J y = — -1 — - — « 11 di cui integrale è j = +. a , o fu 

y 1 - 4 - ** = A y equazione al circolo. Adunque fu l'afle delle ordinate AM fi 

v 

prenda il raggio AM 


= — A, con cui fi 4 cfcriva il circolo AHL , ed elfo in- 


terfecherà ad angoli retti i dati circoli A8CD, A abe, A?hm ec. 

436. Alla fteffii equazione /+jd = A)li farebbe giunto anche mediante 

T equazione (4) . Di fatto con differenziare 1 ’ equazione y — Vzax xx ef- 

r . m _ . a ~ x Y d X xd 4 

fcndefi trovato dy — -t- — , onde fi ha 

V*** — xx Va**—** 

4 — * x 

I = , q 3= :,..TT = » fe quelli valori di /, q fi foftituiran- 

V* J *— ** V24* — XX 

no nell* equazione (4) , cria divertì 
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fi X ■* ~ * 

vi»* — xx 


che 


* i x V i 4- r~ — * À X X 1 

2«X — XX ^ LUX — XX »' 

A 

( a motivo rii 4 — oo dante la fuppofizione, che la tra j. -noria inteifechi i circo- 
li ad angolo retto) (i riduce ad a x dx ~ da X ux ** > ° *’ a ~5 * * 
— axda 4 - x x da == o , che a fine di pcterla integrare mo.tiplico pel fanote 

, J x d a . da alx—xda 

, con che riducefi a ; — ~J~ — o, o fia -f- 

s> x* a x‘ a x *> • x 


da 


= o, il di cui integrale 


^ _3_ J — L- ( la quantità — L_ è la co- 


j u a 


2 P 


dante), che riduco allo fleflb derominatorc cosi iab l — b x x = aax , onde 
poi moltiplicandola per x diventa i* X — xx — aa xx, ed cdraendo 

da ambi i membri la radice quadrata pi#» ad efi'ere iv'i'ut- xx = a x . Se 
pertanto dalla data equazione f—iax-xx fi prenderà il valore di tfiax-xx , 
che è j, e il valore di <*, che i 3 — , e quelli valori fi foftituifeano 


IU* | 

nell’equazione pur ora trovata, ne verrà b y — i 


e però i by ■=. 


y x 4- x* equazione al circolo, come fi t trovato al num. 435. con porre 
2 b ~ A . 

437. Lo de Ho fi ottiene egualmente mediante P equazione ( 6 ) . Di fatto 

■** 4- x* . 

dall’ equazione y l —iax—xx ricavando il valore di « fi ha a — , il di 


2 x 


cui differenziale i da =z 


ydy 4- xdx dxX y* 4- x 1 


x 1 — y l %d x 4- ìxydy 


2 X 


; quindi fi ha f 


2 x* 

. X 1 — 
2 X* 


j O (Il 




li valori la fodituzione trasforma P equazione (6) in 


i y ji.xy + $X *‘—7*. = ** X J ^ X 7 — x* 4- J» 1 , chea motivo di jr= °° 

Tom»ril Bbb fi ri- 


Digitized by Google 



37« 


DELLE TRAJETTOR1E. 


fi riduce a iy Y x* — y ■=. ixyd x . Per poter integrare quella equazione fi 
faccia, giacché è omogenea, jr = u x , e colie opportune foltituzioni ella fi cam- 

d u u du 


biert in udx + xdu i — «* = md x, che riduco a 


1 «i 1 


i x ^ iu iu 

X u ■+■ u ì a 


u d u 


1 -+■ U 


X ; dunque P equazione da integrar fi 


du u d u 

~u J u 1 


bJu * * I J- ir 

= , il di cui integrale è 


x + a 


l. u — 2 /. y' i -+- a 1 — I. x — /. A , e paffkndo dai logaritmi ai numeri fi ha 


u 

x -4- «ri 



cioè A# =:x X * -+-«*, che con foli itti ire — in luogo di 


« palla ad eflere = 



cicè A y =: x* 4- y * , come fi è tro- 


vato ne’ due precedenti numeri. 

4 <8. Poiché l’equazione y* =r lax — ** agli infiniti circoli, nella quale x.y ,* 
fono variabili, é omogenea, li può ancora in altro modo trattare, come trattar 
fi pollano tutte le equazioni omogenee, rifpetto alle quali fi opererà cosi: Si 
ponga x z= an, y — a u , e mediante queltc foftituzioni fparirà dall’equazione il 
parametro a . ed efla remerà data per le due variabili v, u , onde difTerenzian- 
dola ne verrà du =z v dv, ove «, w fi confidereranno ionie funzioni ni v. Si 
d tferenzino addio le equazoni x=.av,y — au, e fi avrà dx — adv + vda-, 
d y zz a du -f- uda , o lia ( perché du zz wd t» ) d y ~ a wd v 4- « d j: Quindi 
rilpetto a una fldfa curva, il di cui parametro é collante, ti tu dxzzadv; 


d y — a » dv, e però —— — w . 


Si foftitu fea adunque 


in luogo di p nell* 


equazione ( ); adv + vd* in vece di dx\ ed a n dv ■+■ uda in luogo di dy , 
con che ella fi cambierà in a w i u +■ .«/aX <-/!- = 


adv-\-vda\g -f- w , o fia a fi dv X = 

— o», e però (8) — zz — V. — . 

* “X i—fiv — vX 0 -t-w 


Ora 


fuppcnendo, che fia 


s- 


0 d 7* V i -l- t» w 

«<X 1 — X * -+-» 


= /. u, 


1* integrale della 


pre- 
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precedente equazione fi troverà elTere l.a —I. U -f- /. A ( la lettera A r a pp re- 
iima la collante), e paliindo dai logaritmi ai numeri fi avrà a ne AU; onde le 
equazioni x a v\ y ~au fi cambiano in x — AU»; y ~ A U ». Siccome 
poi la u è data per v, fi avrà tanto la x, che la y data per »; per lo che eli- 
minando la v fi giungerà a una equazione data per le variabili x, jr, che farà 
1‘ equazione alla traiettoria cercata, o fra a infinite traiettorie limili ,• mentre quella 
equazione contenendo la collante A introdotta mediante la integrazione, con 
allignare infiniti divertì valori alla A, ne rilutteranno infinite traiettorie Limili. 

439 Si debba per efempio determinare la traiettoria, che interfeca ad ango- 
li retti la famiglia delle parabole apolloniane AC, AD, AE ec. (Frj. 33.], del- 
le quali liquazione è y'-^ax. Si ponga = x — av , con che l’equa- 
zione data li cambierà in e però u* =2 v , donde ricavali 

J <lf I 

il di cui differenziale è du — , confeguen temente fi ha • . Si 

zV® aV» 

foftituifcano pertanto nell'equazione (8) quelli valori di »,«, e fatto ciò etti fi 


dt 

troverà trasformata in — = , la quale 


( a motivo, che la traiettoria deve efière ortogonale , e in confèguenza f =s 00 ) 


Yn- — , 

da A 4 « . i a 

fi riduce a ■ =3 — 1 0 fia —7- — 

« g * 

_ _ 


i v 



1 

z 


— V 


iv'j 4 V -+- 1 

2 v 4 v l 


il di cui integrald è 


l.a =2— — U 4 ©* -+ a « +1.2 A ( /. 2 A è la collante ) : Quindi paffando 


Bbb 2 


dai 
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dai logaritmi ai numeri li ha a = 


2 A 


V 4» 1 4- iv 

valore di a nelle equazioni j ~ a a ; x = «z> , fi ottiene 


Adunque foftituendo quello 


2 A 

y = -===; * 
VV+-Ì 


2 A ^ V 2 A 

— ; Ma dall* equazione y — — • fi ricava 

V4»4-i V4 *+1 


2 A 


A* 


in primo luogo ^4^4- z = ; in fecondo luogo fi ottiene v = — j — . 


— . e pero 


ò v'® = l/~ : Onde fe quelli valori di V4» 4 - 2 , e di y v 


2 A y/V 

fi follituiranno nell’equazione x= — , ella fi trasformerà in x =z 

V4» 4- a 


.,/A*. 1 

lA K-i “ 7 

J “ /A ^ I a w 

. , o 6a x— y y , la quale equazione innalzata al qna- 


a A 

.T" 


y' 


drato, e ordinata diventa y x — 2 X A 1 — **, che è equazione aire!i(fe,che inter- 
feca la famiglia delle parabole ad angolo retro, e della quale il femiafle tranfverlò 
è — A\/ 1 , e il femialfe coniugato è — A . Si prenda pertanto ad arbitrio AG =r A, 
e dal punto A fi alzi la normrle AH s A ^2 , pofcia con quelli femiallì ft deferi- 
va l’ ElilTe HKIG, che farà la traiettoria cercata, la quale interfecherà ad angolo 
retto le parabole AC, AD, A E ec. 

440. Se prendendo in luogo della collante A altri valori arbitrari A M, AN, 
AP ec. , cui devono corrifpondere i femialli tranfvcrli AQ, All , AS ec. , li de- 
priveranno le convenienti elidi QTVM, RWYN, SXZP, elle faranno tutte fi- 
mili, e interfecheranno ad angolo rettole parabole AC, AD, A E ec. 

441. IftqlT.mente avendoli l’equazione agli infiniti circoli y x ~iax — x.v,che 
è omogenea, col porre jrc=««; * = vienfi a trasformare in « u — iv — v v t 

. dv Y 1 - — v 

da cui ricava u — ^iv — vv, e differenziando fi ha d u zr ■ ; onde è 

^iv — vv 


y'a v — vv 


:• Mediante pertanto la foilituzione di quelli valori di «, ed w 


T cqua- 
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P equazione [8.] fi trasforma in — =; 


fijvVi + L 

/\ ÌV — vv 

i/a * — y ■ 1 — — « V #+ 1 

/' V** — ®® '' Vi® — »® 

rf®X« + 1 ~ * 

/\ a» — ne . 


, che a motivo di 


g = OO fi riduce a — — 


— I-f-tf — 1/ 


, cioè — =: , che ri- 

a iv — vv 


la iv iv -I J- • • ... . 1/2 — V 

duco a — — — — — , il di cui integrale &£« = /. 7 ___ 

a 2® 4—2® 6 le 

+ l A ( /. A 4 la collante ), o fia eoo paflare dai logaritmi ai numeri a zs 

A | // ‘— — ‘ ■ Softituendo pertanto quello valore di « nelle equazioni y =04 u ; x es 
I e 

* », fi ha jr = A V 2 ® — ®®, e però j = A X 1 — ®i ed 

Aw| ÌH^ , o fm * = A Vi® — vv. Ma dall' equazione y = A X i — ® fi rica» 


2A— jr 


, ed ® » 


— a A-- — 4V? 4-j>* 


. Quindi foltituendo quelli va- 


lori di v,w nell’equazione x — A •jiv — v v , fi ottiene x =3 

. 1 / 4A — a jf 4 A l 4 - 4 Ajr— jf* , . , 

A | - -j , la quale equazione elevata al quadrato, e or- 

I A A 

dinata diventa x z —iAy — y 1 equazione al circolo, come di fopra fi è trovato. 

442. Rifpetto adunque alle equazioni omogenee è arbitrano il ferviti! o di 
quello metodo , o di qualcuno de' precedenti fecondo che dalla data equazio- 
ne alla famiglia delle curve fi può prendere o. il valore di a , o il valore di 
x, o il valore di y. Quanto alla traiettoria, che interfeca gli infiniti circoli gii 
abbiamo veduto al numero 435. come elTa fi determini coll’ ajuto dell’equazione 
(3 ): Ora a motivo d’ efercizio vedremo come mediante l’equazione (<J ) lì trovi 
ì’ equazione alia traiettoria , che interfeca ad angolo retto le infinite parabole eli- 

bite 
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bite dall’equazione Da quefia equazione fi ricavi il valore di *, che è a 

y l v'/x iy/y 

= — , di cui prendendo il differenziale fi ha da = — ; confequen- 

X X x 

% 

y % 2 y . . 

temente / = -—■-;> c 3 := — • Dunque fi foftituifeano quefti valori di/, q nell* 

X X 


equazione ( 6 ), e ne verrà dj = dx ^ 2 -~ -+- ^ , che a 

ivo di £ = oo riduce a — rfy = — dx, quale ordino cosi 


motivo 


— jij '=.ixdx, di cui prendo 1 ’ integrale, e mi viene j* =zx * — A*, e 


però j 1 =: 2 X A* — x* , come fi è trovato al num. 439. 

m m — 1 

443. Più generalmente fé l’equazione alle infinite parabole farà jr =r « *, 


fi prenda il valore di «, che è « = 


_ 7 


» — 1 


m — t 


Si prenda il differenziale di quefta 


m I , 

— r m — r , w » — 1 , 

~ 7 i x — 7 rf 7 

equazione, e fi avrà da — — .,conC-gucn- 


m — t 


1 

* — I 


— I m — r « m — I 

— 7 7 

temente f = . ; q ~ Si foftituifeano pertanto que- 


m—i 


l 

H 1 


X X 

fti valori di p , g nell’ equazione ( 6. ) del numero 43 1. ridotta 2 


t J 3 
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m 


fdy—qixz motivo di f ~ qq , e fi avrà 



m — i 
X 

t 

m m — 1 . 

y A X 

~~ 1 , che ordinata fi riduce a —ydy—mxix , il di cui integrale 

i 


m — I 
x 


b 



— x* — — A* , donde ricavaft y l = m X A 1 — x l equazione alla 


traiettoria cercata, che è 1’ elidè apolloniana. 

444. Le regole date fervono egualmente per determinare le traiettorie in ca- 
lo, cne le curve da interfecarli non abbiano lo fteflò vertice. Coll' efempio vedia- 
mo come fi determmi la traiettoria interfecante ad angolo retto infiniti circoli con- 
centrici, de’ quali I’ equazion comune è a z ~x z +y*. Si eftragga da ambi i mem- 


bri la radice quadrata, e fi avrà a = V * l -t- J 1 ., il di cui differenziate è d*zs 


x d x 


y *y 


■ , onde fi ha p = 


1 = 


:: Che pc- 


Vx* -k~y v**+y l * Vx* 4-j*' * v 

rò facendo la fofiituzione di quelli valori nell’equaziooe { 6 ) del num. 45 1. ridot- 

Xdl ydx 

ta a fdy—qdx a morivo di fi = 00 , fi ha . = — — - ■ ■ - , o fia 

J y • 

xdy — <i d x, che ordinata così — = — , c integrata fomminilìra l.y =zl. x ■+■ 

j x 


/.A, cioè con paffare dai logaritmi ai numeri y — \x equazione alla linea retta. 
La traiettoria adunque che mterfeca ad angolo retto infiniti circoli concentrici è 
una qualfivoglia retta pillante pel loro centro comune. 

4^j. Piu generalmente fe l'equazione data farà a ’ — x" -f-j" , cllraendo da 


1 


ambi i membri la radice », fi avrà tt^ix* ■+■ j' 


il di cui differenziale è dt 
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n—l 

x dx 

n — i 
n 
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, confegutntcrnente fi avrà f = 


n — i 

3 


x n + J a 


x n •+■ j* 


n—l 

n 


fl— i 


»— l 




X* + Jf* 


B — I 
» 


; per Io che foftituendo quelli valori di 


*" +J* 

p, 9 nell’ equazione (6) del num. 4}!. , fi avrà d j 


n — 1 


*' H-S 


« — I 

a 


n—l 

i x V ^ , che fi riduce a — — — — — — — j il di cui ime* 

A B 1 B 1 B 1 


x* 4- y 

graie è — r= -f- — [la quantità 

2 _«Xy-i a — b X 2 — «Xrt’“ rt 

— — è la collante 1, o fia A"~*ar"” 1 = A* - -f- x*— 1 »" - * 

a-^»XA— » 

I 

equazione alla traiettoria cercata. 

; 446. Fin’ ora fi è fuppofto , che la traiettoria ioterfechi la famiglia delle cur- 
ve fotto un dato angolo: che fc la traiettoria non dovrà interfecare , ma toccare 
, la prcmoOa famiglia di curve, in tal cafo l’ anzidetto angolo d’ interfezione farà 
«vanefcenre, e in confeguenza fi avrà £ =0; che però in qualfifia delle equazio- 
ni del num. 431., di coi s’avrà a far u*o, fi dovranno maritare a zero quei ter- 
* maini , ne’ quali entra la t , e i rimanenti fomminiftreranno l’equazione alla traiet- 
toria cercata. 

447. Le fin’ ora trattate equazioni alla famiglia delle curve fono (late alge- 
braicbe; poflbno p:r altro ancora elfere equazioni differenz ali : Ma qui fi ofiervi , 
che qualora la data equazione alla famiglia di cyrve farà un’ equazione differenzia- 
le, due cifi dovranfi difiinguere, cioè o nell’ equazione fi troveranno i tre diffe- 
renziali dx, dy, da, onde I* equrzione fia dy = pdx -f- gda; o pure vi avran luo- 
go foltanto i due differenziali dy, dx, cosi che l'equazione fia dy ~ Vdx. Il pri- 
mo cafo non darà alcuna difficoltà, mentre venendo efibiti dall’equazione i valori 

di 
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3»5 

di p, 4, (i potrà coll' ajuto dell’ equazion generale (4) del num. 43 r. paliate all' 
equazione' della traiettoria cercata col metodo praticato ne’ precedenti eiempj. Non 
egualmente però fi potrà ottener l’intento, ogniqualvolta l’equazion data fra 
dy — Vdx, o Ila y — 5 - Vdx, ove la V è data per x, e pel parametro a, e 
l'integrale 5. V</xdevefi prendere nell’ ipoteli di x variabile, ed a collante, fan- 
te che da quella equazione fi ha il valore di p , che è p — V , ma refa tuttavia 
ignoto il valore di 4; e per determinare l’equazione alla traiettoria mediante qual- 
cuna delle equazioni generali del num. 431. è ai meftteri ha noto non meno il va- 
lore di p, che di 4; Per lo che quella equazione y — S-Vrfx efibifee bensì quan- 
to è neceflario per determinare ciafcuna delle curve da interlecarfi , mentre riflet- 
to ad ognuna il parametro * è collante, ma non femminilità già tutte le quantità 
richiede alla determinazione della traiettoria , fe non in cafo, che la detta equa- 
zione y — $. Vdx fi polla attualmente integrare , poiché allora fe l’ integrale fa- 
ri y = V\ ccn differenziare quella equazione prendendo variabili x, jr, a, fi avrà 
dy — pdx •+- qda; con che fi otterranno le quantità p, q richiede alla determina- 
zione della traiettoria. L’anzidetta integrazione poi develi fare in modo, che po- 
do x = A, fia y — B, con che refterà determinata la codante da aggiungete 
nell’ iategrazione-, la qual codante li troverà dover contenere, o non contenere il 
parametro a, fecondo che quedo parametro avrà, o non avrà luogo nelle quan- 
tità A, B. Per altro non è neceflario, che fi podi integrare l’equazoie dy — 
Vdx a fin di ottenere il valore di q, badando ancora il differenziare (giuda il num. 
6.) l’integrale S- V</x nella fuppofizione di a variabile, ed x codante, la quale 

dV 

differenziazione efibirà d. « $. ( --j—) dx: Per Io che ficcome (pel num. fteflo) 

col porre dV — P dx 4- Qda , il differenziale di <5. Vdx prefo nella fuppofizione 
tanto di x, che di a variabile è d. S. Vdx rs Vdx 4- d. a 5 QJx; quindi fi ot- 
tiene non meno il valore di p; che di 4, cioè p == V; 4 ==: $. Qa<; confeguen- 
temente per avere il valore di 4 neceflario alla determinazione delia crajtttoria è di 

dV 

mediere, che la foratola Q dx fia integrabile: o pure effendo 4 — S- (—7—) 

dx 


è neceflario, che per avere il valore di 4, la formola ( ) dx fia integrabile « 

ttu 

norma del numero citato , fecondo il quale il differenziale d.Vt prefo nell’ ipo- 

teli, che la fola 0 fia variabile, e l’ integrale di (— — ) dx fi prende nella fuppo- 

da 

fizicne, che fia variabile foltante la x . Adunque fecondo che fi Tarà trovato il 
valore di 4, fi potrà mediante l’equazione (4) del num. 431. giungere all’equa- 
zione alla traiettoria, cicè (è farà 4 = 5* Q dx , l’equazione cercata farà (9] 

da & Qdx X 1 — / V = ddxX 1 4- VV ; e fe farà 4 = S- Jx t 

Tim. VU- Ccc l’equa- 
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rfV 

P equazione alla traiettoria fi troverà edere d.a $. ( -j— ) dx X t — f V = 

dV 

g dx X i 4- VV, dove all’ intento è d’ uopo, che le forinole Q dx, ( ) «fo- 

llano integrabili, le quali per altro non differifcono, che in apparenza. 

448. Debbafi per clempio determinare la traiettoria , che intcrfeca ad angoli 

. - dx y'ax — xx 

retti la famiglia di curve efibita dall’equazione dj — — — . Ora da que- 


y/flX XX 

fta equazione fi ha bensì il valore di p, che è p — V = — — , ma non 

già il valore di q , che pure è neceffario per determinare la traiettoria cercata. Per 
ritrovarlo adunque fi differenzi quello valore di V nell’ ipoteff, che il folo pararue- 

dV xdx , 

tro a fia variabile, e fi avrà dx (- — ) = , e in confeguenza 

aj axx y ax — xx 

dV ^ dx 


lx y«x — xx 


dV r d\’ 0 

2x yax — xx O' 

— y' j — x % 

— — q. Si Ib.lituilcano pertanto nclia precedente equazione (9) que- 

dV 

Hi valori di p = V, e di q = S- Q/* = S- e con ciò cflà diverrà 


— y« — x 

ay'x 




t ■+- - — - , che a motivo di /t — 

iti 


00 fi riduce a 


— y a — x w— y«x — 


ay'x 


-X' 




= </xV, 4- 1—1 , o fia 

/\ x* 


\Ai*X 2*X* -f. X* 


X jf3 j « X 

- r che con dividere il primo ment- 

bro per yfo, con c (trarre pofeia la radice quadrata dal numeratore , e con togliere 


Mxxyjx 


a 4 
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A—X \/x > 

3 denominatore comune xx diventa — — da — Ax Y — 


che ordi- 


nata palli ad eflère axAa — a'ìx — m'Aa =z ax'ix — axix. Per poterla inte- 


grare la moltiplico nel fattore c° d che efla £ trasforma in 


xia — aix A* Ax • , I 

— — — — = xix , il di cui integrale è /.« = — xx 

xx a x ° x a 

_ /. x -+- A equazione alla traiettoria cercata . 

449. Ma le le curve da interfccarli faranno riferite al foco, li determinerà 
1 ’ equazione alla traiettoria in quello modo. Sia CNE ( Fig. 34.) una delle curve 
da interfccarli dalla traiettoria DNF. Il foco lia il punto B, l'ordinata BN = 7 » 
l'angolo aBN — m. Il parametro fu — a, il quale rilpetro a quella curva CNE 
è collante , ma varia poi allorché dall’ una li fa paleggio all’ altra delle curve da 
interfccarli. Stante ciò l'equazione alle curve da interfecarfi farà data per m,y,a, 
che differenziata efibirà d.m—pdy-hqda, fa quale equazione rilpetto a una lleflà 
curva riduceli a A. m—pdy, dante che in tal cafo il parametro a è collante, don- 
J. m 

de ricavafi — — =zp. Ora determiniamo la tangente dell’angolo CNB, che fa la 

curva coll’ordinata BN. Supporto NB il raggio, farà B H la tangente dell’ ango- 
lo CNB, o (la HNB, mentre HN è tangente alla curva nel punto N: Ma i due 
triangoli HNB, N»« , o fia Nmf fono limili; quindi elfendo bìm=zd.ui, ed mn, 
o fia mt — dj, li ha BH (Tangente dell’angolo CNB) : BH ( — jr) :: N« (^ri/.m): rat 

- d.m d.m 

e però Tangente dell’ angolo CNB —y — — =: (a motivo di —p)py. 

a. jf ù. y 

Se pertanto farà DNF la traiettoria cercata interfccante coll’angolo CND dato, 
la di cui tangente chiamo —fi, la curva CNE, la tangente dell’angolo DNB fa- 
rà pure =- — - a motivo, che anche rifpetto alla traiettoria DNF hanno luogo 
“■J 

le ftelfe variabili y , m : Per lo che ( giuda il num, 37. XV. del calcolo de' trian- 
goli piani Tomo ili.) fi ha Tangente dell’angolo CND = 

A. m 

— — — y Xt^y — — £ j donde ricavafi p y — fi \ d.y — 


1 -f- 


ty 


d-y -t-py 1 d m 


y A. m )( 1 4- fipy (15.), la quale in cafo che 1’ angolo m fia efpreffo da una fun- 
zione delle variabili a, y, onde fi abbia d. m z=pd.y +-qd.a, con foftituire quello 

valore di d.m fi riduce a P y — ff X d y = y Xpd.y -+-qd.a X 1 -t -dpy 1 ° ha 

Ccc 2 (16) 
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fi 6 .) i -t-p l y‘ 4- qyi* X 1 +*PJ' = o, nella quale equazione entrano 

loltanto le due variabili a, y. Laddove fc l’angolo m non farà efpreflb da una 
funzione delle due variabili a, y, onde poter giungere all’equazione (ió.) , in tal 
calò dovrafli prevalere di quelli equazione, e dell’ equazione alla famiglia delle cur- 


ve da interfccarfi per dedurne l’ equazione alla traiettoria , in cui entrino due fole 
variabili co’ loro differenziali . 

449. Qualora l’equazione alle curve da interfècarfi farà d.m=zVdy, lì avrà 
bensì il valore di f , che è * = V, ma raderà incognito il valore di q , quale fi 
otterrà con differenziare V iy nella fuppofizione di a variabile , e y codante 
( giuda il num. 6 . , e come fi è fatto al num. 447. ) Ritrovato poi che fi farà que- 
llo valore di q, li giungerà all’equazione cercata della traiettoria con operare nel- 
la maniera poc'anzi efpoda . Si avverta però, che ogniqualvolta fi potrà integra- 
re l’equazione propoda <Lm—Vd.y, onde fi abbia m — V', baderà per aver l’in- 
tento il differenziare queda equazione nelP ipotefi tanto di a , che di y variabile, 
con che ne verrà d.m —p d.y -y~qd.a, lo che fitto fi opererà a norma del nu- 
mero 448. 

450. Debbafi per efempio trovare l’equazione alla traiettoria, che interfcca 

d, y U % 

ad angoli retti la famiglia di curve efibita dall* equazione d. m s= — — — . Da 

quella equazione fi ha p ma manca il valore di q ) per ritrovare il qua- 

V ^ 


J - y ^ y 


le fi differenzi la quantità ^ * 

*-S (-&)'•— S- 4 


nelP ipotefi di a variabile, e y codante, 


e fi avrà d. , 


■ yV: 1 

a y" a 


_ y 


d. a 


3 * V * 


on- 


de fi ha qz 


J 


1 a y/a 


Avendoli pertanto i valori di p, q, fi fodituifeano eflS 


nell’ equazione (1 fi.) ridotta a d.y X t +p'y x — d.a X pqy' a motivo di fz=oc , 
con che fi otterrà l’equazione alla traiettoria cercata, che è 

, \/ y > v* d. a _ yì .4 

■ r X‘ + « l*~' ° C * d ' 3 ~a d3 + Ts tL *' che a fine di 


poter ridurre all’integrazione moltiplico pel fattore — , con che ho *' y — 

3 3 

_ 


j y ì 

— d.y. + — - d. a , il di cui integrale bt.jzz — 

“ ì * 6 J i» 

Jettoria cercata . 


■ A equazione alla tra- 


4jr. 
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4<t. Per ottenere il valore di 9 fi poteva, in luogo di differenziale la quan- 

tità Q. y yJL ne Ua fuppofizione di a variabile, e y collante, integrare la data 

J y « , •••*, "~t i.c ".•> «'A ’Z. 

equazione d. m s= nell’ ipotefi , che la fola y fia variabile, con che ft 


V* 


ha 


2 . 

2 * 

T J 


Onde le adeffo lì differenzierà quella equazione fupponente 
V • 


_ _ A. y\J y y d. a 

che fia variabile tanto la y, che la a, fi troverà d. « = • ^ ^ ^ ^ ^ 1 


L 

t 

J y y 

confeguentetnente p = ; 9 “ — ■ a j~ come P nrai • 

452. lo orometto di parlare delle traiettorie reciproche, le quali altro non 
fono , che curve (correnti lèmpre parallelamente a fe lleffe lungo un dato alle , e 
interfecanti fotto un’angolo collante altre curve limili, che (corrono anch’ effe 
fempre parallelamente a Ce lleffe lungo un’ altro affé parallelo al precedente , poi- 
chi è egli quello un problema piuttofto curiofo , che utile, quale fi può veder 
trattato negli atti delle Academie , e nel 11 . Tomo delle opere del Sig. Giovanni 
Bernculli. 


appendice. 

Degli integrali particolari delle equazioni differenziali. 

A Vcndo ricevuta nello feorfo Giugno una compitiffiina lettera dal Celebre Sig. 

de la Grange, nella quale mi avvifava, che fpedita in breve m’avrebbe una 
fua importanti flìma memoria pel Calcolo integrale concernente gli integrali parti- 
colari delle equazioni differenziali ( de’ quali ho parlato nell’ Art. VIL Capo L ) , 
tollo che ultimata ne folte la llampa , che col Tomo dell’ Academia , in cui era 
inlerita, andava!! già avanzando, fi differì l’imminente pubblicazione di quell’ul- 
timo Tomo a fine di potervi inferire le fublimi intereffanti ricerche di quello pro- 
fondo Matematico, onde niuno vi mancaffe de’ più rilevanti metodi fin’ ora feoperti. 


AR- 
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> 39 ° 


, 1 ; 

ARTICOLO I. 

.».* /» c- .. « *. ; 

Dell a maniera ili dedurre dagli integrali completi gli integrati paflictUri 
delle equazioni differenziali . 

; t ; • :•> ’ : r; i.* ~ ;• • 

453. Ualunque equazione finita, che foddisfa a unapropofla equazione diffe- 
renziale di primo ordine, n’ è un di lei integrale: Ma ficcome può ac* 
cadere, che a una ftefla equazione differenziale di priuio ordine foddis- 
facciano dìverfe equazioni finite ; quindi è, che la medefima equazione differenzia- 
te può avere diverti integrali , uno de’ quali farà completo in quanto che ammet- 
terà la collante arbitraria, o pure farà incompleto in cafo , che alla collante arbi- 
traria fi -alfegni un valore determinato, e gli altri privi della collante arbitraria ùr/ 
ranno integrali particolari. Per efempio all’equazione differenziale (1.) 

ydy j/ x 1 — 2 y — x— «X ^ x foddisfano quelle due equa- 


zioni (2.) jr* Xj‘- 2A + 2 — 4xXx — 24 4- A* = o,(p) jr’ — lx'-h + ax 
=20, delle quali la prima (2.), che ammette la collante arbitraria A n’ è l’inte- 
grale completo, e la feconda (3.) n’è l’integrale particolare. Che poi 1 ’ una, e 
P altra foddisfaccia all’ equazione (1.) è facile il vederlo: Dall’equazione (2.) fi 

prenda il valore di x , che i x — a ± — ^ y 4 — 2A l )t 1 -^-n 1 ^-2J! 1 -t-4a , , quale fi 


, , y'*y — Aj4j +yJy 

differenzi , e ne verrà d.x — — 1 — 1 


— 2 Aji* 4- A 1 4- 2JT 1 -+- 4* 1 
ri di x, d.x foflituiti nell'equazione (1.) la riducono alla feguente 


, e quelli due vaio- 


y J jy («*-+- «Vji*— 2rtji l 4-A 1 -t-2ji‘-(-44 I 4- - 4- -?■*-<? 

— 2 «* — « Vj* — i Aj^-f-A* -I- 2 j* -4 44 1 — 7" ) 

= \y' *y — \ + 7 y J y — \y J y> vaie a dire ±?dy — 

— A y d y — —y'Ay Aydy equazione idenrica, che dà o — o. Parimen- 


te dall’equazione (3) fi prenda il valore di x, che è x=<± }/J-y l 4- a 1 , 


che 
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che differenziato dà <L x = 


_ yJy 


1/4 


j e fi foflituifcano nell' equazione (1.) 


quelli valori di x, J.x, lo che fatto fi avrà 

ydy\a l -hl a{/. ljr‘ + s l -f- J-y + a l —la 1 — iay / J-y-ha 1 — -!- j l 

— 4^^^ y * yi cioè E però 1* una. e l’altra delle equazioni (a.), 

(j) foddisfa all'equazione ( 1.) , confeguentemente tanto una, che l’altra è un di 
lei integrale con quella differenza, Che l'equazione (a.) n’è il di lei integrale com- 
pleto , e I’ equazione (3.) è l’integrale particolare. Ura, come a prima villa fi 
icorge, P integrale particolare (3.) non è comprefo nell'integrale completo (z.), e 
cesi generalmente gli integrali particolari non ammettendo la collante arbitraria 
comprefi non fono negli integrali completi, e ciò fa, che non fi afiòggetrirto efli 
all’ ordinario metodo c’ integrazione. Era adunque di mellieri il perfezionare quan- 
to a quella parte il Calcolo integrale con un metodo di trovare quelli integrali 
particolari , lo che mercè la prefente memoria ha fatto il dottiamo Sig, De la 
Grange tanto delie matematiche feienze benemerito per altre ancora ben molte 
fue rilevanti invenzioni. 


454. Sia pertanto Z = 0 una qualunque equazione differenziale , onde la Z 

di' ' 

farà una funzione di x , y, , e di tale equazione differenziale l’integrale com- 
pleto fia V — o; (farà in confeguenza la V una funzione di x, y, e della colla n- 

J - ' . 

te arbitraria A), dalla di cui differenziazione fi avrà 1 — °> ove la quan- 

tità p è data per x, y, A: Che però fé mediante quelle due equazioni 

d y 

V = 0 , — p — o fi eliminerà la collante A, ne rifulteri un’ equazione di£ 

d. y , 

ferenziale data per x , y, che farà la (Iella equazione Z =0. Vediamolo 

in pratica coll' efempio, che defumerò dalla precedente equazione (1.), il di cui 
integrale completo è l’equazione (1). Si differenzi quella equazione (a.), e fi avrà 

■j—- — ~ — 4 " > ove fi folli tuifca il valore di A prefo dalla fletta equa- 
zione (z.), che è A=j* — 1 yx 1 — zax -y‘ , lo che fatto ne verrà 
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» * — » • , 

- ■ i ■ , vale a dire 


d.x 


2 « 


■ |/x 


, 2 ax~ — y + y 


£l 

Af 


2 * — 2 « 


» 7 l /* 1 — » ax — Lf +■ 7 


■, e però — 2«x -7* 


= x—t^dx y d.y, che è la rteffa equazione (i.) nata dall’ eliminazione 

delia cortame A mediante l’equazione (2.), che n’è il di lei integrale completo, 
e il differenziale di quefto fteffo inti graie completo . 

455. Stante ciò li ricava quindi la maniera di dedurre dall’ integrale completo 
di una propofta equazione differenziale i di lei integrali particolari. Di fatto rilut- 
tando 1 ’ equazione differenziale Z—o dall’eliminazione della collante A per mez- 


zo delle due equazioni V o , 


A - 7 


d. x 


■p = o, rifulterà tuttavia la flelTa equa- 


zione Z—o ancor nel cafo, che la A non fia cortame, ma fi confideri variabi- 
le, purché però dalla differenziazione dell’ equazione V^=o ne naica l’equazione 

/ « 

— p =0: Ma poiché qualora la A fi confiderà variabile il differenziale di 
V = o è ij — p d.x ■+• qd.\\ adonqne acciò nel cafo di A variabile fi abbia 

— p — O, è neceffariot il fupporre q — o. Siccome poi in due cafi fi può 

avere q— o, cioè o con far variare 7, A nelP equazione Vrro, o con far va* 

d.y da 

riarc x, A, nel primo cafo fi avrà ~~ ~o, e nel fecondo -d— — o, l'uno, e 

«• n d. A 

T altro de’ qaalr dà q— 0. Che però effondo q una finzione d? x. y, A, fe dh 
quella equazione q=o fi ricaverà il valore di A dato per x, y, quale ti fortitut- 
fca nell’equazione V — o, quella nuova equazione foddisferà pure all’equazione 
Z = o, e ne farà il di lei integrare particolare. Per applicare alPefonipio le cofé 
dette cerchiamo l'integrale particolare dell’equazione (1). Si differenzi I’ cquazio- 

d. 7 

ne (2.), e fi avrà ( con ritenere variabili fidamente y , A ) — — — 

y A . ly 

-f — ■ .. : Quindi perché devefi fare -r- 4 - = o , fi avrà 

*X 7 ’- A 7+7 iA 

y — a 

o, e pero A—y 1 . a foftituifea quello valore di A ne!!* 

fttfi 


a Xy—fiy-t-j 
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fteflà equazione (a), e fi otterrà jr‘Xj* — *7* ■+• * — 4*X* — 14 4 -jr 4 =0, 


vale a dire 3 1 — i*X. x — 2* = o, che è Io fteflò integrale particolare dato dì 
Copra (3). Pet Vedere le all’equazione (1) competa alcun altro integrale partico- 

d» X 

lare refta a rilevare cofa poffa fomminiltrare l* equazione = o : Si differenzi 

adunque P equazione (a) nella fuppoCzione che funo variabili folta nto x , A, e ne 
7 * 


d. x 

verrà -, — r = — 

L A 4X x — 4 


A ; onde dovendoti fare = o, fi ha 
•» A 


— A 


4X x ~ 4 
d. 3 _ 


~ o, cioè A =jf, che è lo fteffo valore di A dedotto dall’equa* 


l'ione — = o, lo che fa vedere, che all’equazione (1) non compete altro in- 

d. A , 

tegrale particolare oltre il già trovato • ..... 

45<fc Finora fi è tacitamente fuppofio, che nel numeratore delle equazioni 

d d iC 

-J- — 0 _ — — o entri colla quantità A una, o tutte due le variabili x, y, 

d. A d. A 



alcun integrale particolare propriamenrc detto : Nel fecondo cafo P equazione 

= o, o pure 4— — o potrà effe re un’ integrale particolare, ma potrà an* 
d. A d. A 


cora non ellerlo: Lo farà, le eliminando la x, o la j mediante l’equazione V = o, 

d <y d. X 

e 1 ’ equazione =0,0 — o , il valore di A rifulterà variabile ; pel 

contrario non lo farà fe il valore di A fi troverà effer collante . Che fc il valore 

„ d 3 d. x 

di A rifulterà = ciò indicherà, che P equazione = 0,0 = o, è 

un fattore dell’ equazione V = o indipendente dalla collante arbitraria A, e in con- 
ftguenza llraniero all’equazione differenziale Z = o. Cerchiamo per efempio , fis 

® Aeiy - - 

all'equazione differenziale (4) + lx + x 3 — V* ■+■ ** X/ I ^ 3 l + 4 J<, + x * > 


Tokio HI. 


Ddd 


U 
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I <fi cui integrate e oro pie to è (5) i/iój 4- 4X 1 4- x* sr xy'i -4- ** •— 


L , I 1 . • - 1 • 

*y V* ” *4-A competa alcun integrate particolare. Si differenzi l’equa» 

zione (5) nella fuppofizione, che y, A foltanto fiano variabili , e fi avrà 


&■ 3 V iòjr 4 - 4X ! 4 - x* 

d. A ' ¥ 




e in confeguenza (dovendo effere — - = o) 


ij\ 6 y -t- 4X 1 x* ~ o, o fia ( 6 ) i 6 y 4- 4*’ 4- x 4 := q equazione, in cui 
non entra la collante A. A fine pertanto di conofcere fe quefta equazione (ó) è un 
integrate particolare dell’equazione (4), fi oflervi fé mediante il paragone delle due 
equazioni ( 6 ), (5) il valore di A rilutta collante, o pure variabile: A tale effetto 
fi prenda il valore di y dall’equazione [6], quale fi folliruifca nell’equazione [5}, 


e ne verrà y — 4X 1 — x 4 4- 4X 1 +- x* =: +• *' — 


L yi ■+■ x à — x 4 - A, cioè xyt 4- x 1 — /. y 1 4- x' — x 4- A = o, <f 
onde il valore di A ricavali variabile effendo dato per x: Adunque l’equazione 
[ 6 ] è un’ integrale particolare dell’ equazione [4}, del che fi può ancora aflicurare 
offervando, ette alla medefima foddisfa , poiché differenziando l’equazione (6], e 
prendendo il valore di d. y da foftituirfi nell’ equazione [4], fi trova — ax — 


x* 4 » ax x* = xyt 4- x 1 XV — 4X 1 — x 4 4- 4X 1 4- x 4 , cioè 0=0. 

457. Dalle equazioni differenziali di primo ordine palliamo alte equazioni dif- 
ferenziali de’ fufleguenti ordini fuperiori , e primieramente offerviamo , che fe V=o 
ferì ['integrate completo, e finito di un’equazione differenziale dell’ordine <*, do- 
vendo la V [come già coda], etfere una funzione delle variabili x. y, e di un 
numero » di collanti A, B, C ec., fe fi differenzierà l’equazione V — o pren- 
dendo variabili x, y, fi avrà d. y = pd.x, e [prendendo in feguito collante d.x ] 

i.p = p'dx ; dp' — p"dx ; d.p" — f" s d.x ec , e però — p = o ; 

£* y V'y 

— — . — p' =: o; , — p" = o ec , ove le quantità p, p\ p" ec faranno 

d. x d x 

* 4 

date per x , jr . e pei conveniente numero « di collanti A, B , C ec . Ciò pollo , 
fe 1 ’ equazione V — o inchiuderà due collanti arbitrarie A , B , con eliminarne una 

/ y 

per mezzo dell’equazione V = 0, e dell’equazione p = o, che da lei fi 

*• AC 

# 

deduce, fi otterrà un’equazione differenziate di primo ordine Z = o, che farà l’ 
integrate completo dell’equazione di fecondo ordine Z' =0. Parimente fe l’equa- 

zio- 


Digitized byXìoogle 




Ì9f 


CAPO IV. ARTICOLO t .i 


rione V =s o inchiuderà tre collanti A, B, C, con eliminarne uni per me zio 


dell’equazione V = o, e dell’equazione — — t — /' — o, che da lei fi ricava, fi 

.. • - d. x 

a eri a una equazione differenziale di fecondo ordine Z' ss o, che farà l’ in- 
e completo dell’ equazione di terzo ordine Z" =o ec. . Siccome poi è in no- 
flro arbitrio V eliminar qual più piace delle collanti, quindi è, che per un’equazio* 
ne differenziate dell’ordine n fi avrà un numero n — t d'integrali completi, che fa- 
ranno altrettante equazioni differenziali dell’ordine » — l. 

458. Prendo per efempio l’equazione J7] x 2 — iAj — A* — B* = o, 
che A l’ integrale completo finito dell’ equazione differenziale: di fecondo ordine 
[8] dx dy — xZ*jr ss o , poiché differenziando 1’ equazione data (7] ne viene 


xlx — Ady ss o , che riduco ad 


X dx 



quale differenzio ancora, e 


d HnX 

trovo — — — ■ — =0, che riducefi all’equarione [8] dxdy — x/'jr =0. 

*y dy 

Ora dell’equazione [8] debbafi trovare a norma del preced» nam. l’ integrate com- 
pleto, che deve effcic un’equazione diffetenriale di primo ordine: Si differenzi f 

xdx 

equazione [7], e fi avrà xix — Ady = o, donde rlcavafi A ss -5 — . Si folli* 

y 


tuifea quello valore di A nella fteffa equazione {7], con che e (fa diverrà 


x 


ixy dx 

~*T 



— B‘ ss o, che ordino cosi 


dy )( x 2 — B 2 — x' dx 1 ~h ixy dx dy y e per rendere completo il quadrato 
del fecondo membro aggiungo y 1 dy * all’uno, e all’altro membro, pofeia da am- 
bi i membri ellraggo la radice quadrata, e ritrovo d.y yjx 1 - 4 - y‘ — B‘ ss xd.x 
-+- ydy, che è l’ integrate completo celi’ equazione [8J, e nel tempo (ledo è il dif- 
ferenziale dell’equazione [7]: Di fatto ordino l’equazione trovata in qaeffo modo 

d. y — *. * * — 1 , efi cui prendo l’integrale , che è A -+■ y ss yV-t-j 2 — B 2 , 

^x 2 -!-/- B 2 

quale elevata a! quadrato diventa A* 4- zAy -t- y 1 ss x* 4- y* — B 2 , Cioè x* — 
2 Aji — A 2 — B 2 — o, che è la fteffa equazione [7]. 

459. A norma poi del num. 454. , fe Z' ss o larà un’ equazione differenziale 

d. y 

di fecondo ordine (la Z' perciò farà data per x, y , •y* ( - t , mentre fi prcfV* 

* d. m 

Ddd 2 de 
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de collante 4. x), alla quale foddisfaccia V = o, che ne <àrà l’ integrale completo 
finito, e però la V farà data per x, j, c due collanti A, B, coti che differenzian- 
do P equazione V ss o fi abbia — / — o, ove la p è data per x, j, A , 

N * 

4- J 


B, e differenziando ancor» P equazione — p — o, ritenendo 4. x collante , 
d x y 

ne venga , — p* = o, nella quale p' è data per x , y , e per una collante , 

4. x 

P equazione Z' = o rifulterà dalla combinazione delle tre equazione V = o, 
d. j d* y 

-j — — p = o, ■ — p' zz o, o fia (irà ciò, che proviene dalla eliminati»- 

*■ x 4. x 

ne delle due collanti A, B per mezzo delle anzidette tre equazioni. Sia per elèni- 

pio l’equazione differenziale di fecondo ordine (9) — iy4.x4y ■+■ ix 4. y ' — 
*j4'j = o, il di cui integrale completo finito è [io] xy — Ay 4- Bx — o: Si 

4. y 

differenzi quella equazione (io), e fi avrà (11) — a j =r — B, la 


4.'y 

quale differenziata fomtniniftra X x — a 4- t4,y =: o, donde ricavafi 

A =s + *• Si (o (litui (c & adeffo quello valore di A nelle equazioni 

(io), (ij), e fatto ciò l’equazione (ic) fi troverà ridotta a (,2) 

iyJ.x4y , 2 ZT 

“ —-777 |- Bx = o, e l’equazione (ir) a ^ — -h y — — B . 

Ora quello valore di B fi follituifca nelPequazione [tz], e con ciò ella fi rraitot- 

iy4.xJ.y ix d y * "l 

merà in -1 xj = o, o fia — lylxly 4- 2 x4. y , 




d-3 


— xy4.*y = o , che è la (leffa propolla equazione (9). 

ij(5o. D’ egual maniera P equazione di terzo ordine Z" — a, della quale l'in- 
tegrale completo finito è V = 0, ove la V i data per x , y, c le tre collanti À , 

d. y 

B, C, e il differenziale primo dell’equazione Vso l — p = o, il fccon- 

*» X 
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d. x 


Jiy 

— p' ss o, il certo è — — . 

d. X 


— p" =z a (le p, p p " fono date per 


x, y, c le coflantì), rifatta dall’ eliminazione delle dette cclìanti per mezzo delle 
d y d. l y d.^y 

quattro equazioni V = o, — p — o, — — 1 — p' — o, — — , — p".=:c, 
“• M d.x d. x 

E così in poi. 

4Ói. Effcndo V — o l’integrale completo finito di una equazione differenziale 
di fecondo ordine, deve la V efTèr data per x, y, e due collanti A, B ; ma ficco- 
me quelle due collanti fono arbitrarie, fi può fupporre, che la B fia una funzione 
di A, nel qual cafo la V farà una funzione di x, y, A. Parimente elfendo V = » 
l’integrale completo finito d’ un equazione differenziale di terzo ordine, deve la V 
eflfcr data per *,j,e tre collanti A, B, C; ma ficcome quelle tre collanti fono 
arbitrarie, Il può mpporre, che tanto la B, quanto la C fia una funzione di A, nel 
qual cafo la V farà una funzione di x, y, A. Lo (leffò fi dica fe V =o farà l’in- 
tegrale completo finito di una equazione differenziale di quarto ordine ec. 

qòz. Ciò pofìo trattandoli degli integrali particolari delle equazioni differen- 
ziali degli ordini fuperiori, in due maniere li può procedere alla ricerca di quelli 
integrali particolari; poiché di una propolla equazione differenziale dell’ordine », o 
fi può cercare l’integrale particolare finito, o fi può cercare l’integrale particola- 
re, che è un’ equazione differenziale dell'ordine » — i . Quanto al primo calò fi 
può cercare fe l’integrale particolare, che foddisfa all’equazione de! primo ordiDC 
o, foddisfa pure all’equazione dell’ordine » Z* = o, la quale equazione 
Z* = o fi deriva mediante la replicata differenziazione dall’equazione Z = o. Per 
rifolvere quello quelito fia i’ equazione V — o, ove la V è data per x, y, A: Si 
differenzi quella equazione V = o, facendo variare x, y. A, e fi avrà d. y rs 
pd.x -+- qd.\ [le p , q fono funzioni di x , y , A]: Differenziando la p, e fòlli- 
tuendo in luogo dt d.y il fuo valore, fi avrà dp — p'd.x q'd. A; ifteffamente 
differenziando ne verrà dp' — p"d.x -t- q"d.A , e così in poi: Quindi riguat- 


J. y 

dando la y come una funzione di x, A , G ha p = 


? 


Li. 

d. A ’ 


P' = 


Lt 

d. x 


Ll 

TT 


r = 


ll _ J d py J ,y 

d. A d.x d- A * * d. x x * * 


d. p y /J« 

9" = -7— = , ec. Ma fe la quantità A fi confideterà collante» 

*■ A d. x i. A 

differenziando P equazióne V = o , fi avrà d.y = pd.x , e però = f ; 


fi 
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Jt 

d'y = p' àl'x * , e in confeguenz» — — , = p'; rf. 3 jr =r p" </. x 5 , confeguen- 




temente 




— — := p" ec.. Stante ciò «dunque farà q = o, q' = o, <?' 
d. x* 


= o ec., 


/ jr <i‘jr /N 

o fia ~ o, 1 J x j T '~ = o» y ~ — e ec.; o pure (cambiando 

x * <L x d, A 

in x, Io che fi fa confiderando la x come una funzione di jr, A, e ritenendo iy 
i.*x d.’x 

= o ec.; e quelle fono le 


. ‘ d. x 

collante ) -j—£ =• o , 


dyd. A 


d- y d. A 


condizioni inférvienti a determinare fe l'integrale particolare finito, che foddisfa all' 
equazione differenziale Z — o, foddisfà ancora in generale ali’ equazione Z* = o: 
Vale a dire ficcome per l’equazione differenziale di primo ordine Z — o li dedu- 

d. y ; # 

ce (giuda il nunr. 455.) da =5 = 0 l’ integrale particolare, che chiamo 

V' = o, cosi acciò V v = o, che è l’integrale particolare dell’equazione differen- 
ziale Z = o fia ancora l' incerale particolare dell’ equazione di fecondo ordine 
Z v = o, della quale Z = o t T’integrale completo, è di meftieri che fi verifichi- 

d l 


d. x 

0 pure 1TK = 9 = 0 


; Li 

d. A 

= j'ro: Parimente acciò V' = o, che 


<t. t 

no nel tempo ffeflb quelle due equazioni — q z= o, — q' sto, 

i.'x 


r d.yd.A 

è l’integrare particolare dell’equazione differenziale Z = o, fia ancora l’integrale 
particolare dell’ equazione di terzo ordine Z" o, deila quale Z o 4 1 ' inte- 
grale di primo ordine, é d’uopo che fi verifichino quelle tre equazioni 

d J _ d *j , <Vj 

;rT = * = 0 ’-xrxr = * = 0 ’ 


d. x d. A 
dJx 


=z q" — o; o pure 


= q" — o ec. 


i. X d z x 

— — * — ? 0> d. y~ d. A 

46». Quindi fé nella foluzione di un problema fi giunge a un* equazione di fi 
férenziale di primo ordine, l’integrale particolare di quella equazione foduisferìt ai 
problema egualmente che l’integrale completo; ma fc fi giunge a una equazione 
differenziale (l’un ordine fuperiore al primo, la quale per mezzo di replicate in- 
tegrazioni fi Ila ridotta al primo ordine , l’ integrale particolare di quella equazio- 
ne 
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ne di primo ordire non foddisferà al problema , qualora non fi trovino fuflitere 

tutte le accennate equazioni di condizione convenienti all’ordine dell’ equazion ori» 
miti va. ,, “ 

4(54. Sia per efempìo 1 ’ equazione differenziale di fecondo ordine (tj) 

+ 4*1* j J. x — 4Ì.y I* — o, della quale l’integrale completo fi- 
A* — B* 

nito è (14) y A’x -+- Ax* 4 = o, mentre differenziando quefia e» 

quazione (14) fi ha iy — AV.x 4. zAxi.x =0, o fia iy = A V.x — zAxdjr, 
che con aggiungere xV.x ad ambi i membri, e fare la dirihone per 4 .x diventa 

iy 4- xVx . _ . . 

' g x — x — r Ax - 4 - A 1 , o fia [mediante retrazione della radice qua- 

drata] j/ 1 - - — =z x — A, quale fi differenzi, e ne verrà (ritenendo i.x 


cotante) 


i’y 4 - zx 4. x 


~ 4. x , vale adire [con elevare ambj i mem- 


e ■ y > ~ ” v.v '«tv «uii/i t IUV.1U* 

2 y/x yji y -+- x* 4 . x 

bri al quadrato, ordinarla, e togliere i termini, che fi elidono] "i.'y * 4- 

4 x 4 . l y 4 . x* — 4/j 4 . x ì = o, che è l’equazione (13) propota. Ora di que- 
fta equazione l’integrale completo di primo ordine dedotto a norma del num. 457. 

è xV.x + 4 y — 4 x J/B J — x J — 3 y (15). Per trovare l’ integrale parti- 

colare di quella equazione (15) fi differenzi l’equazione (14) facendo — o, 

e fi troverà — iAx — x 1 — A* = — (a — x\ il qual valore eguaglia- 

to a zero efibifee A = x. Si fotituifea pertanto nell’ equazione (14) queto va- 

x» — B 5 

lore di A , e fi troverà y q — = o, che è l’ integrale particolare , che 

foddisfa all’equazione [15]: Ma acciocché egli fia net tempo fteffo integrale par- 
ticolare dell’ equazione (13), 4 neceflario che fullìta ancora l’equazione 

i'j 4 1 

-j x j A ' == o . Per accertarfcne fi differenzi l’ equazione — ( a— x* 

^ ’ • A 
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d x d. A 


== 2 X A — x, iJ qual valore eguagliato a zero dà pure 




A = x. Sufliftcndo adunque tanto l’ equazione — ^ =r o , che P equazione 

d% A 




— o, retta conchiufo, che l’equazione y — 


B» 


è integrale par* 


4 x. 4 . A ' 3 

tkolarc dell’equazione (13). Di fatto differenziando quella equazione fi ha 
4 . y 4 }y 

5 — = — x 1 ) che differenziata ancora eubifee , = — 2x, 1 quali raion 

*’ * 4 . x 

foflituiti nell’equazione (n) la rendono identica. 

465. Al num. 458. fi è trovato , che l’ integrale completo di primo ordine 


dell’equazione (16) 4 xdy — xd.'y = o è (17) dy v'* 1 ■+■ ir 1 — B* =s xd.x -+■ 
yd.y, e l’integrale completo finito è x* — lAy — A 1 — B* = o (18). Per tro- 
vare f integrale particolare dell’equazione (17), fi differenzi l’equazione (18J , c fi 

</. ¥ À — y 

avrà j = — — - — , il qual valore eguagliato a zero fomminiflra A= — j. 

Soflituendo pertanto quello valore di A nell’ equazione (18), ne verrà ac* -+- y* 
— B 1 rr o, che è l’integrale particolare dell’equazione (17). Ma per vedere fe 
i ancora integrale particolare dell’equazione (tri), fi offervi fè fuffifte l’equazione 

éi^y A y A y 

— = 0: A tal effetto fi differenzi l’equazione — — — --fioche 

x 4. A ^ 4. fi fi 


4 .x 
fatto fi avrà 


Jl y _ y _ 


— V M 

= [perchè come fi ricava dal 

A* x A 


4 .x d. A 


Ad x 


X X 

differenziare l’equazione (18) ] — . Ora -j- non può generalmente et 

A A 

A. x y 

fere zzl o; adunque non fuflìftendo P equazione -3 — j— = o , P equazione x* 

AtX A » A 

-f- 7* — B 1 = o non può fòddisfàre all’equazione (i ri), o fia non ne può efTe- 
re V integrale particolare, come fe ne può accertare col fatto prendendo dalla me* 

d. y d, l y 

defima i valori di -j — , e di 1 , e foflituendoli nella defitti equazione (tri) . 

*■ * d. x 

466. L’integrale particolare V' == o, che foddisfa all’ equazione differenziale 
del primo ordine Z = o, foddisfacendo ancora a tutte le altre equazioni « i fiere n- 


Digitizeci by Google 


CAPO IV. ARTICOLO I. 


40 r 


z»li degli ordini fuperiori Z'=o, Z"=o ec, che ne fono derivate , allorché 

({. y J 2 dy 

fuflìftono nd tempo fteffo le cqua2Ìon? ^ » - 1.Z — 

A - 


’ d.xd. A 

rfi. x 



rf’. J» </. X i*. X 

= =- »— ■■ = o ec. , ovvero -j— =z o, -3 — — — 0 , =1 — o, 

-/.A -O'* ’ d.y d.A ’ 

deve in tal cafo edere collocato nella dalle degli integrali completi, di cui pcf- 
fiede le proprietà 

4 ‘ 
dell 
dejl 

d y d. y 

10 ( 1* Z-' 4 data per xjjr, , d. ) , di cui l’ integrale com- 
pleto finito è V=o. La quantità V deve efiTete una funzione di x , e di 
due collanti arbitrarie A, Bj il di cui differenziale, con prendere variabili fol- 

d. » 

tanto x i y , e ^ p =0, ove la quantità ; è data per x , y , A, B. Ora 

giuda il nutn. 4 61. l’ integrale particolare viene determinato dalle condizioni 

dé y d*, y , 

^<a" V xi ~ A —°ì ma P 0, chi l’equazione V=o ammette due rodan- 
ti A, B , riguardando perciò la y come una funzione di A , B, il valore oom- 

J y . *■ y , . J y 

P letod * TT è ^ '- A - Zb 


é - y \J 

d. B 

4 .BA 

i. A’ 

cafo prefente 

+• 3 

V'- B 

d.xd.B 

Ad. A 


, , d.y\jd.B d\ y 

W 77K + TbATà= 0 >( 20 ^ ZTTt 

= o. Se pertanto col fuflìdio di quede due equazioni (19), (20), e delle due 

d y t j g 

equazioni V=o, -3 pz=. o fi elimineranno le quantità A B — — . fi 

4.X ^ 3 1 y rt 3 

giungerà a un’equazione differenziale di primo ordine, che farà il ricercato in- 
tegrale particolare dell’ equazione Z'=o. In vece delle equazioni ( 19), (20) 

r, pud fir ufo di quelle elite due ~ “ = o, + 

rXxx = “• 


d'. . 

~ZJZb 

Tom. Vii. 


E e e 


4 < 58 . 
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4 58 . Debbafi trovar per e (èmpio l’ integrale particolare differenziale dei 

primo ordine dell’equazione far) » — 4- J ' * — ( — 

*• * *'* 


)‘ + =7 . di 


cui I’ integrale completo finito è y =z — A x* 4- 
Ax" A.x a 

Bx 4- A 1 4 - B 1 (22), che corrifponde all’equazione V—o: Si differenzi que- 


lla equazione (22) prendendo variabili iolranto x, y, e ne verrà (2}) 


Li. 

rf x 


^ Y 

= A x 4- B, che corrifponde all' equazione . — d. =r p. Si differenzi ancora 

A. 30 

l’equazione (22) prendendo prima variabili j, A , e poi prendendo variabili y, 

d y I 

B, e ne verranno le due feguenti equazioni (24} - — — x 1 4- 2 A , 

% 

(2$) = x 4- 2B: Si differenzi l’equazione ( 24), e l’equazione ( 25 ) 

A 1 , v 

, - — -f — = 1 , onde 
A, x A. B 


j» v 

prendendo variabili x, i.y , e fi otterrà - — x 


x A. A 


mediante la foflituzione de’ ritrovati valori le equazioni ( 19 ) ( 20 ) fi trasfor- 


i B 


A. B 


mano in ( 2(5) — x 1 4- z A 4 - ac + jBX 77 = °! (27) x 4 - =o, 

che unitamente alle equazioni (22), (23) fervir devono a eliminare le quan- 

//B V.B 

tità A , B, A tal effetto fi elimini primieramente coll’ aj«o delle 

due equazioni (2(5), ( 27) , dal che ne rifiaterà l’equazione ( 28 ) L x’ 

z 

-1-zA — 2 Bx — o . Dall'equazione (23) fi prenda il valore di B , e fi fofti- 

tuifca in quella equazione (28), e fi avrà - x 1 4- 2A — 2x ~~ 4 - 

1 d.x 


-7* +- 




. 4 m d.x 

a A x% donde ricavali (29) A =: — — — j — : parimente dall’equazione (*3) 


14- * 
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fi prendi il valore di A, quale fi foftituifca nell’equazione ( z8) , e con dò et 

fa fi trasformerà in — x J 4 * — -y — a B — a B x* = o , da cui fi 

a d, x 

ii_ ±*> 

«tiene (30) B= r^. Finalmente quelli valori di A, B, che fommii 

• I “H x 

mitrano le equazioni (a 9), (30), fi foftituifcano nell’equazione (za), e fi 

, 1 ly d.y , 

x* 4 - 4^-r^ A x "j- * 4 

’ di x ^ d.x 


troverà (31) y = 


® nX * + ** 


4 X«+** 


^ „ dj' M d.y 

*♦ -+- gx»-^ 4- 1(5 x* ===•, 16 ==* 

4 x d. x d.x 


8 x> 4- x* 
d.x 


16 X 1 4-* 1 * *<5 X 1 -H ** 

Ma quelli due ultimi termini fi riducono ad 

x* 4- * 4 4* 16 x 1 ^- 4- 16 

J “ W. x 


I< 5 X* 


x4X 1 -t- .x* 4- 16 =4 X 1 + ** ** + 16 4^* 


— ■ , e i due primi 

,1 


16 X 1 4 - x* * 16X1 4 - X 

termini con ridurli al denominatore 1 6 diventato — 
d. y d.y 

1 x* 4- 8x 5 —, 1- i6x-j — , , , , 

dx d x . D un q ue l’equazione (31) fi trova eflcre 


1ÓX1 


x» 4- 8x 5 4 - lóxX ~T~ ■+■ 16 —=* 

» • A d. X 

(32) y ■ ■ « , che è il ricercato in* 

16X1 4- ** 

tegrale particolate differenziale del primo ordine della propolla equazione (ai). 

Eee a 4 Ó 9 - 


d.y 
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469. Per avere l’integrale particolare finito dell’equazione (11) develi in- 
tegrare quella equazione (j2), al qual effetto la ordino così ìóy^t -q- x l +■ 

x* = 8x 3 4. -h 16 , pofcia per rendere il fecondo mem- 

i.x 

bro nn quadrato perfetto aggiungo ad ambi i membri x 6 -f- 4** 4- Ax 1 , lo 
che fatto eltraggo da tutti due i membri la radice quadrata, e mi viene 

l/i6j X I -+- * l 4- x* + x' -f- -H =*> + » + _±±2_, 

vale a dire ( perchè il primo membro è — 


l/iój X l -+- x'-f- x* X « f x l -h** 2 X l+P - 


li. X 


I/T 

■+■ *‘X v'tój' + *‘ + 4*’ ( con moltiplicarla per 

’jj +■ X* -h 4X 1 

a „ . — 7 8rf.jr 4- 2*,’/* -f- 4 xrf. x 

^ 1 "l" * — “ = > il di cui integrafe con 


■/ iójr -t-x 4 4- 4X 1 


aggiungervi una collante E i + — x + y Y -+- x 1 

|/«dj ■+■ *' 4X 1 •+■ E cercato integrale particolare dell’equazione f 2t ì 

470. Dalle co fe dette fi può venire in cognizione -della maniera di deter- 
minare I integrale paokolare delle equazioni differenziali di terzo ordine, che 
generalmente rapprefenfo *gsì £" == o , m etri la Z" è una funzione di x , ■» , 

±y •fj_y - v-j ' 

Ì.X ’ > ==ì * e dfila <l ujle equazione l’integrale completo finito è 

V = o ; ove la V è data per x , y, e tre collanti arbitrarie A , B, C: il dif- 
ferenziale poi dell’equazione V=o prendendo variabili x. 7, è n 

, •" <f. x r » 

H di cui differenziale con ritenere collante i.x è ^** 7 »' _ 0 , 0 ra pel 

d x" **” 

rum. 4(52. l’integrale particolare delle equazioni differenziali di terzo ordine vie- 
ne determinato dalle tre condizioni ~~ — 0 . d ' - 1 — „ 

*• A ’ d.> UA — ° r 


*-y 


Digitized by Googl 


•Py 


CAPO IV. ARTICOLO L . I 40* 

. * i*l. . « « 

— o, ma poiché l’eqaazione V — o riceve rre collanti A, lì, C> 

i. x d. A 

riguardando perciò la jr come una funzione ci A, B, C». il. valore completo di 

y ± 1 _l. —.- 1 VÌA + Y^— , e però le tre condizioni- per 

d. A 4 d. A ^ <t BÀA A ^ 4 . CÀ»'. a ’ p 

d, y d, y w </. B * 

P integrale particolare fono nel cafo prefente (33) , j-g- Y +- 

*JV /C - o fui ^ 7 , vii + 

rcX-TA ’ ( 34 ' A x A A + d.xd.bM A ... „• 

_£lì_y — = O, ( 35 ) ^- JL + ^ V— + 

Ax A CAA A J d. x‘ d. A d.x 1 d. bA^- a 

</J. y \/Z C ... Ajf 

d — V- — o. Se pertanto mediante le equazioni Varo, -j— — 

*x‘AC a '- a •• 

p = o, 1=» — p' = o, e le equazioni (33), (34), (35) fi elimineranno 
d.x 

d B d C t 

le quantità A, B, C , , - — , ne rifulterà un’ equazione differenziale di 

d. A d. A 

primo ordine, «he farà il ricercato integrale particolare dell’ equazione Z"c=o. 
Lo ftefTo metodo fi offenda a trovare gli integrali particolari delle equazioni dd- 
ferenziali di ordine più elevato; onde fe Z"' ~ o farà un’ equazione differen- 
ziale di quarto ordine , fi troverà , che il di lei integrale particolare è P equa* 

AB d. C 

zione, che tifulta dall’eliminazione delle quantità A, B, C, E, , jjrjf 

Fi per mezzo delle otto feguenti equazioni V = o , che n é 1 integrale 
d. A 

. • </• y , <f* y _ 

completo finito , 3— ^ p = o , P — 

* d. x 

— P" — o» 


\ - 
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di 

TU + 

d-y ' 
Z~B/ 

v/d. B - ^i-V— .. il’ 

A ■** d. C/\d. A + ià, 

0 

II 

W |< 

*5 

*-J 

» . - 

d>. jr y Z B d*. 7 V* 

G 

_L_ 

d. x d. A 

”T 

d.xd.B A d.xd.c/\d. 

A ^ 


d'. y y d. E _ 
d.xd.EÀd. A — ° 


d'y 

1 V 

t d. 

B 

d.x' d. A 

«TT d. B / 

idr 

rt 

di 

*_V rf - E _ a 



5TT* 

d.EAm-° 



d'-y 

. A - r \ 

*L 

B 

d. x 1 d. A 

rr* d. b/ 

\d. 

A 


d*. ? y d. C 

d. c A'- A 


d*. 7 \ ,d. E 

TV d. eX ** = °* c cosl in p01 ' 


articolo il 

Df//« maniera di ritrovare gli integrali particolari delle equazioni differenziali 
di qualfivoglìa ordine indipendentemente dagli integrali completi. 


^ 1 * _^ L Bbiamo veduto al num. 466 . , che fklIiRendo le equazioni - T == o 5 

A 

d*- jr </*. v 

7. S A = o , = 0 ec. all’ infinito, l’ integrale dell’ equazione 

d. x d. A 


differenziale di primo ordine Z =: o, che fi deduce dall’equazione =1 o 

non è un’integrale particolare , ma è coruprefo nell'integrale completo; e pe- 
. . d. y 

iò acciò l’ equazione Ta. ~ o fòrominiftri un' integrale particolare , non po£ 


tòno 


Digitized by Google 



CAPO IV. ARTICOLO IL 


. , J. y d .* y 

fono tutte infume fuffilUre le dette equazioni = o , - x d ~ ss 0 , 

J) „ 

' J — o cc. Ciò pollo e (Tendo Z 3:0 l’ equazione differenziale di prì« 

d. x d. A 

d y 

ino ordine ( la Z in confluenza è data per x, j, e fi fuppone libere 
tanto dalle frazioni , che dai radicali ) » il di cui differenziale è (34) d. Z za 

J y 

K d. -+-MZ y + U d. x = o, fi raccoglie, che la quantità K deve 
d - x 

effere = o: di fatto fupponendo per ora, che V = o ( la V è data per x, 
y t e la collante A ) fia l'integrale completo dell’ equazione Z =s 0 , fe fi rif- 
puarderà la y come una funzione di x, A , ovvero la x come una funzione di 
y , a fomminiftrara dall’ equazione V = o , dovrà fufliftere T equazione 

4.7 — 0> poiché l’equazione Z=o è indipendente dalla quantità A. Nel primo cafo 
<L A 

dTL 

poi fiavrà il valore di — con differenziare la Z facendo variar foltanto laj , e nel fecon- 
. — * d, A 

d. Z d*» y d- y 

do facendo variar foltanto lax. Si avrà pertanto- — - = K — — — — — 1- M - — — — s; 

d. A d. x d. A a. A 

d Y 

ma nel cafo di un integrale particolare avendoli —d = o, e la quantità M non 
potendo diventar infinita a motivo , che è quantità intera , perciò H termine 
M-r— ^ farà nullo, e in confeguenza fi avràK - — = o, onde k 

d. A 4 » X 4 . A 


ék x d. A 


é — o , farà K. — o . 

r- * J y - , 


d l Y 

472. Che fe mentre è = o, farà ancora - — '-f--. = o, fufSfle- 

a, A • “ 4% X 4» A 

rà dunque l’equazione K ^ -I- M = o , U di cui differenziale 

d ì, y 

( con prendere x, jr variabili , cd A , d. x collanti ( è K *~*~ + 

d% X dm A 
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^_K xM \/ d l . y d M V </. 7 
d.x Ad. X d. A + ~xATTR — °> la ff uale fi ridu « 


Jf i Y 

r— i — = o a motivo, che per ipotefi fi ha ~~ = o , 
l.x d. A d, A ’ 


il _ 

d 

i 1 . y _ 

j x A — o, e i loto coefficienti, effóndo quantità intere, non poffòno di- 
ventar infiniti, e però fe non è — £j- — = o, farà K =o. Se è 

d.* 4. A 

iKy ■ 

= o, fi troverà con una nuova differenziazione K = o, purdiè 

fi V ri tk ' * 


dx i. A 

t ^ 4 • .7 

non ua — — o , e cosi in poi : ma ficcome nel cafo di un’ inteera- 

dx 1 d a 6 

le particolare non poffbno tutte inficine fuffiftere le equazioni — o, - 

. d. A 

d 1 - y i\ y 

j j A — 0 i — — = o ec., perciò neceflarkmente fi avrà K = o; 

i.x A 

onde l’equazione ( 34) diventa </. Z = M d. +• N d x = o. Effóndo adun- 
que generalmente K d fi avrà ~ l — _ 

“ d.x 


M 


£l 

d.x 


N 


. , .vale a dire (perchè K — o, M d y+. N d. x =: o, o fia 


J, y. Jl y Q 

M +• N o ) —~ l ■=. — , lo che deve aver luogo nel cafo di un’ in- 
d x O 

tegrale particolare dedotto dall’equazione 4—r — o. IflefTamente la condizione 

A* *\ 

^ di* X Q 

=0 darà = - 7 ^ 1 — — . Ora che fi hanno le tre equazioni Z = o, K 

d. y 0 

■ </ y 

— ^ ~<tx + N 1 = o, fi combinino primieramente quelle due ultime K =3 

ti. y j 

°>M +■ N == o, pofcia da ciò, che ne rifulta fi elimini coll’aiu- 


to 
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to dell’equazione Z ss o, e ciò, che ne verrà, farà il ricercato integrale par- 
ticolare . 


J, f 1 

473. Defumiamone fcfempio dall’equazione (4) - — = — — x — 

<r. x x 


— x, } 4 - —{/ 1 4 -x* X ì/ l6 J ■+• 4 x *-+- x4 > 0 (?6) = — 

44 


— x — — x> 4 - 4 X 1 4 - 16 x l y 4 - j x* 4 - x 4 del num. 45^. 


6i differenzi quella equazione, e ne verrà 


'li 

rf.x 


I — I — — x , j/Ì6j4-4x*4-i6x‘ji+-jx 4 4-x , 4-x+-4xjf4- I 

j/ \ l 


— x 3 -f- ~ x* -f- X 2 
2 4 *.x 


V'iójr -H4x*-H ióx 1 ^-*- 5x* -f-x 4 


ve. at 

r 1» 


7 

onde dovendo edere — — = §- fi hanno te due feguenti equazioni ( 37) 
d.x 1 


— ~ — — x* |/ , i<5/+4x , -+-i6x i ji 4~5* 4 4-X* 4- * 4* 4x7 4- 
1x3 4- lx i+ ^X l+axl >°» * ' r 


( 38) ^167 4-4 x 1 4- 16 x 1 j 4- j x-* 4- x 4 =z o . Ora queda equazione riduce 

l’equazione (37) a (39) x4-4 *Jf + \ ** + 7 * 5 + 

y 

s: o: Ma dante ^167 4- 4X 1 4- 16 x’ 7 ■+■ jx*4-x 4 =0, l’equazione (36) 

diventa = — — x — > — x J , dunque foftituendo quello valore di 

«•x 2 4 • i. .. ' v 

d.y 5 3 ' 

nell’equazione (39), ella palfa ad edere x 4-4x7 4- “ x } 4- ~ x ! — 


t Tom. Vii. 


Fff 


x— 
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x — * J — — x 5 — — x 5 = 0, cbc con tre li riduzione de* termini , con 
» z 

togliere i termini, che fi elidono, e con fare la divifione per — trovali effe- 
‘ . 1 
re 16^4-4** — x* =o cercato integrale particolare , che è quello fleffo, che 
per mezzo dell'integrale completo fi è trovato al num. 4 ^ 6 . 

474. Può accadere alle volte, che i due termini M d.y 4- N Zx fi diflrug- 

d.y 

gano fra loro , nel qual cafo l’equazione ( 24) K i. 4- M d. y 4- NZ. x 

• ii.' 

= o fi ridurrà a K Z — o, ccnfeguentemente Z — %■ ; onde la 

A X *• T xy 

fola condizione K so verificherà le due equazioni = 2- j * 

• } d % x ' 

».* • « . i 

=1 = — . Qualora ciò fucccda, fi otterrà 1 ' integrale particolare dell’ e- 

Z j ° 

• • / « 

quattone propofta Z=o con eliminare per mezzo delle due equazioni 
K =r o, Z = o. 

475. Cerchiamo per c (empio P integrale particolàre dell’equazione (40) xZ y 


— jrZx 4- B 


VTT 


d.y =0. Si differenzi qaefta equazione, ritenendo 


collante la Z.x, e ne verrà x d 1 . y 4- — ■ =0, nella quale fi 

j/ Zx* 4- Z y* 

trovano nulli i termini corrifpondenri ai due generali Mdy , NZx, e la K tro- 
K d.y 

■tifi ~ x y- — _. z_z - z r , poiché adunque deve effere K— o , fi ha x 4- 


4 - 7 ] 


BZj 

-===:===r = o , o fia xj/ Z.x 4- = — B iy, la quale 

|/ Zx 4- Zj 

equazione elevata al quadrato diventa x 1 7 x‘ 4- x’ Z.j 1 — B* "Zj -1 , e 


però 
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4 “ 


nerò d. v* — * J '* , t d.y —± .,**'*.. Si facci» valere il fegno ìnfe- 

B *~ ** y B* — x* 

aiate di quefto vaiare di d.y, polcia nell’equazione (40) fi follituifcaao i litro, 
vati valori di d.y, e d.y* , con effa fi trasformerà in — 

* x x 3 d.x -f- B ^ * = o, cioè ( con fare la divifione per d. x, t 

J/B 1 — x 1 

con Icrivere VB* — x* in luogo di . ) — ** — j=o,che ordì- 

y B 1 — x* 

no cosi y B 1 — x 1 ed inalzando l’uno, e l'altro membro al quadrato ri- 

trovo B 1 — x r —y 1 , o lia j'+x* — B*=o, che è il ricercato integrale partico- 
lare dell’equazione (40). 

d. y 

47Ó, Mediante 1 ” equazione K d. -^ — o fi può giungere all’integrale com- 
pleto dell’equazione Z=o, poiché non annullandoli la quantità K, farà necefTa- 

d y d. y 

riamente d. =0 , il di cui integrale è — A (la lettera A rapprefenta 
la collante arbitraria). Se pertanto nell'equazione Z— o fi folli tuirà A in vece di ~j~~ 
fi ottetti il di lei integrale completo : così per giugnere all’ integrale completo dell’equa- 
zione (40) la difpongo così x</jr — yd.x^z. — B[/ d.x 4 - d.j , polcia inalzo l’uno 
e l’altro membro al quadrato, ed ho x’ d. j 1 — a xjd.xd.y -f-j l d.x‘ = 

B* d x l 4- B 1 d 3 1 , quale ordino così y 1 — B x =z B* — x‘ 4 - 

A d.x 


ixy 


£2. 

d.x 


Quella equazione mediante la follituzioné di A in luogo dà 


— , e di A* in vece di J== x fi trasforma in y* — B 1 = lì 1 — *‘^A‘ +■ 


1 A x 3 , o Ga 2 A xy +• A 1 x 1 ss B* X 1 4 - A* ; che però eftraendo da 

ambi i membri la radice quadrata fi ha 3 — A^^Byi 4- a 1 cercato integrale 
completo dell’ equazione ( 40 ) . Se mediante q»B integrale completo fi cerche- 

Fff 2 à 
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rà a norma del num. 455. l’ integrale particolare, fi troverà , che egli è 7* -t- **• 
— E 1 — o ,• come indipendentemente dall’ integrale completo fi è poc’anzi trovata 

477. Analogamente al metodo efpofto li ha la maniera di trovare l’ integra- 
le particolare di una equazione differenziale di fecondo ordine Z'=o fenza co- 
rofcerc alcuno de’fuoi .integrali completi: Si differenzi 1 * equazione Z' =0 pren- 

d*, y 

dendo variabili x, jr, e d.x collante, donde fi deduca il valore di — , , quale 

.* d.x 

J. y />, y 

fi ponga z= — j con che fi avranno due equazioni date per x.jr, , — - x 
0 , d.x *• 

d\ y 

Da quelle due equazioni fi faccia fparire — - g con foflituirvi il fuo valore prefo 

d.x 

dell’equazione Z' = o, nei qual modo le dette due equazioni faranno date per 

* d y 

x.y, i e dovranfi accordare fra loro riducendofi a una fola equazione, qua- 
lora l’equazione Z' = o i fufeettibile d’un integrale particolare, che in tal cafo 
farà l’equazione trovata, 

d 1 . 1 

478. Se l’equazione Z'=o farà tale, che fi abbia d.Z'=lL' d. — , in 

d.x 

d* t y 

allora la condizione — - 1 =-£ fomminillrerà la fola equazione K'=o; onde 
d.x 

d 1 s 

per mezzo delle due equazioni K' = o, Z' = o eliminando ===, , ne rifulterà 

d.x 

un’equazione, che farà l’integrale particolare nell’equazione Z' — a. 

479 - D’egual modo fi proceda a trovare gli integrali particolari delle equa- 
zioni tiilferenziali di terzo, quarto cc. ordine inaipcnacnteraente dai loro integra- 
li completi. 


SCOLIO. 


480. Dalla confiderazione delle curve ricava in feguito il Sig. de la Grange 
la' teoria degli integrali particolari; mentre c (fendo Z=o un’equazione ditferen- 

à y 

alale di primo ordine data per x, jr, , il di cui integrale completo fia 

Verro ( la V è data per x, jr^ipcr una collante arbitraria A ), non feio all* 
equazione Z rea» foddisferà l’eqflWwne Verro prendendo ceftance la A.maezian 
aio a (regnando fucceflivamente alla A tutti 1 valori poflifcili , che cadono tra i[ 

aero, 
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zero, e l’infinito tanto politivi, che negativi , confeguencemente dall’ equazione 
V zzo fecondo gli infiniti diverfi valori afiegnabili alla quantità A rilultando un» 
infinità di curve appartenenti a una ftefla famiglia, e tra loro infinitamente poco 
differenti, ognuna di quelle curve rapprefenterà egualmente l’equazione Z— o: 
Se pertanto li condurrà una curva, che tocchi tutte quelle infinite diverfe curve, 
effa pure foddisferà all’equazione Zzzo , poiché toccando tutte le anzidette di* 
verfe curve, avrà con loro ne’ punti di contatto le coordinate comuni; ora i va* 
lori di tutte quelle coordinate foddisfano all’equazione Zzzo, poiché vi foddisfa- 
no le curve, cui appartengono, dunaue alla (lefTa equazione Z zzo foddisfa egual- 
mente la curva di contatto, alla quale tutte le fuddette coordinate competono; 
Ma quella curva non può avere le coordinate comuni con le infinite curve rilut- 
tanti dall'equazione V zzo col far variare la quantità A,fe non in cafo, che la di 
lei equazione efclu. fendo qualunque collante fia data per le fole variabili x,y, quella 
curva adunque rifulta dall' integrale particolare dell’equazione Z zzo, confeguen- 
temente l’integrale particolare di un’equazione dilferenziale di primo ordine vien 
rapprefentato dalla curva, che tocca tutte le differenti curve etibite dall’ integra- 
le completo V zzo della detta equazione col far variare la collante A: Quella 
curva poi , come coda dalla fua genelì, farà compolla dalle porzioni infinitelime 
delle curve foraminillrate dall’equazione V zzo . Di fatto fe nella curva di con* 
tatto fi prenderanno due punti infinitamente prolfimi , egli è chiaro , che le cur- 
ve toccate in qaedi due punti dovranno interfecarli in un punto intermedio; on- 
de facendo coincidere i due punti di contatto , con loro dovralfi confondere il 
punto d’ interfezione delle due curve , e quello , che fi è detto di due punti infini- 
tamente prodi ni valendo per tutti gli altri, é evidente, che la curva di contatto 
è formata dalla mutua, e fuy'celTiva interfezione delle curve dell’equazione Vezo. 

4*1 1. Che fe li córtlTderérà la 3 come una funzione di jc , A eiibita dall’equa- 
zione V zzo , due ordinate corrifpondenti a una (Iella abfrirtà x,che vanno a ter* 
minare a due curve infinitamente proflìme, faranno in generale 3 , e 3 ■+■ 


dy 

F~X 


d A ; nel punto poi d’ interfezione quelle due ordinate diverranno eguali j 


e lì confonderanno in una fola zz y, e i. A anderà a zero, 0 fia farà 

J d. A ’ 


dy _ 
Z~à ~ 


o: Se pertanto coll’ajuto delle due equazioni Vzzo, 


dy 

d. A 


o fi eli- 


minerà la quantità A, ne rifiaterà l’equazione alla curva formata dalle fuccelfive 
interferoni di tutte le curve (òmminiltrate dall’equazione Vzzo, che farà l’an* 
zidetea curva di contatto . 

484. In certa maniera adunque riguardar lì polfono tanto le curve toccate, 
che la curva di contatto come una fol curva avente una infinità di rami legati 
fra loro col vincolo di una (Iella equazione , che é l’equazione dilferenziale : In 
ciafcun punto poi della curva di contatto- vi faranno due rami , che fi incontre- 
ranno, l’uno della curva, che tocca, l’altro della curva, che vien toccata, ai 


quali 
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J. « 

quali competerà una tangente comune; e però a ciafcua valore di —p- dovrà 


A 1 , y 

corrifpondere un doppio valore di - , , confeguentemente in tutti i punti 

d.x 

éf 1 * y 

della curva di contatto i'efpreffìone della quantità — - , , che mediante la diffe- 

J. x 

renai azione fi «tiene dalla proporti equazione differenziale , dovrà divenire 


per una ragione fimile a quella ,per cui ne’ punti doppi delle curve il valor di 


diventa = — : Onde in quello modo dalP equazione differenziale fi potrà dedur- 
o 

re l’equazione alla curva di contatto , o fia fi potrà dedurre l’integrale partico- 
lare dell’equazione differenziale , giacchi non i egli altra colà, che l’equazione 
delia curva di contatto . 


ARTICOLO III. 

Degli integrali particolari delle equazioni a differenze parziali. 


483. T 'Integrale completo di un' equazione differenziale a differenze parziali di 
primo ordine deve contenere due collanti arbitrarie ; ne deve contenere 
cinque l’integrale completo di un'equazione differenziale a differenze parziali di 
fecondo ordine; ne deve contenere nove l’integrale completo di un’equazione 
differenziale di terzo ordine ec., poiché fé fi differenzierà un'equazione data per 
tre variabili x, j, z, ne rilutteranno due equazioni; una differenziazione doppia 
darà cinque equazioni ; ne efibirà nove una differenziazione tripla ec. Sia per 

y y x 

efempio l’equazione z — A 4- Bx •+■ Cjr + G — 4- H , la di cui pri- 


ma differenziazione dà quelle due equazioni Li. — B — G — — H — ; 

d. x x* x l 

C -f- G — — I- :H— , e la feconda differenziazione eGbifce le altre 
d.y x x 

tre equazioni feguenti — - — = 2 G — -f- zH — . \ — — q 

d.x * *' d.xdy x* 
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y d. A t ' 

•»-< 2 H ^ ' y 2=5 * n WW® fono cinque equazioni. 

484. Se pertanto V— o Ciri un’equazione data per le tre variabili *■, 

», « le due cottami A, B, con riguardare la * come una funzione di x , y va- 

' ■ ! • -, -• 

«abili, differenziando l’ equazione V=o fi avranno le due equazioni — • — / 

. " d* K . 1 

—°ì ~2 — — q ~ o: Ora mediante quelle due equazioni, e l’ equazione V — o 

eliminando le due collanti A, B, fi otterrà un'equazione di primo ordine a dif- 
ferenze parziali, nella quale le due collanti A, B, non avran luogo, e làrà data 

4 . Zi il. Zi 

per J, *< c " e generalmente rapprefenteremo per Z=o, .e di 

cui fi potrà riguardare come integrale completo l’equazione V=:o. Data fiaper 

y 

efempio l’equazione [41] A ■+• B — . Differenziando tic verranno le due 

feguenti equazioni [41] ~ — — B ^ ; [43J £L = B 1 : Si foftitui- 
«•* * «.Jf x 

Ica nell'equazione [41] in luogo di B 2 - quello fuo valore, e fi avrà ^ 1 

* 4. xZ 

— — ^x)f\T~] ’ C * 1C ^ ^ ricercata equazione differenziale a differenze parziali, U 


aione [44], e fi troverà — B; [45] •— = C = /(A, B) : Quindi 
l’equazione [ 44] mediante fa (bfticuzione di quelli valori di B, C diventerà “ 

d. Zi d.Zf 

* — A 4- * 4 - j , da cui fi deduce il valore di A , che è A =z— - 

* — . Se pertanto nell’ equazione (45]^. — / (A, B) fi Lbfti- 
tuitanno i ritrovati valori dì A, e di B, fi avrà la ricercata equazione differcnzfa- 
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d.z tei.* j td.z d.z 

le a differenze parziali, che è — — = /(* — ) > fleUa 


quale l’ integrale completo è z=A -+- Bjr / (A, B) y. 

485. Nella fleflTa maniera fe l’equazione V=o lari data per x, 
le cinque collanti A, B, C, G, H, li porrà ottenere un’equazione difl 

. ’ i 7 i ' d. 7 j 

di fecondo ordine a differenze parziali data per x, j, z, , -y-j , 


d*. z d*. z 


1 , , — , con eliminare le cinque collanti coll’ aiuto delle 

d.x x d.xd.j d.y 1 


d 1 . z 


d. z, 

d. t, 

d.x 



d 1 . Z \ 1 

0, 

77 - -’ = ■ 


d.z d.z 


d 1 . z 

T 7 1 


Tento per Z'rzo, l’ integrale completo farà l’ equazione V =0 . Prenderò l’ efempio dalla 

y y 

precedente equazione z = A+-B*-}-Cji-f-G — 4- H — del num. 483. , dalla 

i > • 


•' d 1 , /, , y 

quale mediante una doppia differenziazione fi i dedotto [ 46 ] = z G 

d.x * 

y d 1 . z t 1 d 1 .* 

+ >» fri»! = = 

a H Le equazioni (4 6), (47)00! follituire il valore .di aH — prefo dall’ 
equazione (48) diventano [49-] = = =x = aG + ^){=== x i (l°) 


d 1 . % 


d.x 

. z 


- - _ r ± yyd 1 . z 

ì.xd.j -“V xAtj* 


Da quella equazione (50) prendo il 


rz- 
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valore di G — j, che è =s — — Y=» — j— j- » e lo foflituifeo nell* equi» 

- * * r\ d. jr J 


zione (49) > con che effa diventa 


£l_ — _i 22Ì. 


V~ — 

Av „ * 


x/\d.xdy 


i. M 

i.*Z 


** 


£v£t „ r.a — + ^V— .u ^Y— - o 
«‘A,/. J* ’ / x * xMxJj **A^ ‘ *> 

che è la -cercata equazione differenziale di fecondo ordine a differenze parziali, il 

y 

di cui integrale completo finito è l’equazione * = A -f- Bx Cj +• G — + 


x , . 

486. Veniamo adeffo alla maniera di trovare gli integrali particolari di que- 
lle equazioni differenziali a differenze parziali , la quale è coerente a quanto fi è 
detto per le equazioni a due variabili . E primieramente ^equazione Z o ri- 
fu Iteri Tempre la Beffa comunque ancora le collanti A , B fi confiderino variabili , 
purché differenziando l’equazione V — o , fi abbia d. z — pi. x ■+■ qd.y, come 
nel cafo, che A , B fi confiderano collanti, poiché qualunque fianfi i valori di A, 
B , è Tempre lo Beffo ciò , che rifulu dall’ eliminazione di A , B per mezzo delle 

d. Zi d. Zi • 

equazioni V = oj, -j- - — p — o; — q =s o. Acciò poi fi abbia d. z 

— pd.x ■+■ qd.y , allorché fi confiderano A, B variabili, onde ne proviene d. z, 

— pd.x ■+• qdj -+- rd. A -+-.// B , é di mellieri che fu ri.K ■+■ rd.B =0 , Ho fu 

1 j- d - * * * 

r = o, t — o, vale a dire -7— = o 

». A 


, n =o, perché r= 1^, 


d. % 


s == riguardando la z come una funzione di A, B. Se pertanto fi deter. 

d. z 

mineranno i valori di A, B per mezzo delle due equazioni -j— = o, 

M • A — *1 , Ì vj 

j-g zs o, che pofeia fi foBituifcano nell’equazione V = o, ne nafceri una nuo- 
va equazione , che fari l’ integrale particolare della propofia equazione Zi: o. 


Tomo VII. 


Ggg 


487. 
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487. Dcbbafi per efempio trovare l’integrale particolare dell’ equazione (Ji) 

c ‘ ’ 

/ * 


»= ■> rj + x — + b V l 


i. £ 
J, X 


V 

1 


d. t d Z, 

, 4- , , il di cui integralo com- 

d. y • <t. x 


1 : , 


pleto è 1 = A* + Bj + 4 y'i + A* + B 2 (5 2) . Si differenzi quella equa- 
zione prendendo variabili A , B , e ne verranno le due (èguenti equazioni 

d. % 1 A b d. x. B b 


: n = * + 




7 m=y + 


- » d. X» d. Zi 

i6rt rÀ-°» ITE — 1531 * + 


V* -+-a* 4-B* 
Ab 


; che però dovendo- 


vi 4 - a 2 -i-B* 


= O; 


(54) J 


B b 


Vi 


— jr-n. — o, colle quali equazioni fi determineranno I valori 

1»_L H» 


di A, B, e primieramente per avere il valore di A riduco l’ equazione {54) a que- 
lla forma y V* ■+■ A^ 4- B* ss — Bi , di cui innalzo 1* uno , e P altro membro 
al quacrato, e mi viene jr* 4- A 2 jr 2 4- B‘y* ss B’i 2 , donde ricavo 

A*y* 4- v 1 ‘ ’ 

Parimente l’equazione (53) ordinata come la precedente, ed 

•levata al quadrato diventa x 2 4- A 2 x 2 4- B’x 1 — A l b l , nella quale foftituifco 
in luogo di B 1 ff fuo valore poc’anzi trovato , con che effa diventa 

■* + A 2 x* 4- — i — = A’i 1 , cioè (con tidur tutto allo fteffo deno- 

■Tiratore, e togliere i termini , che fi elidono ) i’x 1 4- A J x‘i 2 — A'è* — A’iy , 

vale a dire x 2 ss A 1 X ò 2 — x 2 — j 1 , e però finalmente 


A = — 


Vi* — x‘ — y l 

B t —— 2— = 


: Operando nello fteffo modo fi trova , che il valore di 


: La quantità poi V* •+• A 1 4- B 2 , con foftituirvi i 

b 


v** — * 2 — y 

* 

convenienti valori di À 2 , B 2 ,* diventa 

V b> — ~y‘ 

zionc (52) fi foftituiranno i ritrovati valori di A, B, e di b Vi 4- A* 4- B‘, fi 


— : Per lo che fe nell’equa- 


avrà 
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x* — y 4 - i* 




yò 1 — x l — jf l 


, o ili t = y&* — ** — jf*, ette i 


il cercato integrale particolare, dell’ coazione (51). ' 'j' 

488. Se F equazione differenziale a differenze parziali, di'cuf vuoiti l'ìnfe^ 4 
graie particolare , dato effondo l’integrale completo V =1: o, farà Z' == o dj fe- 
condo ordine, fi opererà cosi . S» differenzi 1 ’ equazione V = o con prenderò va* 

nabilf *, y , onde <S abbiano le due equazioni -jr— — f == o, — j = ò. 


fatto ciò (ì differenzino le quantità V, », 4 facendo variare le cinque colfanti ar- 

a d n jr> u ' . • 1 jftf • 1: r. „u_ r. 



1 prendi . . . 

d. q = o, e quelli valori fi foflituifcano nell’equazione Z V ;= o, lo che fatto 
nell'equazione * V - « non fi troveranno più che tre degli anzidetti.differcnzi^. 
li . Si eguaglino a zero i loro coefficienti , indi pei mezzo di quelle tre pove equa- 
zioni , e delle altre tre V = o, -r— — » = o, — <t =2 o, fi eliminine» 

x j 4 t >. ^ 

le cinque collanti A, B , C, 6 , H , e l’ equazione di prim* ordioe a differenze 
parziali, che ne limiterà làrà il ricercato integrale particolare dell’ equazione 

de' » O » 

489. Debbafi trovar per efempio P integrale particolare dell’equazione (jjJ 

d. g, d. t d *% Z 1 » d. 1 » 

~ x 3 h y -3 x* _ — xy ——r — y —r=t -K — 

d - * d 3 idlc' ^ dxi J a Zj .... , 

.. \ •' 

+ ■ . - — 


t/(i±_ x ££ 4 

* iTT dxd.y\ l 1 


z 


z*» 


Z‘* 


77 ‘ 




— —— } , della quale Pio- 

a d. v J 


tegrale completo é (j< 5 ) al =s Ax 4- Bjr 4- Cx‘ 4- C xy 4 - Hj* 4- 
w VÀC 4- BH 4- GH, come colla dal nunt 485,, poiché differenziando fi ha 


z 


Z*a» 


4 ~m — A + lC * + Gjr ; j-j = S 4- G* 4- tHy; ===z t = aC -, 

J'z ,, L ,, Z 1 * d ’* 

***3 _ i 77 1 “ lH; e p “ J G - zw:y 


Cgg * 


C ss 
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£ g i. % J.'x, 

2 ir* * * y ^ 


i. 1 *, i. X, 

* ’ A — d . X 


J. 1 * W.** . .. ... 

> — *==».— J P er mezzo de’ quali \ alori eliminando dall’equazione 

(j 6 ) le collanti A, B, C, G, H, fi ottiene l’equazione (jj). Si ha pertanto (57) 


V = — z + A* + Bj + Cx* +• Gxjr 4- Hj 1 + iw^rtC 4- BH 4 -CjH;=o; 
CS®) P = A 4- *Cx 4- Gjr;, (jp) tf — B 4- Gx 4- zHjr. Ora fi differenzino 1 
quelle tre equazioni (57J, (5 8), (59) facendo variare le cinque collanti, e ne veni 

, , «rCrf.A il iftHd.8 " . h 

(66) xih 4 -;- -~-.- r:v f-. 4 - 4 - 


.1 . < 

*V.C 


a^AC 4- BH 4- GH 
mAJC 


*J lc + 


2 y à G -f BH + GH 
mHifG 


IVAG + BH 4- GH , 


2 VAC 4- BH + GH ‘ : 

_ ' et N _ . 

• * n eBVrt V/H * ’l — s *‘"* '• « 

jV H + < s '> + .“*? + = »i 

f6z) rf.B 4- xdG 4- lytH =r o. DalTequazione (<5i) fi prenda il valore di À.K, 
f dall’ equazione (<Szl il valore di rf.B, e quelli valori di 4 A , 4B fi foftitui&ano 
nell' equazione (So) , Io che la trasformerà nella feguente 


m G 


=X- + 


ZVAG + BH + G 


J 4 — — . :. -T=r-Y— *</.G — zj/.H 4- ** 

a VAC +BH+GHA ^ 


/■C 4- 


nihi.C 


aV aC 4- BH 4- GH 


4- #y.G +- 


mH/G 


a^AC 4- BH 4- GH 


4- jVH 4- 


»B 4- ■ 

Wac+bhV 5 h = °- ** («« 


(-«■-( 


ZwrCx — mA . 

— — )x<f.c 

r. u V / ' 


a^AC 4- BH 4- GHr 


(— *f 
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mCj -+- mH* — <wH 
2y/A C + BH + OH 


)X^G 


e — wB mG onde eguagliando a zero ì coef- 

' 3 ~~ VaC + BH -+- Gri' 

fidenti di * C, d. G, A H fi avranno le tre feguenti equazioni 
z«Cx — m.K 


* ~ ( 


aVAC +1ÌH+GH 


= o; 


mCi »Hx — mH 

— xy — ( ■ ~ 7 — = « i 

i\J AC + UH + GH , . 

.1 _t rw H? — »B - mG _ Q ( per me2Z0 delle quali, e delle alno tre 
” 1 lì/ A G + BH + UH 

equazioni * = Ax +■ Bj 4 - C*‘ 4- G*jf 4- Hj* 4- *^AC 4 - BH 4-Gl4; 

* * —a + iCx +• Cy, ^ = B + Gx + zHj eliminando le dnque co- 
llanti A, B, C, G, H, ne rifuicerà un’equazione data per x, y, *» 

, fLi, Che farà il ricercato integrale particolare dell'equazione (55). . 

V Che fe dell’ equazione Z' = o in vece di efler dato Pmtegràle com- 
pleto finito , farà dato \‘ .‘"«jP 1 * 'potà^dTme^M ottener facilmente 

rione Z = o fupponendo A, B variabili , md. fi quagli no a 
ai d. A, d. B, con che fi avranno due equazion. . V» 1 » di (fe- 

di A, B, e (òftituendoh nell’equazione L — 0, ne multerà eq a _ 
renziìle di primo ordine, che farà il ricercato integrale dell „ ^ reg u 

491. indipendentemente ancora dagli 

integrali particolari delle equazioni differenziali a ■ p z — fi^differen- 

mente doVcodofi trovare l’integrale particolare dell equazione Z _ o, 

à t» . ^ ^ . p ^ ^ 

Zi quefta equazione , onde fi abbia / Z =s M d. ^ * 4 - * 5 .j 

4 . Q_/ j - o (le quantità M, N, P, Q fono funzioni intere di x, y t 


d. * 
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d. 2 d. 2 ' ^ 

~2 — j ' ) , pofcia fi eguaglino a aero le paratamente le quantità M , N , P , 

M* x a. j 

Q , e per mezzo di quelle quattro equazioni , e dell’ equazione Z =s o fi eliminino 
/a /a 

le due quantità , -j— ^ . Da ciò tifulteratmd tre equazioni, le quali qualora 

abbiano un fattore comune , quello fattore farà il ricercato integrale particolare : 
Ma fe non avranno un fattore comune , ali’ equazione Z = o non competerà in» 
tegrale particolare. 

’ » - 

• 0 d. ti 

4 92. Se differenziando l’ equazione Z = o ne rifiaterà d Z = Md. ■+> 

d. z d. 2 d. % j 

Nd. — , in tal cafo eflèndo Md. 4- tid. j — = o , fi avrà M = o , 


d. Zi' t d. 2 - 

N tre o , colle quali due equazioni eliminando -j- - <■ dall* equazione Z=o f 

ne rifulterà un’equazione, che farà l’integrale particolare della fielfa equazione 
Z = o. 

4 91- Cerchiamo per «lémpio l’integrale particolare dell’equazione (jtj del 


num. 487. Si differenzi la detta eq*azione, c fi avrà * , 

d. x 

. d 2 d.*z d. 2 d l 2 


d l * 

+ 3 ==* + 
d. 1 


,/ , * * d. « 

V 1 + 

a. x d, y 


= o; onde eguagliando a zero i coeflicienfv 


/ « 


d*2 


d X 


tl rT ?'• ff*. ?*(*)* +“==3 


= or 


/. z. 

"4* 


- / d. Zr ■ d 2 

V * + ==* + 

^ x 4. J 


(65) j -I- - — r , ~=— i — — — o. Dair equazione (Ò5J fi ottiene 

/ d. 2 d 2 

V* + 5 ==* + 5 => 


d, x 




d. * 
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E* = - ~ y VLì -, , , . TT 

d. x 1 ' 3* Aj77* ** 1 9 ual valore di ==» foftituito nell’equjzio. 

«/ M* JC ' • \ * 


** ^4)1 1 * trasforma in x* 4 - x 1 = £T— — J x \/ J 

d -3 A jr* ATT* ~ 

n 1 ■ ■ » t 

4 - *’ ) da cui fi ricava -' a . — •? D . . 

' ' mTj ■ Panmente dall equazio- 


^ 1 

ne (64) fi ottiene 4 — 

^ J ar* 


— x 1 \ ii. x * 


Xt^ 1 “ *» 3 9 ual valore foftituito nell* 


equazione (<Sj) efibiice 


•ite j* 4 - jr* ~ Zl — a» — j» V -* ** Y* z> _ 

* A * A4. ** 

** + jA «tonde ricavali (< 57 ) 1-5. = ** B(r , r . . . 

v ,J J-? b l — y JTp • lircndoC trovata ì vaio. 

^ J— l 

ri di ==, , =-_ 4 , fi hanno ancora i valori di ~ , 1_1 - h , f „ n „ 
lJL — - ~ J' <*• * —x 

* «7 v’b'—yirp’ 4. x ’ t ' he P erò foftituendo 

quelli valori di ===, , === , , ^ pre fi daJ | e <quaz , ioni ((5Ó ^ 

(<58j, (<%>) nell’ equazione (jt), fi nova x — _ ■?* ~ **+• ** 


V* 1 — jr*— x 1 


1 o fia e ss 


lo dell^ róregralé lnte * ra,e particolare trovato al num, 487. per mez. 

«prozie Z^=”o Si ° ' “ W“ fP~""- *? 

pendentemente «H-róqrok compiette di,S!i * 'S 

de « «a M, + N,S. + PP £ + ^ + pp, . . (l> 

quantità M, N, P, Q_, p fono limoni Intero di «, ,, a, — Li 

’ J ’ ’ A x ’ ai , » 


-A* 
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4 *» d‘* d 1 * 

, , 1 , — — ), pofcia fi facciano feparatamente eguali a aero le quantità 

d. x d. j ** d y 

M , N, P, Qj R, e combinando quelle cinque equazioni coll’equazione Z' o j 

d.'t, d 1 » d. 1 » 

fi facciano fparire le tre quantità =, , 7-7-, =* , e da quella elimina- 

d. X * xa J d, j 

d % J, z 

zione rifulteranno tre equazioni date per x, y, », — , le quali le avrai*- 

*/ 

no un fattore comune , tale fattore farà il ricercato integrale particolare dell’equa- 
zione Z' = o : Se poi faranno prive di un fattore comune , nemmeno 1 ’ equazio- 
ne Z' = o riceverà integrale particolare. 

495. Che fe l’equazione Z' = o farà tale, che fi abbia J. Z' — 


M 


d.H i 


/** 


d'% 


d. ==> + Ni T— r 4 - P d. ■=, , con fare M = o, N = o, P = 0 

d. X axa J d J 


fi avranno tre equazioni, che ftrviranno a far fparire le quantità ===1 > ~j~Y> 

d.*» 

1 dall’ equazione Z 4 = o , e ciò , che ne rifulterà farà l’ integrale particolare 

*• y 

della fleflà equazione Z' = o. 

495. Palliamo aderto a vedere come per mezzo di due integrali completi di 
primo ordine di una equazione differenziale a differenze parziali di fecondo ordine 
Z' = o ritrovar li porta il di lei integrale completo finito. Prima però ortervia- 

„„ , * fc Z = • r™ -I-»* *•*««.*•.*£ tf, « 

d Z 

llanti arbitrarie A, B, con differenziare quella equazione, e prendere j — — 0) 

= o, fi potrà mediante quelle due equazioni eliminare dall’equazione Z=o 

le due collanti A, B, con che ne rifulterà un’equazione di fecondo ordine Z'=o 

, d. » d t 5 d. x » d'z d l » . 

data per x, j, * , , ==1 , == , ==., , della quale l’equa zio 

- y 

ntZ = o farà r integrale completo di primo ordine. Da ciò fi raccoglie, che l* 
integrale completo di primo ordine di un’ equazione a differenze parziali di fecon- 
do ordine deve contenere due collanti arbitrarie. • 

497 - 
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497. Pollo ciò debbafi trovare l’ integrale completo finito dell’ equazione (70.) 

i. 1 Z — tL 1 Z d. 1 Z d. Zi 

__ i — m-n X j-j + rnn = 0 per mezzo di (71.) j— — 

0. 1 J d. x J 


d z 


p H 

À. Zi 


d Z 


m yj = A + B*+ Bnjr , (7^7-J - » 377 = H + G x 4- Gmjr, 
che fono due di lei integrali completi di primo ordine . Per mezzo di quelle 


J. z 


d. z 


due equazioni *(71.) , (71.) (i elimini — , e fi avrà n — m X 777 = A — H 


4- B — G X * ■+• B» — Gm X 7 1 il di cui integrale con prendere x fola varia- 


bile è (73.) n — m X z — A— H X * 4 - B— ' GX -7 4 - Bn — Gwi X *9 4 - V (la 

Y rapprefenta una qualunque funzione di jr) : Parimente mediante le due equa- 

. J d. z - d. z 

zioni (71.), (72.) fi elimini y^- , e fi avrà » — m \ yy = Aa — H« 4- 

Ba — G«»X * 4 - Bn 1 — G» 1 X J» •! di «di integrale con prendere la fola y va- 


riabile è (74.) n — ‘in )( z — A n — Hn»X J 4 *Bn- — G» X +" Bn 1 — G m* X “ 

4 - X ( la X rapprefenta una funzione di x). Ora poiché le due ritrovate equa- 
zioni (73.), (74 ) devono e Afe re la ftefià cofa , perciò fi faccia Yr: C + 


An — HbjX ) 4 - Bn 1 — Gm*X — . X=C 4 .a-HX* + B-GK-( 1 iC 
è una collante arbitraria), onde l’integrale completo finito dell’ equazione (70.) 


farà n — * )( i = C + A — HX * 4 - A» — H* X 7 4 - B — GX - + 




Bn — GwX X J ~ 1 ~ B »* — G»*X ”• Ghe poi quella equazione fia P integrale 

completo finito dell’ equazione (70.), (e ne potrà facilmente alficurare col calcolo; 
Si differenzi quella equazione con prendere prima la x, e poi la y variabili , e ne 


verranno le due feguenti equazioni (75.) n — m X = ^ ^ 4 -B— GX * 


4- Bn — G» X J > (76) n — i" X ~2 — ~ Ah — Hm 4- Bn — G m X x 4- 

"■ -7 


Tom. ¥ II. 


Hhh 


Bn* 
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è** — Gm 1 X a* Differenziando ancora l’equazione (75.) fi ha (77.) 

/* B — d* Vt 

n r - . c-o \ _ _ v 

d. xdji 


»_ m X ^ = B— G; (78.) n — IH X j - = B«-— Gw; e diflferenzian.. 


d. X 


d.'t, 


do P equazione (76 ) fi trova (79.) « — «X equa- 

zione (77.) fi prenda il valore di B, quale fi foftituifca nelle equazioni (78.) r (79), 

. d* » • 

c fe ne otterranno le due feguenti (80.} n — m X 4 x j,j — G X" — « +' 


d l » 


d. 1 z 


»*-..»X =. 1 (*«■) ■— X = = G X +** - 

d. x d. y 

d* % 1 . . . 

o 1 m X — — . : Finalmente dall’ equazione (80.) fi prenda il valore di G, che è’ 

Z x j... • ■ • 

— - ^ ^ » , r quale fi foftituifca nell* equazione (81.), e ne verri 

4 - x d.y di x 


d.'t, 

77 1 


d. 1 * 


n-„X =, = »* - m*X - TT - J -T ~ X ~ , o fia ( con e- 

‘ * J a* x 

„ - /* % — „ d.*t 

quagliarla a zero, e fare la divifione per n—m ) — , — m — » X 4, x 4 - +• 

d.y ' ' J 

d. 1 z> 

mtt — — t = o', che è l’equazione (70.) 
d.x 

498» A norma poi del num. 4 96. fi giungerà alla Beffa equazione (70.) me- 
diante l’equazione (71.), dalla quale colla differenziazione fi ottiene (81.) 


d. 1 z, i. 1 a d. 1 t, d. 1 z> _ , .. . 

V7>“" 777} = B “' <**> im~y ~ * = B > e P erò du,u - 

nando la B coll’ ajuto di quefle due equazioni (8z ) (83.) fi ha 

„ d- 1 * d. 1 * . „• , 

x — m — /»X 3 3 — ’ 4- mn a = 0, che fc 1’ equazione propoita 

d. y d. x d. y d. x 

( 7 °-) 

499. Per lo che avendoli un’ equazione di fecond’ ordine di quella forma 


H* 
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d? z d. 1 z d? z 

. — K - i -i — -4- L . ss a non altro dovrà® fare per avete a di 

TJ d. x J. y 4 * 

lei integrale completo di primo ordine, che prendere le radici dell’ equazione 

d. % ^ 

i * — Ki + L = o, e ( fuppofto che quelle radici fiano m, m) fare — — » m 

a. z 

2 — = A -+- Bx ■+■ Buy integrale cercato . 


jjoo. Dopo aver dato il metodo di trovare gli integrali particolari delle equa- 
zioni a differenze parziali , propone il .Sig. De la Grange la maniera di ottenere 
delle fteffe equazioni gli integrali generali . Chiama generali quelli integrali in quan- 
to che contengono una funzione arbitraria delle variabili x, j, per le quali è da- 
ta la z . I) modo d* operare è il feguente. Sia V=o l’integrale completo finito 
dell’equazione Zs=o, onde la V farà data, per a, 7, x, e due collanti arbitra- 
rie A , B. Si fuppooga , che una di quelle, collanti Ha una qualunque funzione dell* 
altra, per efempio A — ^ 8, ovvero B=*A (la lettera , dinota una funzione in- 
determinata), nel qual cafo differenziando li avrà d. A = d. ? B =; *' Bd 8, o pure 
d.B~d. 9 \ = f 'fiLd.A. E perchè ai num. 4 86. abbiamo veduto , che acciò all’ e- 
quazione Z~o foddi sfaccia 1 ’ equazione V~o , in cui A , 8 fi prendono variabili, 

deve effere rd. A + si. B = o , o fia ( perchè r — £- 5 . , s — -£-? ) -£-5 i . A 

’ v r d. A d. B * d. A 

4 - £-^ d. B. =0, che riduceli a + lì~s\irX - ^ quale «m Ap- 
porre per efempio B = f A fi cambia in (84.) -f- £- 5 . X t'Aso; quindi 

fe per mezzo di quella equazione (84.) li farà fparire la quantità A dall’ equazio- 
ne V=o, l’equazione rifultante foddisferà egualmente all’ equazione Z=o , di cui 
farà l’ integrale generale a motivo della funzione arbitraria , che contiene . E però 
a fin d’ avere l’ integrale generale dell’equazione Z— o devefr fupporre, che nel di 
lei integrale completo V— o una delle collanti lìa una qualunque funzione dell’al- 
tra, indi deveft egli differenziare prendendo variabile la collante, che vi ha luo- 
go , con che fi avrà l’ equazione (84.), fe fi farà fuppofto B= t A ; finalmente de- 
vefi eliminare la A mediante l’equazione (84.), e 1 ’ equazione V=o, e ciò, che 
ne verrà , farà il ricercato integrale generale. 

d.z d- a 

joi . Per efempio dell’ equazione -j— — m 1 ’ integrale completo è z—\ 

■+• 8 X x 4- m 7, il quale con fupporre A ss # B fi trasforma in (85 ) z rr » 8 

-+■ B X x 4- m y , il di cui differenziale ( con fupporre variabile foltanto la B ) di- 

Hhh 1 vi- 
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vifo per A. B dà (Sé.) »' B -i- x -+- my = o : Se pertanto mediante quefte due 
equazioni (8$.) , (86.) li eliminerà la B , fi giungerà al ricercato integrale genera- 
le: Ma per eliminare la B dall’equazione (85.) olTervo, che dall’ equazione (86.) 
avendoli — »'B — x -+- my, la B farà eguale a una funzione di x -t-my, e in 

coffeguerrza t B -4- B \x + my farà neceflàriamente una funzione di x-+-my ( 
la qual funzione deve Tettare indeterminata a motivo, che # B è una funzione in- 
determinata di B: Onde è, che il ricercato integrale generale dell’ equazione pro- 
polla è se = F. x m y ( la F. denota una qualunque funzione). 


502. Delibali in fecondo luogo trovare P integrai generale dell’ equazione (ji.) 

V/' 


j , „ . . A. * A. x. 

del num 487. , che è z = x - — -+- y - — 

X J 


I + 


d. ft 

TU' 


d. t» 


il di cui integrale completo è (87.) z^Ax-f- By-f-6^i-h A* -1-8*. Sup- 
pongali B — « A , onde il predetto integrale compierò fi tratformerà in (88.) 


i = A* + + i|/i + a 1 + » i , il di cui differenziale, facendo 

variare la A oivifo per A. A, trovali eifere (89.) x 4 - *' A . y -+- 


* X 


A + , A X »' A 


= 0. Per potere eliminare la A mediante quelle due 


1 + A 1 +- f A 

equazioni, fi fupponga » A = m -+• «A («, n fono due qualfifia coefficienti co- 
ftanti), onde fi avrà (differenziando quella equazione ) »' A = «; per lo che la 
fbllituzione di quelli valori di t A, f' A trasformerà le due equazioni (88.), (89.) 

in (90.) ZZ=AX x -*- n J-*-myj-bl/i-t- A* ■+• « -t- » A , ( 91. ) 


/V Y J f7t ff 

x ■+- «y 4 - b X — ■ - — =: o . Da quella equazione fi prenda 

l / 1 -h A * -j- m -h » ,* 


il va'ore di 1 +- A 1 -f- « 4- n A * , che è == — tJLl -ì _ — 'ìLt tH . IL , 

- ■+■ n J 

il quale follituito nell' equazione (90.) la cambia in (92.) 


X y 3 ^ n 

x -f- ny à. h m* •— Ora per ricavare 

*-t-».T x -h n y 

dall’ equavore (91.) il valore di A, l’ inn ileo al qurdrato, c ni vi. ne ( togli en- 
eo il denominatore, e f.cendo .e atti ali poetila) 


■v -f- 


Digitized by Googlc 


CAPO IV. ARTICOLO HI. 


V9 


* + ”/ )( ! t A' + »‘ + i*»A +»'A* =5 
b 1 X^XTT ^ 1 -I- * ™» A Jji + n 1 + »' »* | O fi» 

x 4 - ny 1 X 1 0,1 •+■ Àl X »•+•»* 4 * 1 m » A = 

b 1 Xa* X I+» 1 ’ + 2 « » A X I 4- 4 - m l n l , che ordino co* 

A'X* 1 X 1 4" * x * — ( 1 4- »* X * 4- » j * + 

}m nA^b 1 X 1 4 - n 1 — ( x 4 - ny Z — — b l m x n l 4 - I 4 - »* X * 4 - » J> ' i •* 
quale ( con liberare il primo termine dal coefficiente ) fi riduce ad 


A* 4 - 2nH A = _ i 1 «* 4 - i 4 - X * 4 - ny . Agg ; U ngo 

1 + "* b l X i 4 - »* * — ( t 4 - »* X * 4 - »J 1 


■_ t ad ambi i membri, con che ho A* 


I -+- »* 

■ — a 

b' m 1 n 1 4 - I + »' )[x 4 - » J» 


2 iw " A 
I 4 - »* 


jb : »* 


4* X ‘ -t-" 11 — (* +•"* X x 4-"J I 4- »* 

condo membro ridotto allo Hello denominatore diventa 

I 4- ni 1 4- n 1 ' ' - -i- - - * ' - 2 « » A 


, o Ga ( perchè il fe- 


t- m* 4 - n 1 W x 4- njr \ a* 4 . — 

1 4- »* * Ab* X I 4 -* 1 — (x4 -ny* ' * 


4 - 

_ i 4 » ‘ 4 - «* y x 4 - »y 

~ r'-t-l ~Xb‘ X i 4 - »*-(' 


(x 4 - »Jf 

bri la radice quadrata (ì ottiene il valore di A, che è A 

/— (* 4 - ny 


1 4 - " 

rr* i onde eftraendo da ambi i metn- 


V , 4 -m I 4-» 1 y ~ < * +JH 

I 4 - B 1 A j/j,! ^ , +B 1 _ (i 


. Si folli- 


« « 

* 4 - »* 14 -"' ' ' X * 4 - «* — ( x 4 - » jr 

tuifca pertanto quello valore di A nell’equazione ( 92 ), e fi avrà finalmente 


a ~ 
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_ m ” x *-*-” ? + m ± v » -+- "■* -^ y ** yTT7 — c * 4- »/ 

vale a dire (perchè — — 0 f 4- my — — - — , e 

I 4 - »* J I + n l 


Vi 


4 - w 1 *. «* w b 1 X i 4- "* — (* -4- xy 

7 T 7 '—A^ blx ~_^; 


\/i+»i ■!*» V/, .. — r- , =r"\ my — m«* 

= — tt—X 17 * X'+-- 5 » = * 


* ‘ T+S w* x i -4 n 1 — ( x -t- n j 1 , che è il ricercato integrale gene- 
rale dell’equazione propolla. 

503. D' egual maniera fi troverà !’ integrale generale di primo ordine di una 
qualunque equazione differenziale di fecondo ordine Z' = o per mezzo del di lei 
integrale completo di primo ordine Z—o. Poiché quello integrale completo Z=o 
deve contenete due collanti arbitrarie A, B, fi faccia B— * A, ptfcia fi differen* 

iZ IZ 

zi prendendo variabili A , B , con che fi avrà 4 - •yg- # A = o , per mez- 
zo della quale equazione fi elimini la quantità A dell’equazione Z=ro, e ciò, 
che ne verrà farà l’ integrale generale di primo ordine dell’equazione Z'=o. Deb- 

d. 1 Xi 

bali per efempio trovare P integrale generale dell' equazione (93.) - — t 4 - 

> ' . d. X 

2JT\/ d 1 Z> f 1 \ fi 1 z 

— — j — 4- — Y , =0 del num. 485., della quale l’integrale corn- 

ar / \ «. x d. y x y 

d z d. z y 

fleto di primo ordine è % — x . — y -j-y = A + G - , che ( con 

prendere variabili foltanto A , G, e fare A = p G ) differenziata fomminiflra 
P G d. G -4 d. G X~ = 0, donde ricavali — >'G =s jL . La G adunque è 

v y y 

eguale a una funzione di — , e in conf.guenza A -4 G — , o fia e G 4- G , 

è pu- 
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è pure una funzione di — , che fc fi rapprefeoterà con F. - , fi troverà , che 

X X 

d, Zi d‘ z* 

P integrale generale di primo ordine dell* equazione (gl-) 4 t, — x y - — « 

_ p l 

504, Cerchiamo in fecondo luogo 1' integrale generale dell* equazione 

J, Zi d. 1 Zi d? i, . . ...... 

— — v — m — «X -J — -7— 4- *>« =0 del num. 497., il di cui mte-, 

/ x •' d-xé-y d ' 3 

j t d ^ 

graie completo di primo ordine 4 3 m t — = A + B Si 

differenzi quella equazione prendendo variabili A , B , pofeia fi faccia B = # A , 

e fi avrà t. A 4- *' A /. A X x -4- ny = 0, da cui fi ricava #' A =r — • 

- — - . Tanto A adunque , che B 4 eguale a una funzione di x 4- » v , con- 

x 4- » J 

feguentemente A 4- B X x + «9 cflendo eguale a una funzione di x -b»y, che 

tapprefento cosi F. x + ny, l’ integrale generale di primo ordine dell’ equazio- 
ni ;& d ft _ " ‘ 

0C propofta fari — m -3—3 = t . x 4- * y • 

<05. Se per mezzo di due integrali completi di primo ordine di una equazio- 
ne differenziale di fecondo ordine Z* = 0 fi troveranno due di lei integrali gene, 
rali di primo ordine, fi potrà pofda col loro ajuto paffare a trovarne I* integrale 
generale finito: Cosi dell' equazione precedente i due integrali completi di primo 

/ 4 di, „ ,, d Zi d. Zi 

ordine e (Tendo -3—^ — m -3— ^ = A -+- B Y. * > 7T — n ~I~Z — 


- =H 
* 


4. G X * 4- « y , fi hanno per la medefima i due feguenti integrali generali di 

4. t> d. tì ■' ■■ ■■ d Zt d. ti 

fcrimc* ordine (94.) — m j = F. * 4- n J j \ 9 ì ) * ’J"#’ 

sF'.* + *j. Ora pdr giungere all* integrale generale finito , fi elimini -3-^ 
mediante quelle due equazioni (94) 1 (95*) fottraeddo la (95.) delia (94) con che 
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fi avrà a — m X = F. * ■+■ » y — F'. * -+- my , la quale moltiplicata 

per A.x , e integrata dà a — «<X s = F. x + m y — . F. * -f- n » -j- Y (la Y 

> X 

denota una qualunque funzione di j, ed F, P elprimono gli integrali delle fun- 


d % 

ziotu rapprcfcntate da F, F'. ) : Parimente eliminando colle due equazioni 

( 04 ) » ( 9 J-) fi ha " — « x 5— = » F. x + » j t — »F. x ■+■ my -f- X (la 

X rapprefenta una funzione di * ). Dovendo poi eflere identici quelli due valori 
di a, farà X=Y, lo che non può eflere, fe Bon iti cafo, che X, Y fiano due 
quantità collanti: Ma ficcome le caratteriiliche F, F' denotano qualfifla funzioni. 

> r 

egli è perciò fupetfluo l’aggiungete una collante arbitraria, per lo che P integrale 
generale finito dall’ equazione propolla farà u — m X * = F . x -b ny __ 
F' . x + my . 

506. Quelli integrali generali in quanto die contengono una funzione arbitra- 
rla, comprendono gli integrali completi come cali particolari, che dagli integrali 
generali vengono elibiti, allorché alla funzione indeterminata li aflegnano valori 

particolari : Come fe nel ritrovato integrale generale fi farà F . x « y — C -f~ 


A — HX x +- A» — Hhi X y — F'. x-hmy 


H 

J — G X — 


-+■ Un — G*> X XJf 


**■ B" 1 — G,w * X ~ 1 fi aVf à P integrale completo dell’ equazion data, come fi i 
trovato al num. 497. 

507. Per nulla cmmettcre , giacché rutto é inrerelfante , foggiungerò cinque 
efempj, che dà il Sig. De la Grange, contenenti in generale tutti ì cafi cogniti d’in- 
tegrazione delle equazioni a differenze parziali di primo ordine, nelle quali hanno 
luogo tre variabili . Debbafi primieramente prendere 1 ’ integrale dell’ equazion* 
- . A. s A x> 

*' C > * ) — /• ( 2Ty > y )> ove />/'• rapprefentano funzioni comunque 


dì 


A. % 


A. % 


A. x ’ *’ e ^ d. y ' y ’ faccia /. ( -j— , x ) =£ A ( la lettera A denota 


fica 
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un» collante!. Da quella equazione fi ricavi il valore di d. z, onde fi abbia d. z 
t=. X d. x (la X perciò è data per x, A), di cui prendendoli l’ integrale fi avrà 
* = S-Xal. x + Y' (Y' denota una funzione indeterminata di 3). A tenore della 

d. z : . d. z , 

affama equazione / ( -j — , x ) = A , fi ha ancora /' . ( -? — , y ) = A , da 

cui giula il metodo poc’anzi praticato fi deduca z := S. Yd.j 4- X' ( la Y è 
data per 7, a, ed X' rapprefenta un’ indeterminata funzione ai x). Ora quelli 

due valori di * devono edere identici, onde deve eflere Y' S- ed 

X' = < 5 - X d. x ; che però il valore di z con aggiungere una collante B è * =* 

S- X d. x -+- S ; Y d 3 4 - B cercato integrale completo . 

508. Per trovare 1 ‘ integrai generale li faccia B — * A , e la trovata equazio- 
ne fi cambierà in (96.) z = S- X d. x 4- S- Y d. 3 4- p A , il di cui differenzia- 


le ( facendo variare la fola A ) è 


d.$.Xd.x 
d. A • 


d. A 


4- e' A = o (97). 


Che però fé per mezzo di quelle due equazioni (gri), (97) fi eliminerà la quan- 
tità A , fi giungerà a una equazione, che farà il ricercato integrai generale . 


509. La feconda equazione da integrarli lia / ( — 


d. Zi d . Zi 

* 7 ’ 


% ) — o . Si 


d. Zi d. Zi 

faccia = Z; — — = AZj che però ordinando, c integrando, dalla prima 

d. k d. 3 


equazione fi ricava x — 


d. z 


4 - Y , dalla feconda fi ottiene A 3 =2 §. 


4- X (la Y rapprefenta una funzione Hi 3, ed X una funzione di x) Ora le 
due ritrovate equazioni dovendo elfere identiche, fi ha X := — x, e Y= — A3, 


d. Zi 


in conféguenza di che il ricercato integrale completo è x 4- A 3 = $• 4- B 

( la lettera B denota la collante ) . 

510. Per aver l’integrai generale fi faccia B =: 9 A, con che l’equazione 
d % 

diventa (98.) x 4- A3 ~ S- “ 4 »A, il di cui differenziale, con prendere 


la fola A variabile, e dividere per d. A, è 3 


*5 d -T 

d. A 


,'A (99). Si 


elimini la quantità A per mezzo di quelle due equazioni (98.) , (99.) , e ne vcrià 
il ricercato integrai generale . 


Tom. PII. 


Iii 


jti. 
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434 


DEGLI INTEGRALI PARTICOLARI. 


i» tà d tt 

5 il. Viene in terzo luogo da integrarfi I* equazione «5 — =: V ^ — 4 - Z 

x » y 

(la lettera V rapprefcnta una funzione di x, y, e Z una funzione di x, jr, z. 

. d Zt 

Moltiplicando la propoli» equazione per i x, e aggiungendo j — dy all’uno, 


d Xl J Zi d. Zi 

e all’altro membro, li avrà ~ — i. x ■+■ -r— d. y ss (Vdx 4 - d jr) 3— 4 * 

m. X 0 * y J 

Zi- x, o fia ( perchè * e (Tendo data per x, y, G ha / t ss 3^ Z x 4 - 


d Tt * d T» 

"j — Z. j>) i ■ * = (VZx 4- Zj) j — 4-Z1/.X (100.). Si faccia per un mo- 
mento V d. x 4- dy = 0 , di cui li prenda 1 * integrale , che aggiungendo la collan- 


te farà S. V d.x - 1 - d y — A (tot.) . Se pertanto ( poiché 1 ’ equazione V d x 
4 - </.jf ss o è data per x , y ) li riguarderà la A come una funzione di x , y, 
differenziando li avrà V dx dy ss A'dA, del qual valore la foflituzione ri- 
duce l’equazione (100.) a d. z = A' -3 — d. A +■ Z/x , che con fupporre A 

collante riduceli a (toz.) i. z ss Zi. x, la qual equazione, con follituire in luo- 
go di y il fuo valore dato per x, A, che h^lD a defumere dall’ equazione (tot-), 
trovati data per x, *, A . Si palli per ultimo a integrare l'equazione (ioa-), e 
quello integrale , con follituire in luogo di A il fuo valore dato per x , y , farà 
1 ! integrai generale dell’ equazione propofla. 

jiz. Sia da integrarli in quarto luogo l’equazione x ss Vy 4- Z, ove la V 

è una funzione di — , i-~~ > 0 G* ( con fate jr~~ — 1 1 ~~~ = ? ) •'‘Pi 

d. x d. y ’ v d x r ’ a. y * J 1 ’ 

d z d * xdz fd.z 

q, e Z una funzione di 3-— , -, — , * — — , o lia di p, j, r, eoa 

“■ X »■ y a. X li* J v 


fare * — — ; — — ss r , Vale a dire * — xp — jr f ss r, il di cui dif- 


d x 


ferenziale è d. % — x d.p — f d x — yd.q — qd.y ss i r , cioè ( perchè la z 

d z d. z 

eflèndo data per x, y , i d. z — — ». x 4- 3 — * y = p d. x + q d. y ) 


— xdp 
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CAPO IV. ARTICOLO IH. 


. W 

— ' x/p — qd.q — d.r (103.). Si moltiplichi I’ equazione data per d. p . indi fi 
aggiunga y d. q all’ uno, e all* altro membro, e fi avrà x d. p -+- jr d q =z 
y ( V d. p + d. q ) -b 'd d p, o fia ( ccn foflituire — d.r in luogo di ’x d. p 4- 
yd q ) — . d.r =zy ( V d.p 4- d. q ) 4- Zd.p. Si rratti queffa equazione giuda 
il num. 5 11. , con che fi ridurrà a ( 104.) — d.r = y A' d. A 4- Z d. p. In que- 
lla equazione fi follituifca in luogo di q , il fuo valore dato per p , A , che fi ot- 
tiene dall’ equazione $. ( V i. p 4- d. q ) = A , pelila fi fupponga A collante , 
e fi avrà — d.r = Z.d.p, il di cui integrale fia R = 0, nel quale la collante, 
che s’ introduce , fuppoogafi elfete una funzione di A . Si differenzi adelfo quella 
equazione R = o data per r, p, A, ognuna delle quali fi fupponga variabile, e fi 
avrà d.r — — Z d. p ■+■ Q d. A ( la Q è data per r,p, A): Che però fodituen- 
do nell’equazione (104.) qtrèflo valore di d.r , ne rifiaterà Ay 4- Qj=a. Nelle 
due equazioni R = o, A^i 4- Q_= o fi fodituilca in luogo di A il fuo valore da- 
to per p, q, con che Tetteranno date per p, q; per lo che facendo fparire p, q 
per mezzo loro dall’ equazion data x = Vjr4-Z, fi giungerà a una equazione, 
che farà 1’ integrale generale dell’ equazione propofia. 

d. Z 

313. E’ propoda per ultimo da integrarli 1’ equazione — ^3 4 -Z, ove 


-J — . d.z , . d.z d.z 

V è una funzione di x, -j-j , e Z una funzione di x, -j-y , * — y -j— . 

\ 

. d:z d. z d z 

Si faccia — = p, -JJ = ?. * — y -77 — * “ = r t on dc V fa- 


rà una funzione di x, q, Z una funzione di x, q, r, e l’equazione propoda farà 
p = V y 4- Z . Si moltiplichi quella equazione per d.x, e (i aggiunga ad ambi i 
membri — yd.q . , e farro ciò fi troverà effa trasformata in pix — yd.q=z 
y (V d.x — d. q] 4- Z d. x , o fia [ perchè d.r — d.z — yd.q — q d.y — (con 
fonituire in luogo di d.z il fuo valore p d.x 4- qd y) p'd.x — yd.q) d.r si 
jr( \ d. x — d.q ) ■+■ Z d.x (105.). Si fupponga \ d.x — d.q — ò, indi fi ope- 
ri a tenore del num. fu., nel qual modo fi otterrà (106) dr=yA'd.A 4- 
Z d. x equazion rifultante dall’equazione (105), nella quale A, Z, con follituire 
in luogo di q il filo valore dato per x, A, faianno funzioni di r, x, A; che pe- 
rò fe fi fupporrà A collante , effa fi ridurrà a d.r — Z d.x, in cui hanno luogo 
foltanto le variabili x, r , e della quale l’ integrale avente per collante una funzio- 
ne di A pongafi edere R = o . Si differenzi quello integrale prendendo variabili 
r, x, A, e fi avrà d. r — 7 . 4 . x 4- Q d. A, il di cui paragone coll’ equazione 
(106.) dà Q_== jr A\ Mediante queda equazione, e l’ equazione R = o, fi elimini 
la q dopo aver fatte le debite follituzioni del valore di A dato per x, 4, e del 
valore di r, che è — z — y q , e ptr tal modo fi giungerà a una equazione dau 
per x, jr , z , che farà l' integrai generale dell’equazione propolla . 


fiat del Sfittalo , ti ultimo Tonto. 
lii 2 
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ERRORI. 
Pag. lin. 


7* »9 ( 


i. M v 

d. n 


-) 


CORREZIONI. 


i. M' 


d. U 


*3- i5- *-( 


x 1 •+■ 3 

16. 10. valore 

d. H N 


7) 


è — 


«* ) 


valere 


29. ~ 


d. x 


= (■ 


/HN 
d. x 


27. 8. 


9 — “ 
ia x + r X x 


» — 

t — 


"X d.x 


* ^ 2 * — *i»|/ ■ — 4"+) 1 * m — — 4 * ^ 


20. 6 . HM (ÌH( 

a. % 

38. i». X' y m *+■ 1 d x 

3 9- 4 - ult - +J m+1 X *"-/•* 

40. 4. -f- jf -*- 1 </. * 


»«<£> 
f X' j— r+ > / « 
•+• 'X* m d.* 

-h *" j""*~ ‘ d. * 


4J. Ai rara. 51 , jj, 54 1 ’ efprcffione j— — indica, che il differenziale deUat 
quantici, che la fégue, devefi prendere nella fappofizioue della fola y varia- 
bile , e parimente indica , che deve edere variabile la fola x > onde 


1 j t 

per Efemp. y-^ <f. T equivale a (y-^ ). 

Q O 

45 . 3 . X 4 - -pj x +■ -y- J 

50. f.olf. — "M/N 4. m Md.N 

53. j. In alcune Copie nel denominatore manca la • denominatore dell’ efpo- 

nente . 

57 * 
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CORR EZIONI. 



• E 

Pag. lin. 

57 . 

4 - 

OI. 

ult. 

67. 

i 

7 i 

4 ; 

s 

ult. 

ult. 

go. 

& 


ti. 

2i 

£ 

24 

lì- 

22- 

7 - 

IOI. 

2 . 


i 


Zi » 

la alcune Copie manca la p efponente della quantità ey 9 -+■ f*’, e la 
c di-nominatore del valore di 


10 J. 

IQ 4 - 

105. 

10 6 . 

107. 


me 4- e 
& parare 

1 

' + 4 

4 

, acciò 
-I- ec. 

4 - yi- * 

T7 m 

di x , »' 

+ * — * X 

Mlt. b 4 - ^ r X X 1 

6T~Ì ■+■ pi 

li- X ^ = 

7. — a cbqr 
4 "+* e 4 - *' /* 

— d y — ec. 
T* ec. 


»( 4 -r 
fi parate 

X 

1 


1 

; dunque acciò 

— ec. 
±_yd.x 

zy* 

di 1 », z' 

■+* e — rX 

i + c'X ** 
» + *»? 

X *T 

— 1 e bq r 

+ ( + tV 


108 . Il, » d. X 


M d. x — 


</.jr — ec. 


ec. 


ili, 

I li- 
b- 
ito. 
121. 


Ili 

127 . 

142. 

Ili 

ss 


ir. d.y-hiy 
ulc. 2 ridice 

iì 

j. + » * + ec. 


d.x 4 - d. y 
la radice 

* c z' 

t * 4- * * 4- ec. 

t. il denominatore della prima quantità fratta dev’elTere rt -4- rx in vece 
di m r y ; e della feconda m 4 - r y in vece di m 4- r x 

— X X 

8. V'x ■ : V' x — • 


m 4- r x X ec, 
8. ji + ec. 


1 + r x)( ec. 


m 4- ec. 


1. 2 •/ 1 4- » l » > 1 1 4 - 

& la quantità A» deve fi collocare al principio della tegnente linea ~\ 
io. 7 = — » ec. v = — »* ec. 

G, F 
H C 

Hi 2 < v 169. 


di G } F 
ij. HG 
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Pag. lin. 

169. 23. di y, nell’ 

~ L 

iSi ulfc S </ t ( j~) 

m 2* &*jx££) s-*/ (gf) 


CORREZIONI. 


di v nell* 
— L 9 




d. x d. q 


„ / m' 

d— 


J 1 

S- rf. t f — — - — ) 
K d. x d.p' 

S-**(Tr=trr) 


d. x d. q 


d. w' 

< 7 T> 


/ fc-- 1 - 1 - „ , i « 4 ^ 

152: 4: P (jry) + j(jy> 

19?. g. Se la fo, -paola 

200. L j (— — ) 
rf r 

,<f*V 

“i 2: ( 7 T ) 


<£ z> 


20Ó. g. 


A d p 


]/ 


* + TP 


penult. P 

214. 17. affamiamole 

3 X V 5 X £ X J’ 
TFx^ 

«i ^ ==* 

2 26. II. <rb yd.x ' 1 


,d. / m' 

r( 77 > +* < 77 > 

Se la farmela V d. » 

•< 4 £ 


A d.p 


I A 


_LE_ 


affumiamole 

3 X36X<*X*V 

>8xj»J 

a ■ 

* J 
rn 

rhd-x~* 


24.6 
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E R R O R I. 


CORREZIONI. 


Pag. liti. 


ex */ — i 


e *V - 


14$. 7. " ' , v " 

247. j.ult a* (S.«'Xrf.x + F') d~‘ ( S- X Z x ■+• F' ) 

fi* ^ # 

1<2. 14. Si trafporti a il principio della iin. 1 poiché egli moltiplicala q un- 
ti ti ( B" CoC fx -f C" Sen. tx) 

-tS-Xd* -#SX/x 

257. 7ult.ji=A X A'+B'S.X/* 

valore di r) 


261. ult. valore di r 
d 1 P * 

l6 l- 2 - = —-J 

a, x 


ì'ji. 5. 


— m d m ~ l k^/ P 

“X r 


d. X 


2-J5- f.U.'t. 

278. 5. m 


LKd.x 


:8 2. 


d ' 
-k-!> 


d' Pz, 

F 7 ‘ 

md—'K 


d. X 

— L K d.x 
m d. 


llVJ- 

-*À * — 1 


k — ì y 


= 0 


II. 4 -^'H-^X F 'r 


285. 


J," X A' — A 


y' - Xr - r y 


4 - >' X*' 


7 - 5 -" X «' 

ó.ulc. f' . /' 


287. 4. u!f. 


ip -t- " i* + 

0" -t- l 


— X * 


+ f f 


X *' 


>' - y"X>" - >" 


y' Xa'"— A' 


>" X - •" 

; -4- 4" + 


•X * 


295. 7. xi = 

/x» = 

-310. 8. — a 1 x’ X b — xX « t-i 

— a» xi X*— x X' , "* _I 

317. 2. Arco, di 

Arco di 

, (P-WF'J 

33 j. & *• 

( P _ V P' ) 
* d.x 

d. 

d. r 

344. 5-uIc. ( j^-) 

<Z7?> 


penult 
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Quantunque neo fìafi ommertà diHgenza , acciò quell’ Opera nufeirtè quanto 
più forfè pollìbile corretta , pure ne’ primi quattro Tomi fonovi rimarti vari erro- 
ri , e di ciò il motivo è ftato, che rivedendoli con tutta efattezza i fogli, che 
portati erano per la correzione , fi è creduto poterli fidare di quella prima atten- 
zione, ne fi è fofpettato, che per diverli accidenti, purtroppo non infrequenti in 
quelli lavori, reftare, o imrodur fi poterfèro nuovi errori, lo che ha fatto, che 
dopo 1’ edizione fi giudicali fufficiente un’ andante rivirta , fenza erfèr in bifogno 
di ripartir tutto coll’originale alla mano, come poi fi c fatto con gli ultimi tre 
Tomi . Ma quando fi è palefato il bifogno , non era più in arbitrio i’ originale , 
di cui prevalerli per una piena correzione . Si è per altro proccurato di rilevare 
per quanto fi è potuto gli errori rimarti , che qui foggiungonli corretti . 

Tomo I. 


rag. 19. Nell’efempio propofto fi è per inavvertenza prelò 22. pel numero del 
ciclo lunare , quando non può forpaffàre il 19. 

37. I. 26. 3425. 2425. 

71. I. ult. num. 362. num. 3J2. 

72. L’ efempio dato al num. 377. fi faccia cosi 


Spazio percotfo in un’ ora 2.' 27.'' 

Ore 5- < 5 .' 


50.’ 


Prodotto 


Somma 


r 

1 


10 


12 . 

«35- 


162.'" 

250."' 


300.' 


12. 


33- 


57 - 


L’ efempio del detto num. 377. è fallato per due capi : primo per- 
chè lo fpazio percorfo in un minuto fi pone di 2." 7.'" 50."", 
quando è 2." 27.'" jo."": fecondo perchè il prodotto di < 5 . mi- 
nuti in 2." 7."' 50."" fi pone 12.'" 42."" 300."'" , quando è 
12." 42."' 300'"'. 


209, I. 4. ult. 

ri 

J741. 

‘ 100 

14 

5741. — — 
‘ 100 


323. 1. 8. ult. 

18. 180. 

1 6 » 

i 6 o . 

• t *■ 

1. 7. ult. 

21 < 5 . 21(5% 

192. 

1920. 

• * . 


329. 1. 17. r. 

275 


281 

2375 


1. 18. 


2 . 


ili 

*7S 


907 

2375 


To- 
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lin, 

lì- 


feconda 


24. meno 7 piedi 


Tomo II. 
terza 

meno — di un piede 
9 


103. 3. ult. e in oltre a raddoppiare tan- 
te volte i fuoi 150 Zecchini, 
quanre ne efprimeva il nume- 
ro de’ rimafligli daHa perdita 
143. 17. una frazione 
149. 22. o, = 


e in oltre a moltiplicare tante volte i 
Zecchini rimanigli dalla perdita, quante 
ne efprimeva ii numero de’ perft 

un’ equazione 
= 


188. io. " x - 1 - y' - * 
2 


" X — 1— V — ì r 

2 


189. 23. x } — 3 a 1 x ± a‘ c 

p + m 1 

200. 14. 

4 m 

ij. dell’ anzidetto 
237. 5-ult. m"~‘ ° 

2x9, 33. b' x'~ x ec 


* 3 _ 


3 a** ± ia l c 


4 m 

nell’ anzidetto 

m — * 

b" x ,_1 ec. . . . 4- P" 


5 5* •' «v* • » • * i' * tv. « • • -r* » 

175- *'• J* -fV8 -+-i=o ,7 1 -V84 -i=o jf , 4-jf V '8-*-t=o.y— jV^8-f-i=o 
374.' 18. y = 9- . * = o 

20. nella quantità moltiplicata per y* fi ommetta il termine -f- C 

nella quantità moltiplicata per j 5 fi ommetta il termine — 1 j t . 


388. 5-ult. A — a 

399 - S-ulc. ~ 


x™ » — » 


« — I 


X«* _ i 


Tomo rii 

Pag. 28. Nella nota (a) deve eflTere notata la fig. 69-, ma ficcome in tale figura- 
rono sbagliate le lettere, perciò la- ftclfa figura corretta fi è fatta inci- 
dete nel fine dell’ ultima Tavola del Tomo Vii 


160. 2r. eguali dell 

229. 1, la tangente t infinita 

la cotangente ò eguale a zero- 

231. 3 6. eguale 

39- CD ■ 

234. 4. e il 

237. 4. e 5. r* =Scn. m 4- Col.» ec 


eguali, dell’ 

la tangente è eguale a zero- 
la cotagente è infinita 
è eguale 
G B, 

> * * X- — ^ , 

r 1 =z Sen. m •+■ CoL m — ben. n 

-+- Coti n , conféguentemente r* — 

■ — j ■ ■ a . -■ . ■ ■ x 

Sen. m nr Col. m , e r* — Col. m 
— Sen. m , ovvero r 1 — ben. « = 

Coli * , e r* — Coli » = Sen. n 


24Ò. 
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ERRORI. C 

ORREZIONI, 

Pag. lin. 

14S. io. il denominatore della formola XVIII. in vece di —2 Cot. m dcv'cflere 

Con m 


20. r 1 — 2 Tane, m 
256. zi. JJDF 

t* — Tane, m 
DBF 

Tomo IV. 

48. 2. permettiamo 
r » 

premettiamo 

< 59 - a- f= 7 *±**f 
0 

y = ~iX±« , + *• 

A 

88. 5-uIt. una tangente una tangente 
104. 4-ult. affi dividere 
128. Tutti gli F de’num, 305, 306 

134. 3. VA = Vi=« 

20 0. ult. rapprefentante 

2Ji. io. della forma feguente *1' ±zm*' 

una tangente 
affi di dividere 

, 708, 309, 310, 311. devono eflère P 
VE 2= E A =in 
rapprefentate 

NÌ*XnE** 

- 4 - . ="nI , X nh ‘ x nT* X nT* 

ove è J}JE — z. 1 — 4*2.4- 1 , NH 1 z= 

252. 8. vale a dire V 2 » V 2 i — V 1 ) 

— 2Ì*>4-r,Ni 1 :z:** — zdz,-i-i ec. 
con che zx acquifterà. i . quattro Icgufnti 

— Va, perchè =z V 2 

2 2 — 2 — 2 

va0n Va 1 Va’ Va’ V a ’ 


vale a dire y'i , V 2 > — \/i, — V 2 , per- 


chè ~Ì~ = V 2 
Vi 

forno V. 


5. d.l 


x m 

d. I. _ r 4. i. I. 

Jt 



Tomo VI. 


348. La riduzione della formoli data alla lin. 7. non vi bene , e dev’effere zr 

J * X ^ ^ * + d 3* X * 2 — '•* 

*\/m'Tx +Ty x m 1 — n 1 — m«dx y^dx 1 -i-dx dj — ydxd'y — mndx ^(dx -\-dy * 
che non (i può ulteriormente ridurre. 
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Die 5. Februarii 1776. 

Vidh 

Jofepb Maria Epijcopus Mutirtenjis . i r 

Dìe 5. Februarii 1776. 

Vidit 

Fr. Raymundus Migliavacca Inquiftt. Ceru Mutinte. 


Vidir 5. Februarii 1776. 
Joannes Baptijla Araldi. 

Si flampi . 5. Febbrajo 1776 • 

Filippo Giu/eppe Marcbifio. 
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